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PROLOGO 


Este libro está escrito sin ninguna pretensión de originalidad. 
Su fin es reflejar, en una exposición sistemática, el curso de álgebra 
conformado y leído, en los últimos años, a los estudiantes de la 
facultad mecánico-matemática en la Universidad de Moscú. La 
evolución, completamente natural, de los programas estándares, 
llevó a la necesidad de modernizar, aunque sea parcialmente, la 
literatura de estudio sobre el álgebra. 

Lamentablemente, ol hilo vivo de las lecciones, al exponerse 
por escrito, se cubrió de tantos detalles y se deformó de tal modo que, 
involuntariamente, se recuerda una manifestación irónica de Ber- 
nard Shaw: «El manual se puede definir como un libro, inservible 
para la lectura. El hecho de que yo haya resultado un hombre total- 
mente sin estudio, se lo debo a que nunca pude leer libros de texto, 
y el tiempo que debiera haber empleado en leer manuales, lo gasté 
en la lectura de libros auténticos, escritos por personas que real- 
mente saben escribir, lo que jamás ocurre con los autores de manua- 
les» (1933, de una conferencia dada en Hong Kong). Es un débil 
«consuelo, el hecho de que B. Shaw, que pensaba con categorías 
sumaniente paradójicas, no se refería a las matemáticas. 

Formalmente, el libro está dividido en dos partes, las cuales, 
en una primera aproximación, responden a los cursos de álgebra, 
dictados respoctivamente en el primer y tercer semestres. En la 
parte II, se supone que el lector conoce suficientemente la teoría 
de espacios vectoriales abstractos y de operadores lineales, cuyo 
material se estudia en el curso de álgebra lineal y geometría, corres- 
pondiente al segundo semestre. Por otra parte, los espacios aritmé- 
ticos lineales de vectores-filas se exponen en el capítulo 2, una serie 
de conceptos del álgebra linea] se definen a medida que se avanza 
en el texto, y un pequeño complemento contiene la teoría geomé- 
trica de la reducción de matrices a la forma normal de Jordán. De 
gte modo, el libro se puede estudiar, independientemente de otras 

'uentes. 

Los ejercicios que se encuentran al final de la mayoría de los 
parágrafos, juegan un importante papel. Existiendo excelentes 
libros sobre problemas y ejercicios de álgebra*), sería insensato 
poner acento en los cálculos numéricos, por eso, los ejercicos tie- 
nen, preferentemente, carácter teórico y sirven para desarrollar el 


*) La editorial «Mir» publicó, en 1976, uno de estos libros en español: 
«Problemas de álgebra superior» de D. Faddiéev e 1. Sominski. (N. del T. 


PROLOGO 1 


tema principal. En muchos casos, sobre ellos hay referencias en el 
texto básico, pero, pese a todo, los ejercicios están provistos de 
indicaciones detalladas para resolverlos. Se recomienda recurrir 
lo menos posible a estas indicaciones, y en todo caso, después de 
insistentes pruebas para resolverlos por cuenta propia. 

Probablemente, resulte difícil que una cantidad tan modesta de 
horas lectivas, sea suficiente para abarcar el contenido do todo el 
libro. Esto, ospecialmente se refiere a la parte 11, cuyo material, 
por su carácter, no puede considerarse tradicional. Este material 
proporciona suficionto pábulo a la intuición, pero, algunas «exqui- 
siteces» (como, por ejemplo, el teorema de Silov, invariantes de 
los grupos lineales, las representaciones de un grupo de rotaciones, 
o de álgebras no asociativas) están conscientemente dirigidas a los 
aficionados, como base para ejercicios complementarios, 

Por lo visto, una vez estudiado el capítulo 7, bastante difícil, 
hay que orientarse bien sea hacia los elementos de la teoría de repre- 
sentaciones (capítulo 8), o hacia la teoría general de anillos, módulos 
y campos, parcialmente tratada en el capítulo 9 (no nos fue posible 
profundizar en cuestiones estructurales). La primera variante parece 
preferible, no sólo por su orientación geométrica y su proximidad 
al curso del segundo semestre, sino también, porque el conocimiento 
de los principales hechos sobre la teoría de representaciones es muy 
útil a los matemáticos que, no necesariamente, se especializan en 
álgebra. Sería sumamente deseable que la idea sobre representacio- 
nos de grupos, expresada en el libro mediante un material concreto 
muy limitado, se consolide con un curso especial de mayor contenido. 
Como ejemplos de temas aproximados, se pueden citar la teoría de 
Galois; los grupos engendrados por aplicaciones, incluidos los grupos 
cristalográficos; las representaciones de los grupos compactos, ete. 
Por otro lado, el capítulo 9, debido a su orientación teórico-numé- 
rica, responde, en mayor medida, a los planes de estudios existentes. 
Cualquiera sea la variante que se elija, pondrá los fundamentos para 
seguir estudiando álgebra*). 

Aquí hay que advertir con precisión una circunstancia no tan 
evidente para el estudiante de primer curso. El curso de álgebra 
superior pese a su nombre, do ningún modo refleja la diversidad 
del álgebra moderna. Precisamente a eso debe su nombre el libro: 
introducción al álgebra. Un objetivo más de esta introducción, 
consiste en suministrar conceptos y resultados necesarios para otros 
cursos de matemáticas. Sólo se comprende cuan importante es el 
estudio del longuaje algebraico, cuando se intenta prescindir de él 
al estudiar particularmente matemáticas. 

Pese a su carácter elemental, el curso tradicional de álgebra, 
presenta determinadas dificultades para asimilarlo, debido al aspecto 


*) Una pequeña lista de literatura complementaria que no pretende ser 
completa, seda al principio de cada una de las partes del libro. 
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formal en el razonamiento, que él impone. El autor tuvo constante- 
mente esto en cuenta, tratando de subrayar los vínculos existentes 
entre el álgebra y otras ramas de las matemáticas. Debemos lamentar, 
el haber do fuera de los límites de este libro elementos sobro 
la teoría de categorías y de sistemas parcialmente ordenados. Pero, 
nos pareció totalmente irrazonable transformar el curso introductorio 
en un conglomerado de conceptos abstractos, provistos de antemano 
sin saber para que, mermando así el interós hacia el objeto de estudio, 
debido a su exposición superficial. 

Muchas de las variantes ideadas para un curso obligatorio de 
álgebra, limitado y orientado por e) programa estándar «se ensayaron» 
en la facultad mecánico-matemática de la Universidad de Moscú 
Lomonósov. Cabe esperar, que esta obra en forma de libro, de una 
de Jas últimas variantes del curso, resulte útil para estudiantes, 
graduados y profesores de otros institutos de enseñanza superior, 
así como para aquellas personas que se inician, por su cuenta, en el 
estudio del álgebra. Por supuesto, el orden y la plenitud expositiva 
del material dol libro en las lecciones del curso, dependerán consi- 
derablomente de la situación concreta y de las tradiciones en la 
enseñanza. 

El autor expresa su profunda gralitud al experto coleutivo de 
docentes de la cátedra de álgebra superior de la Universidad de 
Moscú, y también a quienes proporcionaron útiles consejos sobre la 
exposición del curso. Todas las ulteriores proposiciones constructi- 
vas, así como informaciones y observaciones de errores u omisiones, 
se recibirán con gran reconocimiento. 


A. Kostrikin 


AL LECTOR 


De acuerdo al plan general, expuesto en el prólogo, el esquema 
de la dependencia de los capítulos tiene la siguiente forma: ` 
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e 
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(la flecha punteada muestra una dependencia débil). Se comprende 
que al lector experimentado (digamos, docente o estudiante de 
segundo curso) no le será difícil comenzar la lectura, prácticamente 
desde cualquier lugar, naturalmente, si está dispuesto a dirigirse, 
de tiempo en tiempo, a Jas definiciones en parágrafos y capítulos 
anteriores. No todos los nuevos conceptos se introducen en los párra- 
fos que comienzan con la palabra «definición». Un índice detallado 
A el ice de materias ayudan a encontrar el lugar necesario en 
el libro. 

Cada capítulo está dividido en varios parágrafos, y cada pará- 
grafo en varios puntos, con sus propios títulos. Dentro del pará- 
grafo los teoremas, proposiciones, lemas, corolarios, tienen su 
numeración propia: teorema 1, teorema 2, .. .; lema 1, lema 2, ... 
Con esta numeración primitiva, pero muy evidente y económica, 
cuando se hacen citas sobre afirmaciones de otro parágrafo, se pre- 
cisa escribir teorema i del $ j, o incluso teorema i del $ j del cap. k, 
sin embargo, esto no crea incomodidades. 

El final de una demostración (o en su ausencia) so anota con el 
signo J. 

Para abreviar, se usan símbolos lógicos elementales. El signo 
de implicación => en la escritura A => B tiene la sencilla carga 
significativa, que «4 trae consigo a B», o quo «le A sigue B», al 
mismo tiempo, que «A -—= RB» significa la equivalencia do las enun- 
ciaciones A y B (... si, y sólo si, ...). El cuantificador universal Y 
reemplaza la expresión «para todo». Las restantes designaciones son 
comprensibles del contexto. 
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Abajo se escribe la totalidad del alfabeto griego, con indicación 
de las pronunciaciones de las letras. La confusión que a veces se 
observa aquí es lamentable, por cuanto las letras del alfabeto griego 
son muy empleadas en matemáticas. 


ALFABETO GRIEGO 


Aa BP Ty AS Ee Zi 
Alfa Beta Gamma Delta Epsilon Zeta 
Hn 09 T Kx M Mp 
Eta Theta Iota Kappa Lambda My 
Ny B8 Oo Tx Po lo 
Ny Xi Omicron Pi Rho Sigma 
Tr ô De Xx Yy Qo 


Tau Ipsilon Fi Ji Psi Omega 


«El álgebra es generosa, frecuentemente 
da más de lo que lo piden» 
{D'Alembert} 


Parte I 
FUNDAMENTOS DEL ALGEBRA 


Esta parte se puede considerar álgebra on miniatura. Los con- 
ceptos fundamentales de grupo, anillo, campo, a los que el estudiante 
novel no está acostumbrado, se introducen, en la medida de lo 
posible, informalmente y en dosis mínimas, pese a lo cual, el número 
de conceptos derivados resulta bastante grande. No es necesario 
memorizarlos: resultarán habituales cuando el estudiante, por su 
propia cuenta, trabaje sobre los problomas y ejercicios. Para como- 
didad, se destacan algunos de los sistemas algebraicos más usados 
(los grupos (Z +), ShAn, GL (n), SL (n); anillo de los polinomios; 
campos Q, R, C y Zp), que sirven, además, para mostrar el 
lenguaje del álgebra. Por tradición y por consideraciones de suce- 
sión entre la escuela y la universidad, inicialmente se expone la 
técnica de matrices y determinantes, empleada para buscar e inves- 
tigar resoluciones de sistemas de ecuaciones lineales. En este camino, 
naturalmento, surgen las estructuras algebraicas fundamentales. 


LITERATURA COMPLEMENTARIA 


4. Van der Waerden B. L., Algobra, «Naukas 

2. I. M. Vinogradov, Fundamentos de la teoría 
(En ruso). 

3. G. Devtenport, Aritmótica superior, «Nauka», 1965, (on ruso). 

4. A. G. Kurosch, Curso de Algebra superior, «Mir», 1977, (en ospañol). 
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LS Sed D., Sominski I., Problemas de álgebra superior, «Mirs, 1977, (en 
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1976, (on ruso), 
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Capítulo 1 


FUENTES DEL ALGEBRA 


¿Dónde comienza el álgebra? Con cierta aproximación se puede 
decir, que las fuentes del álgebra se hallan en el arte de sumar, 
multiplicar y elevar a potencia números enteros. El reemplazo de 
números por letras, hecho formal pero no siempre evidente y de 
significado único, permite operar con reglas análogas en los límites 
de sistemas algebraicos más generales. O sea, el intento de dar una 
respuesta completa a la cuestión planteada, no sólo nos llevaría 
a lejanos siglos, n los secretos del germen del pensamiento matemá- 
tico. La parle más difícil de la respuesta estaría ligada a la descrip- 
ción de las ostrucluras algebraicas de nuestros días: grupos, anillos, 
campos, módulos, etc. Pero a esto precisamente se dedica todo el 
libro, así que por ahora el objetivo del capítulo 1 parece inalcan- 
zable. 

Felizmente, debajo de la envoltura abstracta de la mayoría de 
las teorías axiomáticas del álgebra se ocultan problemas concretos 
de carácter teórico o práctico, cuyas resoluciones sirvieron en su 
tiempo para generalizaciones felices, y a veces dieron lugar a con- 
clusiones de largo alcance. Por otra parte, una teoría desarrollada 
daba impulso y medios para la solución de nuevos problemas. La 
compleja interrelación de los aspectos teóricos y aplicados de la 
teoría, común a toda la matemática, en el álgebra se rezuma con 
gran claridad y, en alguna medida, justifica el estilo concéntrico de 
exposición adoptado por nosotros. 

Luego de unas breves observaciones generales, relacionadas con 
lo historia de esta disciplina, formularemos algunos problemas que 
anticipan el contenido de los capítulos siguientes. Uno de estos 
problemas servirá como punto de partida para el estudio de siste- 
mas de ecuaciones lineales, teoría de matrices y de determinantes. 
Desarrollaremos ol método de Gauss y obtendremos los primeros cono- 
cimientos acerca de las resoluciones de sistemas lineales. 

Ya en esta etapa os útil introducir terminología y notación uni- 
ficadas, para lo que daremos una revista concisa a la teoría de con- 
juntos y de aplicaciones. 

Serán introducidos conceptos fundamentales de relación de 
equivalencia y de factorización de las aplicaciones. Más adelante, 
en relación con el esclarecimiento del principio de inducción mate- 
mática, se establecerán proporciones combinatorias elementales. 
Finalmente, las propiedades aritméticas más simples del sistema de 
números enleros, citados en el último parágrafo, no sólo se utilizan 
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ulteriormente, sino que sirven de prototipo para la construcción 
de una aritmética análoga en sistemas algebraicos más complejos. 

El material de este capítulo no va mucho más allá de los límites 
del programa escolar. Del lector se requiere solamente su disposición 
para asumir un punto de vista un poco más general. Se puede comen- 
zar la lectura desde el $ 3 


$ 1. ALGEBRA BREVE 


Jn nuestros días, no siu fundamento, se habla sobre la «algebrai- 
zación» de las matemáticas, o sea sobre la penetración de ideas y 
métodos del álgebra en las partes teórica y aplicada de las matemá- 
ticas. Este estado de cosas, totalmente claro ya a mediados del 
siglo XX, de ningún modo se observó siempro. Como cualquier otro 
campo de la actividad humana, las matemáticas están expuestas a la 
influencia de la moda. La moda de los métodos algebraicos es pro- 
vocada por la esencia de las cosas, aunquo debido a su atracción 
a veces se franquean las fronteras de lo razonablo. Y como la envol- 
tura algebraica, que obscurece el contenido, no es menor desgracia 
que un elemental olvido del álgebra, entonces no es casual que el 
mérito de uno u otro libro ya depende (muy razonablemente) de la 
habilidad del autor do evitar una sobrecarga de formalismo alge- 
braico. 

Si dejamos aparte los oxtremos, entonces al álgebra desde la 
antigiiedad constituía una parte esencial de las matemáticas. Lo 
mismo habría que decir sobre la geometría, pero nos resguardaremos 
tras una frase alada de Sofía Germain (siglo XIX): «El álgobra no 
es otra cosa que Ja geometría escrita en símbolos, y la geometría es 
sencillamente álgebra expresada en figuras». Desde entonces la 
situación ha cambiado, pero parece que «es reconocido que la «natu- 
raleza» de Jos objetos matemáticos es, en esencia, un hecho secunda- 
rio y que es poco importante, por ejemplo, si presentamos los 
resultados en forma de teorema de geometría «pura» o con ayuda 
de la geometría analítica en forma de teorema algobraico» 
(N. Bourbaki). 

En correspondencia con el principio de que «no son importantes 
los objetos matemáticos, sino las relaciones entre ellos» ol álgebra 
se define (un poco tautológicamente y en forma absolutamente 
incomprensible para el profano) como ciencia acerca de las opera- 
ciones algebraicas, efectuadas sobre los elementos de diferentes 
conjuntos. Las propias operaciones algebraicas surgieron de la 
aritmética elemental. A su vez, en base a las reflexiones algebraicas 
se obtienen las demostraciones más naturales de muchos hechos de 
la «aritmética superior», o sea de la teoría de los números. 

Pero el significado de las estructuras-conjuntos con las opera- 
ciones algebraicas lejos sobrepasa el marco de las aplicaciones teóri- 
20392 
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co-numéricas. Muchos objetos matemáticos (espacios topológicos, 
ecuaciones diferenciales, funciones de variables múltiples complejas, 
etc.) se estudian mediante la construcción de las debidas estructuras 
algebraicas, aunquo no sean adecuadas a los objetos estudiados en 
todo caso, reflejan sus aspectos esenciales. Algo semejante se refiere 
a los objetos del mundo real. 

Un juicio preciso sobre esto fue formulado hace más de 45 años 
atrás por uno de Jos creadores de la mecánica cuántica P. Dirac 
4...La física moderna requiere una matemática más abstracta y el 
desarrollo de sus fundamentos. Así, la geometría no-euclidiana y el 
álgebra no conmutativa, consideradas en un tiempo como sencilla- 
mente fruto de la imaginación o producto de reflexiones lógicas 
ahora son reconocidas como muy necesarias para la descripción de 
cuadro general del mundo físico». 

Los medios algebraicos son muy útiles al investigar las partícu- 
las elementales en la mecánica cuántica, las propiedados del cuerpo 
rígido y cristales (en relación con esto especialmente importante es 
la tooría de representación de grupos), al analizar modelos econó- 
micos, al construir modernas máquinas computadoras, eto. 

A su voz, el álgebra se nutre de los jugos vivificantes de otras 
disciplinas, incluidas las matemáticas. Así, por ejemplo, los métodos 
homológicos del álgebra surgieron de las entrañas de la topología 
y de la teoría algebraica de números. 

Por oso no sorprondo que los rasgos del álgebra y los puntos de 
vista sobre ésta cambiaron en distintas épocas. No tenemos posi- 
bilidad de seguir detalladamente esos cambios no sólo por falta de 
espacio, sino principalmente porque la descripción sobre la historia 
de la asignatura debe ser concreta, exigencia que puede ser satis- 
fecha solamente con un conocimiento fundamental de la misma. 

Nos limitaremos a una enumeración esquemática de nombres 
y períodos. 


Operaciones aritméticas sobre con- 
juntos de números enteros y racio- 
nales positivos. Fórmulas algebrai- 
cas en cálculos astronómicos y geo- 
métricos. Formulación de problemas 
de construcciones (sobre la duplica- 
ción del cuba y trisección del ángulo), 
que se ocuparon los algebristas mucho 
más tarde. 

Ecuaciones algebraicas de primer y sc- 


Civilizaciones antiguas de Babilonia 
y Egipto. Civilización griega. «Árit- 
mética» de lo LID). 


Civilización oriental del medioevo. 


Escritos del nativo de Jiva 
Muhammad b M al-Jwarizmi 
(aprox. año 825) «Kitab al-mujtasar 
min hisab al-yabr wa-l-muqabala». 
Epoca del Renacimiento. 


gundo grados. 
gaem del propio vocablo sálge- 
rar. 


Resolución de ecuaciones algebrai- 
cas de tercero y cuarto grado. 
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Fibonacci (Leonardo de Pisa) 


(aprox. 1470-1250) 
$. Ferro (1465-4526) 
N. Tartaglia (1500-4557) 
J. Cardán (1501-1576) 
L. Ferrari (1522-4565 
F. Viete (4540-14 
R. Bombelli (1530-4572) 
Siglos XVII y XVIII 
R. Descartes (1596-1650) 
P. Format (1604-1665) 
1; Newton (1646-4727) 
G. Léibniz (1646-4716) 
L. Euler (4707-4783) 
PEN R 
- L, Lagra: a ) 
G. Crasas SS (4704-1752) 
P. Laplace (1749-1827) 
Vandermonde 1735-1796) 


Siglo XIX rincipio del siglo XX 
O F. Gauan 4 dd 4797-1855) 


P. Dirichlet 1805-1859) 
E. Kummer (1810-1893) 
L. Kronecker (1823-1891) 
R. Dedekind (18311916) 
E. L Zolotariov (1847-1878) 
G. F. Voronoi 8-4! 
A. A. Márkov (1856-1922 
P. L. Chábychov (4821-1804 
C. Hermite 1822-19014) 
Ñ. I Lobachevsky (1792-1856) 
A: Hurwitz (1859-1919) 
Ruffini i 765-1822) 
E. Abel 1802-1829) 
Jacobi EEEE 
Galois 1811-4832) 
. Riemann (1826-1866 
Cauchy (17894851 
Jordan (18384020) 
í (1832-4918) 
Grassmana (1809-4877) 


(1814-1897) 
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Cayle (1821-4895) 
Hamilton 1805-1805) 
Boole (1815-1864) 
Lie (1842-1899) 
Frobenius (1849-4918) 
Serret (1819-1885) 
Noether (1844-1922) 
A. Grave (1863-1939) 


Pioncaré 


Elaboración de la simbólica alge- 
braica moderna. 


Aparición de la geometría analítica 
ponia sólido entre la geometría y el 
|gebra. 

Animación de la actividad en la 
teoría de número: 
Desarrollo del álgebra de polinomios. 
Búsqueda intensiva de fórmulas gene- 
rales para la resolución de ecuaciones 
algebraicas, Primeros accesos a la 
demostración de la existencia de raí- 
ces en una ecuación con coeficientes 
numéricos. Principios de la teoría de 
determinantes. 


Demostración del teorema fundamen- 
tal de existencia de raíces en la: 
ecuaciones con coeficientes numéricos. 
Desarrollo intensivo de la teoría de 
números algebraicos. 


Búsqueda de mótodos do resolución 
aproximada de Jas ecuaciones alge- 
braicas. Condiciones de los coeficien- 
tes que aseguran una disposición dada 
de Jas raíces. 


Demostración de la imposibilidad on 
caso general, de resolver ecuaciones 
de grado n >5 on radicales. 
Desarrollo de funciones algebraicas. 
Formulación de la teoría de Galois. 
Principios sobre la teoría de gru- 
pos finitos, preferentemente on base 
A grupos permutables. 


Desarrollo intensivo de los méto- 
dos de álgebra lineal. 


Aparición de los sistemas hipercom- 
plejos, luego del descubrimiento de 
os cuaterniones (estos sistemas ahora 
se denominan álgebras). En parti- 
cular, en relación con cl desarrollo 
de los grupos continuos (grupos de 
Lie), fueron colocados los fundamen” 
tos del álgebra de Lic. Se desarrolla- 
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F. Klein (1849-1925) ron la geometría algebraica y la teo- 
W. Bornside (1852-1927) ría de invariantes como partes impor- 
J. Schur (1885-1941) tantes de las matemáticas. En el 
H. Weyl (1885-1955) siglo XIX la matemática aún no 
F- Enriquez (1871-1946) había alcanzado una diferenciació 
J. Von Neumann (4903-4957) sutil y muchos grandes sabios Lraba- 
D. Hilbert 1862-1943) jaban creativamente en varios de sus 
E. Cartán 1869-1954) campos. 
C. Guénzol (1861-1944) La primera mitad del siglo XX Tuo 
E. Stéinitz (1871-1928) distinguida por una reconstrucción 
E. Noether (1882-1935) fundamental de todo el edificio de 
E. Artin (1898-1962) la matemática. El álgebra, renun- 
J. Birkhotf (1884-1947) ciando al privilegio de ser la ciencia 
N. Bourbaki «Elementos do matemá» sobre ecuaciones algebraicas, resuclta- 
tica», mente se planieó sobre wn osmino 
de desarrollo axiomático y mucho 


más abstracto. 

So hizo de uso corriente el lenguaje de las teorías de anillos, módulos, 
categorías, homología. Muchas teorías dispersas hallaron cabida en el esquema 
general dol álgebra universal. En el punto de enlace del álgebra con la lógi 
matemática nació la teoría de modelos. Las viejas teorías se renovaron, ensai 
chando sus campos de aplicación. Como ejemplos pueden servir la geometría 
algebraica moderna, la topología algebraica, la K-teoría algebraica, la teoría 
de grupos algcbraicos. Algunos despegues brillantes experimentó la teoría 
de grupos finitos. 


Toda el álgebra se encuentra ahora en una situación de desarrollo 
dinámico, En esto, grandes méritos les caben a los matemáticos 
soviéticos. El elevado nivel de las investigaciones alcanzado en 
nuestro país en mucho se debe a científicos tales como N. G. Chebo- 
tariov (1894-1947), O. Yu. Schmidt (1891-1956), A. Y. Máltsev 
(1909-1967), A. G. Kurosch (1908-1971), P. S. Nóvikov (1901-1975). 


$ 2. ALGUNOS PROBLEMAS MODELO 


Los cuatro problemas formulados más abajo son de distinto 
nivel. Los primeros tres, que por sí mismos no son equivalentes, 
están oxclusivamente destinados para motivar la investigación de 
campos de diferentes tipos, espacios lineales, grupos y sus presen- 
taciones, o sea de aquellas teorías algebraicas que serán tratadas 
más adolante. Las «soluciones» de estos problemas han sido expuestas 
en muchas monografías especiales. El cuarto problema, que anticipa 
el estudio de los sistemas lineales, es útil tratar de resolverlo inme- 
diatamente, antes de pasar al parágrafo siguiente, donde se aportan 
los razonamientos necesarios. 

1. Problema sobre la resolución de ecuaciones en radicales. Del 
álgebra elemental os conocida la fórmula 


z (0 
para las soluciones zı, z, de la ecuación cuadrática az? + ba + 
+e=0. 


s9 ALGUNOS PROBLEMAS MODELO a 


La ecuación de tercer grado z? + az? + bz + c= 0 reempla- 


zando z> z —$ ase lleva a la forma zè -+ pz + c = 0. Esta ecua- 


ción reducida siempre tiene tres raíces Z1, Za, £s. Si se hace 


D= —4p— 21, es =E, 


3 == 
u= V -—T+iv=3D, v 


(las raíces cúbicas se eligen de tal modo, que xw = —3p), entonces 
se puede demostrar que 


an=i uto) mute), =p lute) (3) 


Las expresiones (2) y (3) se denominan fórmulas de Cardán (1545) 
y se las asocian también con los nombres de otros matemáticos ita- 
lianos de la época del Renacimiento (S. Ferro, N. Tartaglia), al 
igual que la fórmula (1), son válidas para cualesquiera coeficientes 
a, b, c, p, q, que puede tomar, por ejemplo, un valor racional arbi- 
trario. Fórmulas análogas fueron halladas para las raíces de las 
ecuaciones de cuarto grado y en el transcurso de casi trescientos años 
se hicieron intentos infructuosos de «resolver en radicales» la ecua- 
ción general de quinto grado. Sólo en 1813 A. Ruffini (en una pri- 
mera aproximación) y en el año 1827 N. Abel (independientemente 
y en forma rigurosa) demostraron el teorema acerca de que la ecua- 
ción en el caso general z” + az"! -+ .. . +4, = 0 cuando n > 4 
no tiene solución en radicales. Un descubrimiento fundamental en 
este campo fué efectuado por Evaristo Galois en 1831, cuando éste 
tenía sólo veinte años (este trabajo fue conocido recién en 1846) 
y formuló un criterio universal para resolver en radicales no sólo 
la ecuación general de grado n sino cualquiera (por ejemplo, con 
coeficientes racionales). 

A cada polinomio (ecuación) de grado n él le confrontó un campo 
de descomposición y una familia finita de automorfismos de este 
campo (con potencia no mayor de nl), ahora denominado grupo 
Galois del campo (o del polinomio original). Aunque no tenemos 
posibilidad de detenernos más dotalladamente en la teoría de Galois, 
en el capítulo 7 será destacada por sus propiedades puramente inter- 
nas, una clase especial de los denominados grupos resolubles. Resulta, 
que la ecuación de grado » con coeficientes racionales tiene solu- 
ción exacta en radicales, cuando tiene solución el grupo de Galois 
que le es correspondiente. Sea, por ejemplo, dada la ecuación de 
quinto grado 2% — ax — 1 = 0, donde a es un número entero cual- 
quiera. A este número responde el grupo de Galois Ga, dependiente 
de algún modo complejo de a. G, es un grupo cíclico de orden 4 
(siendo, por definición, resolubles todos los grupos cíclicos) y la 
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ecuación 25 — 1 = 0, sin duda, se resuelve en radicales. Por el con- 
trario, G, tiene la misma estructura que el grupo simétrico S; de 
orden 120 y este último, como se muestra en el capítulo 7, es inso- 
luble. Por lo tanto, no tiene solución en radicales la ecuación 7% — 
—z2—1=0. 

Observemos finalmente, que para las necesidades prácticas, la 
posibilidad de expresar las raices de las ecuaciones algebraicas en 
forma explícita por medio de radicales, no tiene crucial importancia; 
son más actuales los diferentes métodos de cálculo aproximado de 
las raíces. Pero este hecho no disminuye la belleza del éxito de 
Galois, quien con sus ideas influyó poderosamente en el desarrollo 
posterior de las matemáticas. Para comenzar, precisamente Galois 
formuló las bases de la teoría de los grupos. La correspondencia 
recíproca univalente entre los subcampos del campo de descomposi- 
ción y los subgrupos de su grupo, establecida por Galois, se enri- 
queció en el siglo XX con nuevas construcciones abstractas y se 
constituyó en un medio irreemplazable de investigación de objetos 
matemáticos. 

2. Problema sobre los estados de una molécula poliatómica, Cada 
molécula se puede considerar como un sistema de partículas, núcleos 
atómicos (rodeados de electrones). Si en el momento inicial de tiom- 
po la configuración del sistema es cercana a la de equilibrio, enton- 
cos, en determinadas condiciones, las partículas integrantes del 
sistema siempre se quedarán cerca de la situación de equilibrio 
y no alcanzarán grandes velocidades. Los movimientos de este tipo 
se denominan oscilaciones respecto a una configuración equilibrada, 
y el sistema se llama estable. Es sabido que cualquier oscilación 
pequeña de una molécula, cerca de la situación de equilibrio estable, 
es superposición de las llamadas oscilaciones normales. En muchos 
casos se logra determinar la energía potencial de la molécula y sus 
frecuencias normales, tomando en cuenta la simetría interior-de la 
molécula. La simetría de la estructura molecular se describe por 
medio de un grupo puntual de una molécula. Las distintas realiza- 
ciones de este grupo finito (sus representaciones irreducibles) y la 
relación con estas realizaciones de la función en el grupo (caracteros 
de la representación), determinan los parámetros de las oscilaciones 
de la molécula, 

Por ejemplo, a la molécula de agua H,O (fig. 1) le corresponde 
el grupo cuaternario de Klein (producto directo de dos grupos cícli- 
cos de segundo orden), y a la molécula de fósforo P, (fig. 2), que 
tiene la forma de tetraedro regular en cuyos vértices se disponen los 
átomos del fósforo, le corresponde el grupo simétrico S, de orden 24. 
Las representaciones irreducibles de estos grupos serán estudiadas 
en el cap. 8. En la actualidad el desarrollo de la teoría estructural 
de las moléculas resulta difícil concebirlo sin la ayuda de la teoría 
de grupos. 
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Una aplicación mucho más temprana de la teoría de grupos se 
relaciona con la cristalografía. Ya en el año 1891 el eminente cris- 
talógrafo ruso E. S. Feódorov, y luego el sabio alemán A. Schoen- 
flies, hallaron 230 grupos cristalográficos espaciales, que describen 
todas las simetrías de cristales existentes en la naturaleza. Desde 
entonces, la teoría de grupos se usa permanentemente para la invosti- 


H- H d 
Fig. 1 Fig. 2 


gación de la influencia de la simetría sobre las propiedades físicas 
de los cristales. 

3. Problema de la codificación de las comunicaciones. En la cons- 
trucción de sistemas automáticos de comunicaciones, terrestres 
o cósmicos, frecuentemente, en calidad de comunicación elemental 
se toma una sucesión—fila (o palabra ordenada a = (4,, day... 

-s an) de longitud n, donde a; = Ô ó 1. Como las operaciones 
comunes de suma y multiplicación por módulo 2, se prestan muy 
bien para su cumplimiento en máquinas electrónicas, y los propios 
símbolos O y 1 son cómodos para la transmisión en forma de señales 
eléctricas (Í y O se distinguen por las fases de las señales divididas 
en el tiempo, o por sus existencia o ausencia), entonces, no 80T- 
prende que el campo GF (2) (véase $ 4, cap. 4), resulte un atributo 
hecosario para el especialista en olaboración de información. A veces 
es cómodo usar en calidad de as los elementos de otros campos 
finitos. 

Con el fin de excluir la influencia de interferencia (cargas atmos- 
féricas, ruidos cósmicos, etc.), capaces de transformar los 0 en 4 
y viceversa, se requiere tomar a a lo suficientemente larga y utilizar 
un sistema especial de codificación, o sea elegir un subconjunto 
(código) So de filas (palabras en código) transmitidas de todo el 
conjunto S de las mismas, tal que sea posible restablecer a por 
medio de la palabra alterada recibida a”, a condición de que no 
tengan lugar demasiados errores. Así aparecen los códigos correctores 
de errores. La teoría algebraica de codificación, ampliamente desa- 
rrollada en los últimos años y que propuso métodos muy ingeniosos 
de codificación, básicamente tiene que ver con códigos lineales 
especiales, cuando la elección de Sọ está vinculada con la construc- 
ción de matrices rectangulares especiales y con la resolución de 
sistemas de ecuaciones lineales, cuyos coeficientes pertenecen al 
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campo finito dado. Un ejemplo sencillo de tal código será mostrado 
en el cap. 5. 

4. Problema de la lámina caliente. Una lámina rectangular plana 
con tres perforaciones (fig. 3) es usada en calidad de válvula en un 
dispositivo imaginario para la obtención de bajas temperaturas. 
En la válvula se ha marcado una redecilla (parrilla) cuadrada. Sus 
vértices situados en los cuatro contornos se denominan limítrofes, 


qx 


300 
8 


y los restantes vértices internos. Una medición inmediata muestra 
que, ante cualquier calentamiento o enfriamiento, la temperatura 
de cada vértice interior resulta ser la media aritmética de las tem- 
peraturas de los cuatro vértices más próximos, sean éstos limítrofes 
o internos. Se espera que las piezas del dispositivo, al estar en con- 
tacto con distintas partes de los contornos, comuniquen a los co- 
rrospondientes puntos limítrofes las temperaturas indicadas en la 
fig. 3. ¿Acaso os posible esto?, y si os posible, ¿resultará simple 
la distribución de la temperatura en los puntos interiores? 


$ 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. PRIMEROS PASOS 


Las ecuaciones lineales az = b y los sistemas del tipo 
az + by =e (1) 
cz + dy =f 
con coeficientes reales a, b, e, d, e, f «se resuelven» en la escuela 
secundaria. Nuestra tarea es aprender a operar con un sistema de 


ecuaciones algebraicas lineales (o sintéticamente: con un sistema 
lineal) de la forma más general 


aiti + Orta] 
Qat + azta + 


F anTn = dr, 
+ anta = da, (2 


Amii H amata +... F OmpTn = bm. 
Aquí m y n son números enteros posilivos (naturales) arbitrarios. 
Aunque el paso de (1) a (2) parezca sólo una complicación cuanti- 
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tativa, en realidad, de hecho, tiene una importancia capital. Los 
sistemas del tipo (2) se hallan en toda la matemática, y los llamados 
métodos lineales, cuyo producto final frecuentemente son las solu- 
ciones de sistemas lineales, componen su parte más desarrollada. 
Es suficiente recordar, que la teoría de los sistemas de tipo (2) sir- 
vió a fines del siglo XIX como prototipo para la creación de la 
teoría de ecuaciones integrales, que juegan un papel sumamente 
importante en la mecánica y en la física. La resolución de un gran 
número de problemas en las máquinas computadoras también se 
reducen a sistemas del tipo (2). 

1. Terminología. Es preciso prestar atención al significado muy 
económico y cómodo de Jos coeficientes del sistema (2): el coeficiente 
a1, (se lee a-i-jota; por ejemplo: a; es a-uno-dos, y de ningún modo: 
a-doce) corresponde a la ¿-ésima ecuación y a la ¡-ésima incógnita zy. 
El número b; se denomina término independiente de la i-ésima ecua- 
ción. El sistema (2) se llama homogéneo, si b; = 0 para i = 1, 2, ... 
... m. Cualquier b; sistema lineal 


Mti + ata + + > + H na = O, 
anti + azs + » - - H amta = Ô, en 


amit + amta + + + + + mnt =0 
se llama sistema homogéneo, asociado al sistema (2), o también siste- 


ma reducido del (2). 
Los coeficientes de las incógnitas componen Ja tabla rectangular 


(3) 


llamada matriz de dimensiones m X n (matriz m por n, o matriz 
cuadrada de orden n cuando m = n) y en forma abreviada denotada 
por el símbolo (a;;) o sencillamente con la letra A. Naturalmente, 
se habla de la ¿-ésima fila (aí, Gig, - + -s Aim) de la matriz (3) y de 
la j-ésima columna 


a 

ty 

amj 
que en adelante, para economizar espacio, se designará como una 
fila, encerrada entre corchetes laij, day, - . ., amjl. En el caso de 
una matriz cuadrada se habla también de la diagonal principal, 
compuesta por los elementos 2,1, Lg3, - + -s Ann. La matriz (a) 


que tiene todos sus elementos nulos, excepto los de su diagonal prin- 
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cipal, se escribe a veces con el símbolo diag (0,1, La, + + -s Gnn) 
y se llama matriz diagonal, y cuando dy, = azs -= apn = 4, 
se denota con el símbolo diag, (a) y se denomina matriz escalar. 
Para indicar la matriz diag, (4), llamada matriz unidad de orden n, 
frecuentemente se usa el símbolo E, o la letra E, si es que la dimen- 
sión de la matriz está dada. 

Junto con la matriz (3) se examina también la matriz ampliada 
(au; | bi) del sistema (2), obtenida de (3) con el agregado de la columna 
Íbi, Dz, » «+ Om] los términos independientes; para mayor cla- 
ridad separada del resto de las columnas por una línea vertical. 

Si cada una de las ecuaciones del sistema (2) se transforma en una 
identidad luego de sustituir las incógnitas z; por los números zi, 


entonces, ol conjunto de n números zi, 23, . . ., 2% Se llama solu- 
ción del sistoma (2), y zi es el i-ósimo componente de la solución. 
So dice también que el conjunto 2, z;, ..., zh satisfaco todas 


las ecuaciones del sistema (2). El sistema que no tione solución 
alguna, se llama incompatible. Si el sistema tiene soluciones, se 
llama compatible, y si la solución es única, determinado. Puede 
existir más de una solución: entonces se dice que el sistema es inde- 
terminado. Es o no compatible un sistema dado de ecuaciones linea- 
les, y si lo es, cuáles son todas sus soluciones; éstas son las cuestiones 
inmediatas, a las que se deben dar respuestas. 


n= tablet to ta 
i 4 


Son, digamos, a, b, e < 416, y d > 416. Entonces esta rel 
volver a escribir en forma de ecuación lineal 


ión se puedo 


—ta— to — fe + óleo ta 


con el miembro t4 = —2 100, —50, 0, 50, 100 ó 300 (siendo posibles 
otras variantes). Tomadas conjuntamente, estas ecuaciones conforman el sistema 
lineal cuadrado de tipo (2) con n = m =416. Los coeficientes de las incógnitas 
4, son iguales a O (la mayoría), —1 ó 4. ¿Es este sistema compatible y determi- 
nado? Nosotros obtuvimos una formulación distinta, matemáticamente exacta, 
de un problema de carácter cualitativo. La cuestión sobre la oxistencia y la 
unicidad es sumamente típica para muchas ramas de la matemática, relaciona- 
das con el estudio de los fenómenos fisicos. 
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2. Equivalencia de sistemas lineales. Sea dado un sistema lineal 
«de las mismas dimensiones» 


A e = bi 
e a ds dd SY ENS (2) 
amiT + amata + + + H im Tn = Dima 
Decimos, que el sistema (2') es obtenido del (2) con ayuda de 
una transformación elemental del tipo (1), si en el sistema (2) todas 
las ecuaciones, excepto la i-ésima y k-ésima, quedaron como antes, 
y estas dos ecuaciones se intercambiaron de lugar. Si en (2”) todas 
las ecuaciones, excepto la ¿ésima, son las mismas que en (2), y la 
i-ósima ecuación de (2') tiene la forma 


(an + cap) Zi + . + «+ (Qin + Carn) Zn = bi + cbr (+) 


donde c es un número cualquiera (o sea, aij = Qi, + Carp bi = 
= bı + cba), entonces suponemos que el sistema (2) ha sufrido una 
transformación elemental del tipo (11). 

Los sistemas lineales (2) y (2) se llaman equivalentes, si ambos 
son simultáneamente incompatibles, o bien son compatibles y tienen 
las mismas soluciones. 

Conviniendo en indicar la equivalencia de los sistemas (a) y (b) 
con el símbolo (a) ~ (b), observamos que (a) ~ (a), de (a) ~ (b) 
sigue que (b) — a, y de (a) ~ (b) y (b) ~ (c) resulta que (a) ~ (c). 

Un indicio suficiente de equivalencia de sistemas se contiene 
en la siguiente afirmación. 

TEOREMA 1. Dos sistemas lineales son equivalentes, si uno se obtiene 
del otro aplicando una sucesión finita de transformaciones elementales. 

Es suficiente demostrar la equivalencia de los sistemas (2) y 
(2'), obtenido de (2), al aplicar una transformación elemental. Obser- 
vemos, que el sistema (2) se obtiene del (2) también como resultado 
de una transformación elemental, por cuanto estas transformaciones 
son invertibles. En otras palabras, en el caso (1), cambiando otra 
vez de lugar a las ecuaciones i y k, regresamos al sistema inicial; 
análogamente, en el caso de tipo (II), sumando a la i-ósima ecua- 
ción en (2'), la k-ésima, multiplicada por (—c), obtendremos la 
¿-ésima ecuación del sistema (2). 

Demostremos ahora, que cualquier solución (27. 
sistema (2) resulta también solución del sistema (2). 
una transformación elemental del tipo (Í), entonces, las propias 
ecuaciones, en general, no cambiaron (sólo cambió el orden de sus 
inscripciones). Por eso, los números zj, z}, - . ., Zh, que antes las 
satisfacían, las satisfacerán luego de la transformación. En el caso 
de una transformación elemental del tipo (11), las ecuaciones, excepto 
la i-ésima, no se modificaron, y por eso la solución (2;, 25, . . ., Za) 
satisface a éstas como antes. En lo que concierne a la ¡-ésima ecua- 
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ción, ella adoptó la forma (+). Tal como nuestra solución satisface 
las ¿-ésima y h-ésima ecuaciones del sistema (2), entonces 


ad ind = bn Ai + + + t mn = br 


Multiplicando ambas partes de la última identidad por c, y sumando 
esto a la primera, obtenemos, agrupando los miembros, una identidad 
del tipo (») con x; = zi. 

En virtud de la reversibilidad de las transformaciones elementa- 
les, observada arriba, Jas reflexiones realizadas demuestran también 
quo, recíprocamente, cualquier solución del sistema (2') será solu- 
ción del sistema (2). 

Queda observar, que la incompatibilidad de un sistema propor- 
ciona la incompatibilidad del otro (demostración por el contrario). Y 

3. Reducción a la forma escalonada. Por medio de una aplicación 
sucesiva de transformaciones elementales so puede pasar de un siste- 
ma de ecuaciones dado, a otro sistema de forma más simple. 

Primero, señalemos, que entre los coeficientes a se tiene por 
lo menos uno, distinto de cero. En caso contrario no tendría sentido 
mencionar la incógnita zı. Si a, = 0, intercambiamos de lugar la 
prímora ecuación y cualquier otra ¡-ésima, tal que an z 0 (0 sea, 
transformación de tipo (1). Ahora el coeficiente de la primera 
incógnita en la primera ecuación es distinto de cero. Lo indicamos 
por medio de a;,. Restemos de la i-ésima ecuación (i = 2, 3, ...,m) 
del nuevo sistema, la primera ecuación multiplicada por un coefi- 
ciente c; tal, que luego de Ja resta el coeficiente de z, se anule (m — 1 
transformaciones elementales del tipo (II)). Es evidente, que para 
ello es necesario tomar c; = ailai Emo resultado, obtendremos un 
sistema en el cual z, entra sólo en la primera ecuación. También 
puede suceder que la segunda incógnita no figure en todas las ecua- 
ciones con número i => Í. Sea £, la incógnita con el menor número, 
que integra cualquier ecuación, excepto la primera. Obtendremos el 
sistema 


mnta = bm E>1, 00. 


No prestando ahora atención a la primera ecuación, aplicamos el 
procedimiento anterior a las restantes. Después de una serio de 
transformaciones elementales, el sistema inicial toma la forma 


A A A 
A A 
aja +... + anta =b 


mitet 
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ati... POT =m 1>k>1, 0,740, cn70, 


Por supuesto, aquí aj; = dj, b] = bí, ya que la primera ecuación 
no fue alterada, 

Seguimos adoptando oste procedimiento mientras sea posible. 
Es claro que deberemos detenernos cuando se hagan nulos no sólo 
el coeficiento de la incógnita de turno (digamos la s-ósima), sino 
y los coeficientes de todas las incógnitas siguientes, hasta la n-ésima. 
Finalmente, el sistema (2) tomará la forma 


anz + A Zin Tn = by 
Conta + ant =bn 
+ nn = hy, 


(4) 


O= br 
it. 


Aquí Gsyiandar + #0, 1<k<I<... <s. Puede suceder 
que r = m y por eso, ecuaciones del tipo 0 =b; on el sistema (4) 
no habrán. Se dice que el sistema de ecuaciones del tipo (4) tiene 
forma escalonada. 

Esto nombre no es adoptado por todos: se puede hablar de forma 
trapezotdal o de forma cuasitriangular, otc., pero esto no es esencial. 

TEOREMA 2. Cualquier sistema de ecuaciones lineales es equivalente 
al sistema de forma escalonada. 

La demostración se doduce inmediatamonte de los razonamientos 
anteriores. Y] 

A veces resulta más cómodo efectuar las transformaciones ele- 
mentales no sobre ol sistema, sino sobre su matriz ampliada (21, | bi). 
Del mismo modo que ol teorema 2, se demuestra el 

reorema 2, Cualquier matriz puede llevarse a la forma escalonada, 
con la ayuda de transformaciones elementales. 

4. Investigación de un sistema de ecuaciones lineales. Las cues- 
tiones de compatibilidad y determinación, en virtud de los teore- 
mas 1 y 2, es suficiente investigarlas para los sistemas de forma 
escalonada (4). 

Comencemos con la cuestión de la compatibilidad. Es ovidente, 
que si el sistema (4) contiene ecuaciones del tipo 0 = 3, con b; 0, 
entonces, este sistema es incompatible, puesto que la igualdad 0 = 
= D; no puedo ser satisfecha por ningún valor para las incógnitas. 
Demostremos, que si en el sistema (4) no hay tales ecuaciones, enton- 
ces el sistema es compatible. 
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Y bien, sea b; = 0 para t > r. Llamaremos incógnitas principales 
A Zi, Ex, Zn :. -) Zs, Con las cuales comienzan la primera, segun- 
da, ..., y r-ésima ecuaciones, respectivamente; las restantes 
incógnitas, si es que las hay, se denominan independientes. Por defi- 
nición, sólo hay r incógnitas principales. 

Otorgamos a las incógnitas independientes valores arbitrarios, 
y los sustituimos en el sistema (4). Entonces, para z, se obtiene 
una ecuación de (r-ésima) tipo az, = b, con a = d,, 5% 0, la cual 
tiene solución única. Sustituyendo el valor obtenido z, = z; en 
las primeras r — 1 ecuaciones, y yendo por el sistema (4) de abajo 
arriba, nos convencemos de que los valores de las incógnitas prin- 
cipale: determinan univocamente para cualquier valor que se dé 
a las incógnitas independientes. Hemos demostrado 

TEOREMA 3. Para la compatibilidad de un sistema de ecuaciones 
lineales es necesario y suficiente que, después de ser reducido a la forma 
escalonada, en él no se encuentren ecuaciones del tipo 0 = b,, con b; 7+ 
0. Si esta condición se cumple, entonces, a las incógnitas indepen- 
dientes se les pueden dar valores arbitrarios; las incógnitas principales 
(con valores dados a las independientes) se determinan univocamente en 
el sistema. 

Aclaremos ahora, cuándo el sistema será determinado, suponiendo 
que so cumple la condición de compatibilidad establecida por noso- 
tros. Si en el sistema (4) hay incógnitas independientes, entonces 
el sistema a ciencia cierta es indeterminado: podemos otorgar a las 
incógnitas independientes cualquier valor, expresando por medio 
de ellas las incógnitas principales (por teorema 3). Pero si no hay 
incógnitas independientes y, por lo visto, todas son principales, 
entonces, de acuerdo al teorema 3, ellas se determinan del sistema 
unívocamento, o sea el sistema resulta determinado. Queda por 
observar, que la ausencia de incógnitas independientes equivale 
a la condición r = n. Nosotros hemos demostrado la siguiente afir- 
mación. 

TEOREMA 4 El sistema lineal compatible (2) es determinado si 
u sólo si, en el sistema escalonado (4) obtenido de él, se cumple la igual- 
dad r=n. Y 

Si m = n, un sistema lineal, reducido a la forma escalonada, 
puede expresarso también así (forma triangular): 


A A 


(5) 


si se descuida el cumplimiento de la condición G;, + 0 para todas 
las ¿ Efectivamente, la inscripción (5) significa, que en el sistema. 
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la k-ésima ecuación no contiene incógnitas z; con i< k, y esta 
condición es a todas Juces cumplida para los sistemas del tipo esca- 


lonado. 
Observemos, para el futuro, que la matriz (a) con elementos 


ayy =0 para todo ¿ > j se Nama triangular superior. Anólogamente 
se define la matriz triangular inferior. 

De los teoremas 3 y 4 so deduce 

COROLARIO 4. Cuando m = n el sistema lineal (2) es compatible 
y determinado si, y sólo si, luego de ser reducido a la forma escalonada, 
se obtiene el sistema (5) con ünūs: «-- dan # 

Prestemos atención al hecho, de que esta condición no depende 
de los términos independientes del sistema. Por eso, si m = n el 
sistema (2) es compatible y determinado si y sólo si, ello es cierto 
para el sistema homogéneo (2'), asociado al (2). Pero un sistema 
homogéneo siempre es compatible; ya que tiene, por ejemplo, la 
solución nula zi = 0, ..., zh = 0. 

La condición ñyüsa » » - Ânn 7 0 significa que ol sistema homogé- 
neo posee sólo solución nula. Llegamos a otra forma de corolario 1, 
no vinculada con su forma escalonada. 

COROLARIO i. El sistema lineal (2), siendo m = n es compatible 
y determinado si y sólo si, su sistema asociado homogéneo (2 ) sólo tiene 
solución nula. 

Una atención especial se merece el caso cuando n > m, 

COROLARIO 2. El sistema compatible (2) con n > m es indeterminado, 
En particular, el sistema homogéneo con n > m siempre tiene solución 
no nula. 

Efectivamente, en todo caso r < m, por cuanto on el sistema (4) 
no hay más ecuaciones que en el sistema (2) (Jas ecuaciones con 
identidades iguales a coro para ambos miembros, son desechadas). 
Por eso, la desigualdad n > m lleva a n >r, lo que, de acuerdo al 
teorema 4, significa indeterminación del sistema (2). Queda por 
observar, que la indetorminación de un sistema homogéneo, equivale 
a la existencia de nna solución no nula del mismo. 

Parte de los resultados ohtenidos se reflejan en la tabla siguiente. 


Forma del sistema linea! 


General | Homogénea |  pomogénca hodiogénes 
Número de solu- 
ciones 01,0 | 1,0 0, œ co 


5. Observaciones particulares y ejemplos. El método expuesto 
por nosotros para resolver un sistema de ecuaciones lineales se llama 
método de Gauss o método de eliminación consecutiva de las incógnitas. 
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Sumamente cómodo cuando n no es muy grande, también sirve para 
ser realizado en computadoras, aunque, por distintas razones, con 
frecuencia otros modos de resolución resultan más prácticos, por 
ejemplo, los mútodos iterativos. Esto especialmente se refiere al 
caso en que los coeficientes son dados, y la solución se busca con 
un determinado grado de exactitud. En las investigaciones teóricas, 
sin embargo, una importancia primordial adquieren la formulación 
do las condiciones de compatibilidad o de dotorminación do los 
sistemas lineales, y también la búsqueda y el hallazgo de fórmulas 
generales para encontrar los valores de los coeficientes y de los 
términos independientes, sin reducir el sistema a la forma escalo- 
nada. En alguna medida, a una de estas exigencias da respuesta el 
corolario 4”. 


EJEMPLO 1. Volvemos otra vez al problema de la plancha caliento, formu- 
Jado en el $ 2. Como vimos en ol punto 1, la cnestión que nos ocupa so oxprosa 
on propiedad por medio de un sistema lineal muy concreto (para dofinirlo, 
lo llamaromos PC) con un númoro considorablemónte grande de incógnitas t. 
Siguiendo el critorio formulado en el corolario 1”, consideremos ol sistema lineal 
homogéneo HPC, asociado al PC. En otras palabras, la temperatura en todos 
los puntos limítrofes, se toma igual u cero. Sea 2 el número del punto intorior 
con el mayor valor | £,[. Entonces, de la condición 


a tatyhtodla 
datt teti 


se deduce quo | t, | = | ta | = | fy | = | te | =1It4]. Moviéndonos a un paso 
de la parilla en cuálquiora do las 4 direcciones, pasaremos por puntos de idéntico 
valor | t; | = | £e |, hasta quo no alcancemos un punto limítrofe con tempora- 
tura nula, O sea, | tẹ | = 0, y por eso, también ty = 0, para todas las £, Y bien, 
el sistema HPC tiono solamente solución nula, y, por lo visto, PC esun sistoma 
lineal compatible y determinado. Do este modo, el problema de la plancha 
caliente, en su formulación inicial, queda resuelto. 


Es evidonto, que este es un sistema compatible y determinado, reducido a la 
forma escalonada (triangular). Sólo quo, al resolverlo, es necesario avanzar de 
arriba abajo y no de abajo arriba. Por definición, la solución se llama sucesión 
do los primeros n números de Fibonacci fi. fa, : « «s fn, Estos números están 
vinculados a un fenómeno botánico, denominado filotaxis (disposición de las 
hojas en ol tallo). Sin embargo, cuando n == 1000 o aún con n arbitrario, se 
desearía indicar la expresión general (fórmula analítica) para el enésimo nú- 
moro de Fibonacci. El lector puede replicar, argumentando que también le 
alcanza la paciencia para indicar y /togo siguiendo la definición inductiva do 
estos números. Pero, esto no será una solución matemática de la cuestión. En 
los capítulos 2 y 3 indicaremos dos expresiones para fn, aunque, por cierto, este 
problema concreto puede resolverse con medios más directos. 
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OBSERVACION. À veces resulta más cómodo resolver nn sistema 
lineal, sin reducirlo a la forma escalonada. Esto especialmente se 
refiere al caso cuando la matriz del sistema contiene muchos ceros. 
Un poco de práctica es aquí preferible a largas explicaciones. 
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AL exponer ol método de Gauss, no nos preocupamos demasiado 
acerca de los valores de los coeficientes de las incógnitas principales. 
Era solamente importante que estos coeficientes fueran distintos 
de cero. Llevaremos a cabo ahora un proceso más cuidadoso de eli- 
minación de incógnitas, aunque sea en el caso de sistemas lineales 
cuadrados de pequeñas dimensiones. Esto nos dará sustento para las 
reflexiones y materia prima para la construcción de una teoría gene- 
ral de los determinantes va el capítulo 3. 

Como en el $ 3, consideremos un sistema de dos ecuaciones con 
dos incógnitas 

aTi + aats = by, 

Ayti + agt, = Da (1) 
y tratemos da hallar una fórmula general para los componentes de 
su solución, z y z}. Denominemos determinante de la matriz 


Gnu Gg 


des an 
a la expresión 47 —d»¡%z y designémoslo con el símbolo 
an 4 r A 

1 "21. Asimismo, a la matriz cuadrada se le confronta el número 


az daa 
ly an 


Ga la 


Si tratamos de eliminar a za del sistema (1), multiplicando la pri- 
mera ecuación por az,, y sumando a esto la segunda ocuación multi- 
plicada por —413, entonces obtenemos 


011013 — 2109. (2) 


an an 
Gn ln 
El segundo miembro se puede considerar como el determinante 


Sü üa 
20 |o. Entonces 
des an 


Ty = bylas — bolz- 


de la matriz 


Jè: sel. supongan ses | 
bz ta 


tenemos 


lx 

análogame: = piu 3) 

y análogamente z pa zaj (3) 
an 


3-0392 
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Teniendo las fórmulas para la resolución de un sistema de dos ecua- 
ciones lineales con dos incógnitas, podemos resolver algunos otros 
sistemas (resolver sistemas = encontrar sus soluciones). Exami- 
nemos, por ejemplo, un sistema de dos ecuaciones homogéneas con 
tres incógnitas: 

QT; + lata + Mst = 0, 

aat, + Agata + Ogg, = 0. 16) 

Nos interesa una solución no nula de este sistema, en la cual, 

por consiguiente, por lo menos una de las z; + 0. Sea, por ejemplo, 
z, x 0. Dividiendo ambas partes por —z, y haciendo y, = —7,/23, 
Ya = —21/2,, escribimos el sistema (4) en la misma forma: 


Uni + Gaya = Ora, 
anyi + agya = Gg 
y as 


Pai Æ 0, las formulas (3) 


que el (4). Con el supuesto de que 


dan 


a” 
anl 
No es sorprendente, que del sistema (4) determinamos no las pro- 
pias T1, Za, ta, sino que solamente sus relaciones: de la homogenei- 
dad del sistema se deduce fácilmente que, si (zi, Z, %3) es solución 
y c es un número cualquiera, entonces (cxf, ct}, cz;) también será 
solución. Por eso, podemos hacer 
Qs Uy QM Qy ly 

, , (5) 
Ga Qaz Ga Uy la az 
y decir, que cualquier solución se obtiene de la indicada, multi- 
plicando todas las z; por algún número c. Para darle a la res- 
puesta una forma más simétrica, observemos que siempre 

a b ba 

ed del” 
tal como se observa inmediatamente de la fórmula (2). Por eso las 
(5) se puede anotar así 


=— 


z=- 


a as az t an an j 
n= y n= y Tame 6) 
do as a las la an 
P ; r Gis laz 
Estas fórmulas se dedujeron suponiendo que |," p 0. 
21 ar 


No es difícil probar, que la aseveración demostrada es cierta, si 
por lo menos uno de los determinantes que integran la expresión (6) 
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es distinto de cero. Si los tres determinantes son nulos, entonces, 
por supuesto, las fórmulas de (6) dan una solución (precisamente, 
nula), pero no podemos afirmar que todas las soluciones se obtienen: 
de ella, multiplicando por un número (examine el sistema compuesto 
de dos ecuaciones coincidentes 2, + 2, + 24 = 0). 

Pasemos ahora al caso de tres ecuaciones con Lres incógnitas: 


Ant, + Agta + arsta = by, 
aati -H Gartz + Agta = ba, 
anty + Gata + Gggg = by, 

Queremos eliminar de cste sistema 2, y £y, para [obtener el 
significado de z,. Con este fin multiplicamos la primera ecuación 
por cı, la segunda por cs, la tercera por cs, y las sumamos. Elegimos 
Cis Cp, Cy de tal modo, que en la ecuación obtenida, los términos 
que contienen z, y z, se anulen. Igualando a cero los coeficientes 
correspondientes, obtenemos para c,, Ca y €, el sistema de ecuaciones 

Grata E Aaaa + asats = O, 

Ary H Gasca + Asaa = 0, 
del mismo tipo que el (4). Por eso se puede tomar 
Mo lg asi a ap 
Mas Ugg Qis as 
Luego de cambios evidentes, obtenemos para zı la expresión 


Ay la 
a= 


:, q=- 
| Qis la 


an a an a la a 
(ou n as 12 "loa 12 "a 
la ags as as da dz 
la an Au an üm ü 
=b — ba a Mm 
lg lg lg lg an, da 


El coeficiente de x, se llama determinante de la matriz 
Gn Cy li Uy Oy ly 
Aa Qz 02 y se anota Aa an Gral, 
Uy Uy üz Uy Uy 0 
De este modo, como determinante de tercer orden, tomamos la 
expresión 
Ly y ig 
doy an Gas |=4y, 
Gay Qaz Mag 
= 411039433 + 2023034 + Qy90210 37 — 011023059 — (19094033 — 150390347 


(8) 


Ga a 


— lag 
G32 laz 


ze 
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dada con ayuda de determinantes de segundo orden. Es fácil 
observar, que el segundo miembro de la igualdad (7) se obtiene del 
coeficiente do z, sustituyendo a, por br, ay, por da y 45, por ba- 
Por oso la igualdad (7) se puede escribir de la forma siguiente 


Qu la Gis bi Aa as 
May lra zsz, [bg asz 023 
Gs as ass bs as Uy 


Supongamos que el coeficiente de z, es distinto de cero. Entonces, 
efectuando cálculos análogos para 77 y Ya, llegamos a las fórmulas 


an an b 
23; 

My ly Gig 
an an day 
Ga üs, asg 


(9) 


arg 
ast da de 


Gai Gss as 


Es ovidente, que los mismos razonamientos son aplicables a un 
sistema de cuatro, cinco y más ecuaciones, con el mismo número de 
incógnitas. Para esto, necesitamos primeramente deducir fórmulas 
análogas a (6) para resolver un sistema homogéneo de tres ecuaciones 
con cuatro incógnitas; luego en el sistema de cuatro ecuaciones con 
cuatro incógnitas excluir ty, Zy, 24, multiplicando las ecuaciones 
POr Ci, Cas Cas Ca, sumándolas a: continuación. Hallaremos los valo- 
res de c; (i = 1, 2, 3, 4) para el sistema de tres ecuaciones homo- 
góncas. 

El coeficiente, obtenido para z, y compuesto de determinantes 
de tercer orden de forma (8), se denomina determinante de cuarto 
orden. Siguiendo los mismos razonamientos para Za, ty, Ta halla- 
mos para las æ; fórmulas análogas a (9). se puede continuar 
ilimitadamente. La certeza de que en algún momento llegaremos 
a la meta, nos la da un principio general, ampliamente usado en las 
«matemáticas, precisamente, el principio de inducción matemática 
(véase el $ 7). 


¡EJERCICIOS 


1. La fórmula (8) es más fácil de recordar, si nsamos la regla práctica de 
los signos para la oscritura de los productos. que integran el desarrollo del deter- 
«minanto de torcer orden (fig. 4). Hallar una regla análoga para el determinante 
«de cuarto orden 

2. Mostrar que los seis términos de la descomposición del determinante 
de tercer ordon no pueden ser conjuntamente, positivos. 

3. El cuadrado de la superficio de ùn paralelogramo, construido per los 
wadios-vectores de puntos P, Q con coordenadas cartesianas (a. P) y (Y, ô) 
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(fig. 5), se expresa con la fórmula 
ar] 2+8 arpa 
ayHbo y+ l 
Es particularmente fácil convencerse de esto, si se usa un sistema de coorde- 
nadas tal, que el punto P quede situado en el eje Oz. Hallar una fórmula aná- 


a RA P 
AA NAAA 
Y ALA LAIA 
Z AF Y 
Ae TN ASA 
DART N, E AENA 
Y » dá Y `b 

+ as 

Fig. 4 Fig. 5 


Joga para ol cuadrado del volumen do un paralelepipedo en el espacio tridime- 
siónal, usando el determinante de tercer orden. 


$ 5. CONJUNTOS Y APLICACIONES 


En los dos parágrafos precedentes nos encontramos con conjuntos 
de elementos de distinta naturaleza, al igual que con las aplicaciones 
de conjuntos. El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones 
lineales dado, o la rogla que coloca en correspondencia con cada 
matriz de segundo orden a su determinante, resulten sólo manifosta- 
ciones 'particulares de ese círculo de conceptos formales, cuyo cono- 
cimiento, aunque sea a un nivel intuitivo, es útil para el futuro. 

4. Conjuntos. So entiende por conjunto una agrupación en un 
todo de objetos, denominados a su vez elementos del primero. Los 
conjuntos con un número finito de distintos elementos pueden ser 
circunscriptos por medio de una evidente enumeración de todos sus 
elementos; por lo común estos elementos se encierran entre llaves. 
Por ejemplo, (1, 2, 4, 8) es un conjunto de potencias de dos, ence- 
rradas entre 1 y 10. Como regla, el conjunto se designa con una letra 
mayúscula de algún alfabeto, y sus elementos con letras minúsculas 
del mismo o de otro alfabeto. Para los conjuntos más importantes, 
se adoptan notaciones uniformes, que conviene observar. Así, las 
letras N, Z, Q, R correspondientemente significan conjuntos de 
los números positivos enteros (naturales), de todos los números 
enteros, de los números racionales, y de los números reales. Para 
un conjunto S dado, la notación a € S indica que a es un elemento 
perteneciente al conjunto S; en caso contrario se escribe a 4 S. 
Se dice que S es un subconjunto del conjunto T o S = T (T contiene 
a $), cuando tiene lugar la implicación 


ES, Vi>zxET. 
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(Con respecto a las notaciones, véase la parte «al lector», pag. 13). 
Dos conjuntos S y 7 coinciden (o son iguales) si ambos contienen 
los mismos elementos. Simbólicamente: 


S=T=>S5cT y TES 


(=> significa «si y sólo si» o «atrae a ambos lados»). El conjunto 
vacío Ø, que no contiene ningún elemento, por definición integra 
el número de subconjuntos de cualquier conjunto. Si S <= T, pero 
S Æ Ø y S T, entonces $ es un subconjunto propio en 7. Para 
Ja distinción del subconjunto S —7' frecuentemente usan alguna 
propiedad inherente sólo a los elementos de S. Por ejemplo, 


EZ |n=2m para algún m €Z} 
es el conjunto de todos los números enteros pares, y 
N=(nEZ |n>0) 
es el conjunto de los números naturales. 
Se entiende como intersección de dos conjuntos S y T, al conjunto 
SNAT=( 1168 y 2€7), 
y, por su unión (o reunión), al conjunto 
SUT=(212€6S o 2€7) 
La intersección de S f) 7 puede ser un conjunto vacío. Entonces 


se dice que § y 7 son conjuntos disjuntos. Las operaciones de inter- 
sección y unión cumplen con las identidades del tipo 


EU N S) U (R N 7), 
R U (S N T) = (R U S) N(R U Th 


cuyas comprobaciones dejamos al lector en calidad de ejercicio. 


Los dibujos 
COA E a 


ayudarán a realizar los razonamientos sencillos requeridos. 

Se llama diferencia SNT de dos conjuntos S y T, al cúmulo de 
elementos de 3, que no pertonecen a 7. Aquí, en general, no se 
supone que 7 œ S. En lugar de SNT se escribe también S — T. 

Si T es un subconjunto en S, entonces el símbolo SN 7 indica 
además suplemento de T en S. Haciendo R = SNT, tendremos: 
R ANT = Ø, R UT = S. Prestemos atención a la correspondencia 
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entre las operaciones de intersección, unión, suplementación, y las 
uniones lógicas «ye, «o», «no». 

Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera. El par de elementos 
(e, y), con z € X, y € Y, tomados en un orden dado, serán llamados 
par ordenado, considerando en este caso, que (tr Yı) = (Tar Ya) 
si y sólo si, zı = za, yı = Ya. Se llama producto ortogonal (o carte- 
siano) de dos conjuntos X e Y, al conjunto de todos los pares orde- 


nados (z, y): 
X xY = {(z, y 12€X, y EY}. 


Sea, por ejemplo, el conjunto de todos los números reales R. Enton- 
ces, el cuadrado cartesiano R° = R X R, es simplemente el conjunto 
de todas las coordenadas cartesianas de los puntos en el plano respecto 
a los ejes de coordenadas dados. En forma análoga se podía haber 
definido el producto cartesiano X, X X, X Xy de tres conjuntos 
(= (X, X Xa) X X, = X, X (Xa X X5)), de cuatro, etc. Con X, = 
= X, =... = X, so oscribe abreviadamente X* =X X X X 
XXX... X X y sedice que es un conjunto X a la k-ésima poten- 
cia cartesiana. Los elementos de X* son las sucesiones, o filas (£1, 
Za, « >», Za) de longitud k. 

Para sentir la diferencia entre los conjuntos X x Y y X UY, 
tomemos en calidad de X e Y conjuntos de potencia finita (cardi- 


nales) 
|[X|=CardX =n, |Y |= Card Y = m. 
Entonces 
[XxY |=nm y |XUY|=n4+m—|XNAYI 

Si esto no es claro, entonces es necesario releer todas las definiciones, 

2. Aplicaciones. El concepto de aplicaciones o funciones, juega 
un papel esencial en las matemáticas. Dados los conjuntos X e Y, 
la aplicación f con dominio de definición X y codominio de existencia Y, 
hace corresponder a cada elemento z€ X, ol elemento f (2) € Y, 
denotado también con los símbolos fx o f+. Cuando Y = X se habla 
también de la transformación f del conjunto X sobre sí mismo. Sim- 


bólicamento, la aplicación so escribe de forma f: X =Y o X-5>F. 
Se llama imagen de la aplicación f, al conjunto de todos los ele- 
mentos de la forma f (2): 


Im f = {f (z) 17 € X} = f (X) cY. 
M u) = EX ifa In) 


se llama preimagen del elemento y € Y. Más generalmento, para 
Y, CY, supongamos que 


17 (Yo) = {7 € X |f (2) E Yo} = e I w). 
Si y € YN Im f, entonces, evidentemente, (y) = Ø- 


El conjunto 
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La aplicación f: X —+Y se llama exahustiva o sobreyectiva (apli- 
cación sobre), cuando Im f = Y; ella se llama inyectiva, cuando de 
xx sigue f(z) j (2). Finalmente, f: X Y es biyectiva 
o biunívoca, cuando esta aplicación es al mismo tiempo sobreyectiva 
e inyectiva. 

La igualdad f = g de dos aplicacionos significa, por definición, 


p 
que sus dominios correspondientes coinciden: X > Y, X -5 Y 
además / (z) — g (2), Ve € X. La confrontación del «argumento» 
z, o sea del elemento z € X, con el significado f (z) € Y se adopta 
representarla por medio de una flecha limitada z => J (z). 


Sea, por ejemplo, fn un número de Fibonacci (véase el $ 4) de una magnitud 
n. La correspondencia n—> f determina la aplicación N — Ñ, que no es sobreyec- 
tiva, lo que resulta evidente, ni inyectiva, por cuanto j, = f = 1, Si Rẹ 
es el conjunto de los números reales positivos, entonces las aplicaciones j: R >R, 
g RRt, hi Re >R, definidas por una misma regla z+» z?, son todas 
diferentes: / no es ni sobreyectiva ni inyectiva; g es sobreyectiva poro no inyec- 
tiva; y la aplicación es biyectiva. De este modo, todo lo concernionte al domi- 
nio de definición y al codominio de valores (o de existencia), cs una parte esencial 
en la determinación de Ja aplicación (función). 


Se denomina aplicación unidad (o idéntica) ez: X >=X la que tras- 
lada cada elemento z € X sobre sí mismo. Si X es un subconjunto 
en Y: X Y, entonces a veces resulta útil una aplicación especial, 
la inclusión I: X >Y, que asocia a cada elemento x € X el mismo 
elemento, pero ya en el conjunto Y. La aplicación f: X —Y se 
llama estrechamiento (o restricción o limitación) de la aplicación 
8: X? Y”, cuando X cX’, Y CY” y f(z) = g (2), ViEX. 
A su vez g se llama prolongación de la aplicación f. Por ejemplo, la 
inclusión 7: X — Y es limitación de la aplicación unidad e,: Y >Y. 

Tendremos oportunidad también de referirnos a funciones de 
muchas variables. Es útil aclararse a sí mismo, que el concepto 
arriba introducido de potencia cartesiana X” del conjunto X permite 
hablar acerca de Ja función f (zı, . . ., Zn) de múltiples variables 
EN s5 i= 1, ..., n, como si fuera una aplicación común f: X” — 
-> 


Producto (superposición o composición) de dos aplicaciones 
g: U>V yf: V— W se llama la aplicación fog: U — W, definida 
por las condiciones 


(feg) (u) = f (g (W), Vu€ U. 
Lo mismo, claramente, se muestra en el diagrama triangular 


Pol 
UL w 


NI 
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De este diagrama se dice, que econmuta» (0 es conmuiativo), o sea, 
que el resultado del paso desde U hacia W no depende si lo damos 
directamento, con ayuda de f e g, o utilizamos la etapa intermedia V. 
Obsérvese que la composición no está definida para cualesquiera 
aplicaciones f y g. Es necesario que en las notaciones anteriores, e) 
conjunto V fuese común a ambas. Pero la composición de dos trans- 
formaciones del conjunto X en sí mismo, siempre tiene sentido. 

En adelante, en lugar de fog escribiremos sencillamente g. 

Es claro que 

tex=1f ext =f 

para cualquier aplicación f: X ——Y. La prueba de esta propiedad 
es evidente. 

A una importante propiedad de la composición (producto) de 
una aplicación, se refiere el siguiente 

TEOREMA 1. La composición de aplicaciones obedece a la ley de 
asociatividad. Esto significa que, si h: U =V, g: V >W, f: Wo 
—>T, son tres aplicaciones, entonces 


1 (gh) = (fg) h. 
DEMOSTRACION. Visualmente, todos los razonamientos necesarios 
están contenidos en el diagrama siguiente: 


donde æ = gh, B = jg. En correspondencia con la definición forma) 
de igualdad de aplicaciones, sólo es necesario comparar los valores 
de las aplicaciones f (gh): U >T y (fg) h: U — T en un «punto» 
cualquiera u € U. Pero, de acuerdo con la definición de composición 
de aplicaciones, tenemos 


(F (gh) u = f ((gh) u) = f (g (hu)) = (18) (hu) = (fg) h) u. Y 


La composición de las aplicaciones X — X, en general, no es con- 
mutativa, o sea fg + gj. Resulta fácil convencerse de esto en el 
ejemplo, cuando X = (a, b} es un conjunto de dos elementos, 
Ha = b, f (b) = a, g (a) = a, g (b) =a. Otro ejemplo: f y g 
son aplicaciones constantes de X en X, o sea, los valores de f (z) 
y g (z) no dependen de x. Entonces f 3 g => fg É gj. 

Algunas funciones tienen inversas. Supongamos que f: X Y 
y g: Y >X son dos aplicaciones tales, que las composiciones fg 
y gf están determinadas. Si jg = ey, entonces f se lama inversa por 
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la izquierda respecto a g, y g es inversa por la derecha respecto a f. 
Cuando el producto, en cualquier orden que se lo realico, da como 
resultado una aplicación idéntica: 


le = èy, Eri =x (1 


entonces g se llama aplicación inversa hacia ambos lados (o simple- 
mente inversa) para f, o con respecto a f (y f es aplicación inversa 
respecto a g), y se designa con el símbolo f~". Y bien, f (u) = y => 
<= f u) = 

Suponiendo también la existencia de otra aplicación g': Y + X 
para la cual 


le = ey, El = ex, (1) 


basándonos en las igualdades de (1) y (1) y en el teorema 4, obte- 
nemos 


E = exg' = (8f) € = 8 (8) = gey = 8. 


De este modo, la aplicación inversa para ambos lados respecto a 7 
si es que existe, está determinada unívocamente. Esto sirve para 
convalidar la notación ¿72 

TEOREMA 2. La aplicación f: X — Y tiene inversa si, y sólo si, 

es recíprocamente unívoca (biyectiva). 

LA DEMOSTRACION de este teorema se basa en el lema siguiente, 
que tione un interés particular. 

Lewa. Sif: X —Y, g: Y >X son dos aplicaciones cualesquiera, 
para las cuales gf = ex, entonces f es inyectiva, y g es sobreyectiva. 

De hecho, sea z, z’ € X y f (z) = f (2). Entonces z = ey (1) = 
= (gf) 2 = g (fz) = g (fx) = (gf) z' = ex (a) = 7. Por lo visto 
J os inyectiva. Si, de seguido, z es un elemento cualquiera de X, 
entonces z = ey (2) = (gf) x = g (fx), y esto demuestra la so- 
breyectividad de g. 

Volviendo al teorema 2, supongamos, al principio, que f tiene 
inversa g = f-!. Entonces, de las igualdades (1) y del lema se deduco 
tanto la sobreyectividad, como la inyectividad de f. En otras 
palabras, f es biyectiva. Por el contrario, suponiendo a f biyectiva, 
encontraremos para cualquier y € Y uu único elemento z€ X, 
para el cual f (z) = y. Haciendo g (y) = z, definimos la aplicación 
g: Y — X, que tiene las propiedades de (1). Significa, que f“? = g. Y] 

COROLARIO. De la biyectividad de la aplicación f: X — Y se deduce 
la biyectividad de f~, además 


qa” 2 


Sea, después, j: X —Y, h: Y >Z un par de aplicaciones biyectivas. 
Entonces también será biyectiva su composición hf, además 


(Mp = h (E 
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rema, equivale a la biyeci 
nes de (1) reescritas de la forma ff 2 = ey, ff = ex, da la igual- 


(hf) TR) = (MN) f) A = (h (117) A = hh = ez, 
UR (AA) = F h MN) = $7 Ah A =$ = ex 
se deduce, que g~'h-t es la aplicación inversa con respecto a hf. 
La aplicación «de seguimiento» o: N N, definida por la 
regla o (n) = n + 1, es inyectiva, pero no sobreyectiva, por cuanto 
el primer elemento (la unidad) no pertenece a la [m ø. Es intero- 
sante el hecho de que, para los conjuntos finitos, una situación 
semejante es imposible. 
TEOREMA 3. Si X es un conjunto finito, y la transformación f: X —» 
— X es inyectiva, entonces ésta es biyectiva. 
DEMOSTRACION. Es sólo necesario mostrar, que / es sobre yectiva, 
o sea, que para cualquier elemento z € X se halla un z’ con f (2) = 
= z. Hagamos 


Po=10...0)--)=1P 0, k=, 1,2, 


En virtud que X es finito, en esta sucesión de elementos deberá haber 
repeticiones. Sea, digamos, f” (1) = f” (2), m > n. Si n > 0 enton- 
ces, de f (f-lx) = f (f*-*z) y de la inyectividad de f, sigue la igual- 
dad [UA (z) = pr-L (z). Repitiendo un número suficiente de veces 
la reducción de f, llegaremos al elemento 2" = f”-"=! (%) con la 
propiedad requerida: f (2') = z. 

Como es fácil de comprender, la transformación sobreyectiva de 
un conjunto finito en sí mismo, es también biyectiva. 

Algunas palabras sobre potencia. Se considera que dos conjuntos 
X e Y tienen igual potencia si, y sólo si, existe una aplicación biyec- 
tiva f: X =Y. Los conjuntos de la misma potencia que N (o Z), 
se llaman conjuntos numerables. 


EJRECICIOS 

1, Sea Q= (hy, —= ++, +=. =+, ——, H+H, .-.} el conjunto 
de todas las sucesiones de «más» y «menos», y j: Q — Q una transformación, 
que traslada el elemento w = 0107 -.. Op E Qa 0= MOOD -.. nün, 
donde 0p = —, si +, y Or = +, si © = —. Mostrar que en / (f0) 


, si 0) 
cualquio? segmento de longitud = 4 contiene +-+0——. 
. ¿Tendrá la aplicación f: A — N, dada de acuordo a la regla ni n?, 
inversa por la derecha? Indicar para f dos aplicaciones inversas por la izquierda, 
3. Sean f: X — Y una aplicación y $, T dos subconjuntos en X. Mostrar 
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que 
TS UT) =J(S) UFI), fS NTF) N/ 1D). 
Dar un ejemplo quo muestro que la última inclusión no se puede, en general, 


sustituir por una igualdad. 
4. El símbolo # (S) = {T| 7 cS} designa al conjunto de todos los 


subconjuntos de S. Si, por ejemplo, S = (85, Ses » » - sn) es un conjunto finito 
de n elementos, entonces # (S) está compuesto por el conjunto vacío Z, por 
n conjuntos de un elemento (6), (sg), -~ {sn} por n (n — 1)/2 conjuntos 


si ¡11 < i< j © n} y así sucesivament 
lc] conjunto :® (S)? 

Sea wma aplicación 
gen 


', hasta Y = $. ¿Cuál es la potencia 


= Y, y b= f (a) para 


I b) = J7 U e) = {al fz) = d lay 


a veces la Haman también estrato sobre el olemento b € Im f. Demostrar, que 
todo el conjunto X es resultado de la unión de estratos no intersecados (parti- 
ción del conjunto X). Advertencia: el símbolo /~ (b) no se debe asociar con la 
aplicación inversa, que puede po existir. 

6. Mostrar que la potencia (grado) cartesiana de un conjunto par, es un 
conjunto numcrablo, 

7, El simbolo $ A 7 algulfica la diferencia simétrica de dos conjuntos 


erto a€ X. A la 


preima 


SAT=(SxT7)U(ITNS). 


= SAT Mostrar que 


SAT=(SUT)N(S N 7). 


$ 6. RELACIONES DE EQUIVALENCIA. 
FACTORIZACIONES DE LAS APLICACIONES 


La equivalencia de sistemas de ecuaciones lineales fue formu- 
lada en el $ 3, y sugiere considerar este concepto en un plano general, 
sobre todo siendo que las equivalencias de distintos tipos se usan 
con significados diversos, tanto en los razonamientos lógicos, como 
en la vida diaria. 

1. Relaciones binarias. Para dos conjuntos cualesquiera X e Y 
cualquier subconjunto Oc X X Y se denomina relación binaria 
entre X e Y (o sencillamente en X, si Y = X). Para el par ordenado 
(z, y) € O se usa el símbolo z0y y se dice, que z se encuentra en 
relación O respecto a y. Esto es cómodo, por cuanto, por ejemplo, el 
ordenamiento «<<» en el conjunto de Jos números reales R es una 
relación binaria en R, compuesta de todos los puntos del plano R?, 
que se encuentran por encima de la recta z — y = 0 (véaso la fig. 6); 
La voluminosa inclusión 


(a, y E0 (0 = <) 
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es sustituida por la habitual desigualdad z < y. 
A cada función f: X —Y se Je confronta su gráfica, el subcon- 


junto 
TMO=(y1r€X, y=/(0) <XxYs 
que indica la rolación ontre X o Y. El estudio de las gráficas do las 


funciones R -> 3 en R?, es parte del curso de análisis matemático. 
Se comprende, que no cada relación O puede servir de gráfica de 


Fig.6 


alguna aplicación X >Y. La condición necesaria y suficiente se 
reduce a que, a cada x€ X responda exactamente un clemento 
y con xOy. Las X e Y dadas, así como las gráficas T (/) reconsti- 
tuyen a f. 

2. Relación de equivalencia. La relación binaria ~en X se llama 
relación de equivalencia, si para toda z, z’, 2" € X se cumplen las 
condiciones: 

i) z ~ z (reflezividad); 
z~ z’ =r ~ z (simetria); 
ea, ~ x” =x 2 (transitividad), 

La escritura a ~ b expresa la negación de la equivalencia entre 
los elementos a, b€ X. 

El subconjunto 


T={r EX] Six 

de todos los elementos equivalentes a un x dado, se donomina clase 
de equivalencia contenedora de z. 

Como z ~ z (ver (1), entonces, efectivamente z € x. Cualquier 
elemento z’ € 7 se llama representante de la clase Z. 
Es justa la afirmación siguiente. 

El conjunto de clases de equivalencia en la relación ~ es partición 
del conjunto X en el sentido que X es la unión de subconjuntos disjun- 
tos (esta partición se puede designar con el símbolo ~ x (X)). 


De hecho, como z € z, entonces X = | 7. Semidamonte, la 
xex 


clase z se determina univocamente por medio de cualquiera de 
sús ropresontantes, o sea, T = z’ <>r ~z’. De un lado z~ z 
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“ers r" mw g'a" d=> ica. Pero x ~ > o 
~ æ (véase (ii)). Por eso, también se cumple la inclusión inversa 
zz. O sea, z 


= 7. Por otro lado: tal como z € z entonces 
=> >: oí. 

Si ahora z’ Nz" +DyzEr fT", entonces z ~ af yaa", 
de donde, debido a la transitividad (iii) tenemos z’ ~ z” y Y ~ z". 
O sea, las distintas clases no se intersecan. | 


Sea TI = A? un plano real con un sistema de coordenadas rectangularos 
(cartesianas). 

Tomando como propiedad de ~ la pertenencia de los puntos P, P' € TI 
a una recta horizontal, obtenemos, evidentemente, una relación de equivalencia 


y Y 


Fig. 7 Fig. 8 


con clases do rectas horizontales (fig. 7). Las hipérbolas Tp (fig. 8) del tipo 
zy = p > 0, doterminan la relación de equivalencia en el campo IL, cI 
de los puntos P (z, a) con coordenadas z œ 0, y > 0. Estos ejemplos geomó- 
tricos, muestran en forma clara, que es cierta la siguiente afirmación. 


Si se tiene alguna partición n (X) del conjunto X en subconjuntos: 
disjuntos Cy, entonces, los C, serán clases de equivalencia por alguna 
relación de equivalencia ~. 

De hecho, según la condición cada elemento z € X ostá exacta- 
mente contenido en un subcojunto Ca. Es suficiente considerar 
æ ~ e' si, y sólo si, z y z’ pertenecen a un mismo subconjunto Ca. 
Evidentemente, la relación ~ es reflexiva, simétrica y transitiva, 
o sea, es relación de equivalencia. Seguidamente, z € Ca => 7 = Cas 
por cuanto por definición de ~ tenemos la inclusión z = Ca, y Ca = 
<< z se deduce de que distintos C; no se intersecan de dos en dos. 
Por lo visto, n (X) = n- (X). 

3. Factorización de las aplicaciones. En vista de la corresponden- 
cia mutuamonte unívoca, establecida arriba, entre las relaciones de 
equivalencia y las particiones del conjunto X; es usual designar 
con el símbolo X/ ~, y llamar conjunto cociente $ respecto a ~ (o en 
relación a ~), a la partición que cumple la relación de equivalen- 
cia ~. La aplicación sobreyectiva 


p:z= p(z) =z (1) 
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se lama aplicación natural (o proyección canónica) de X en el con- 
junto cociente X/ ~. 
Sean X e Y dos conjuntos y f: X —Y una aplicación. La rela- 
ción binaria Oy: 
200 => f (0), f(2) Vz, EX, 
evidentemente, es reflexiva (f(z) =7(2)), simétrica (f (2) = 


= f (z) = f (z) =f (œ) y -transitiva (f (z) =J() y f(r) = 
= f (z") = f (1) = f (2). De este modo, Ô; es una relación de 
equivalencia en X. Las clases correspondientes de equivalencia z 
son estratos (preimágenes) en el sentido del ejercicio 5 del $ 5. En 
otras palabras, 


T= {e 1f e) = i 
La aplicación f: X >Y induce la aplicación J: X/0; >Y, 
definida por la regla Je 
TÖ =/(), (2) 


Tp (2) =1(2), (2) 
donde p es la aplicación natural (1). Como z =7' <> f (2) = f (2), 
entonces la relación (2), que prefija f, no depende de la elección del 
representante z de la clase z. En tales casos se dice que la definición 7 


x—E y 


a 


es cierta o correcta. El diagrama conmutativo describe claramente la 
Jactorización (descomposición) 

app 68) 

de la aplicación f en el producto de la aplicación sobreyectiva p 

por la aplicación inyectiva f. La inyectividad de f se deduce de que, 

TG) = 

La biyectividad de f equivale a la sobreyectividad de F. Observemos, 

que si f': X/0, >Y os otra aplicación, para la cual se cumple la 

relación (3):_/'p =f, entonces, de (2) = f' (pz) = (p) r= 

= íf (z) =7 (2) (véase (2)). sigue de hecho la igualdad f’ = J. Por 


lo visto, la aplicación f, que hace conmutativo al diagrama trian- 
gular indicado arriba, es única. 


o, lo que es lo mismo, 


E) =$ (E) = f E) > 7 = Za. 
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4. Conjuntos ordenados, Se llama ordenación del conjunto X 
(u orden en X), la relación binaria < en X, que tiene las propiedades 
de reflexión (z< z), antisimetría (si z <y e y <z, entonces 
z = y) y transitividad (si x < y e y < z, entonces z < 2). Cuando 
z< y yz y se oscribe z < y. En lugar de z < y se usa también 
la notación y > z. El par do elementos z, z’ € X puede no encon- 
trarso en rolación <. Sin embargo, si z < z’ o z’ < £ para cada 


Fig. 9 


par do elementos de X, ontonces X se denomina conjunto linealmente 
ordenado (o conjunto completamente ordenado, cadena, etc.). En un 
caso general se hace referencia a un orden parcial en X. 

El conjunto X = $ (S) de los subconjuntos del conjunto S 
(véase el ejercicio 4 del $ 5) con relaciones comunes de inclusión 
R =T entre los subconjuntos, y también el conjunto N de núme- 
ros naturalos con la relación d | n (n se divide por d), son ejemplos 
de conjuntos parcialmente ordenados. 

Soa X un conjunto parcialmente ordenado cualquiera, x e y 
sus elementos. Se dice, que y cubre a x, siz < y y no existe ningún 3 
tal que s < z < y. En caso que Card X < 00, z < y si, y sólo si, 
se halla una sucesión de elementos £ = Ty, Za, +. s Tar) Tn =Y 
en la cual :c¿+, cubre a z (en otras palabras: esta es también la con- 
dición necesaria para que z e y sean comparables). El concepto de 
cobertura es cómodo para la representación de un conjunto finito 
parcialmente ordenado X, por un diagrama plano. Los elementos 
del conjunto X se representan con puntos. Si y cubre a z, entonces 
y se coloca por encima de z, y z se une con y por medio de un seg- 
mento de recta. La comparabilidad entro y y z se indica por una línoa 
quebrada sen ilescenso», que une a y con z, pudiendo haber varias 
línoas quebradas. Las x e y no comparables no se unen. En dos de Jos 
diagramas presentados (véase la fig. 9) se han trazado «segmentos» 
de la serie natura) do números y el conjunto $ (fa, b, c)) (N es un 
conjunto natural Jinealmente ordenado, y el ordenamiento en $ (S) 
fue introducido antes). 

Se llama elemento mayor n, de un conjunto parcialmente orde- 
nado X a n € X lal que x < n para todo z € X; y elemento máximo 
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mE X, al que, cumpliendo con m <S z € X, hace z = m. El ele- 
mento mayor es siempre máximo, pero no viceversa. Puede haber 
muchos elementos máximos, pero el elemento mayor, si existe, está 
determinado unívocamente. Las mismas observaciones se refieren 
a los elementos menor y mínimo. En la fig. 9, los dos diagramas de la 
izquierda tienen elementos mayor y menor. En el diagrama de la 
derecha hay tres elementos máximos, un menor, pero no existe ele- 
mento mayor. 

La teoría de los sistemas algebraicos parcialmente ordenados 
(álgebra de Boole, retículos), saturada de resultados sustanciales, 
ocupa un lugar importante en el álgebra, pero no tenemos posibili- 
dades de referirnos a ella. Este parágrafo porsigue un fin modesto: 
presentar al lector otra relación binaria natural, y darle una idea 
acerca de los diagramas, que ayudarán en el futuro a comprender 
la posición mutua de los subgrupos en los grupos o, digamos, la 
disposición de los subcampos en los campos, 


EJERCICIOS 


1. Mostrar, que el conjunto cociente R?/~ que so obtieno del dibujo goo- 
métrico de la fig. 7, y cualquier recta 2, que corta al ojo Oz, se encuentran en 
correspondencia biyectiva, 


2, Hacer P (z, u) ~ P (2, y') para los puntos de coordonadas reales del 
plano R? exactamente, cuando z’ — EZ oy — y € Z. 


Fig, 10 


Demostrar, que ~ es relación do equivaloncia y que el conjunto cociente 
RI/~ geométricamente se ilustra por los puntos en el torso (superficies de econ- 
tornos; véase la fig. 10). A 

3. Mostrar quo los conjuntos de dos, tres y cuatro elomentos, tienen, respec- 
tivamente, 2, 5 y 15 conjuntos cocientes distintos. 

4. Sea ~ una rolación de equivalencia en el conjunto X, y /: X -> Y una 
aplicación para la que z ~ z’ = f(2)= f {z'). Mostrar que esta condición 
de compatibilidad de f con ~ (más débil que la considerada en ol punto 2) per- 


mite determinar correctamente la aplicación inducida 7: 7 +—»f (2), de X/= 
«p, pero f ya no será necesariamente 


en Y, que lleva a la factorización f = 


inyectiva. ¿A qué se reduce la condición de inyoctividad de 7? 

5. Trazar fos diagramas de los conjuntos parcialmente ordenados: 
4) P (fa, b, e, dy; 2) conjunto de todos los divisores del número entero 24 
(las relaciones de ordenamiento están indicadas en el texto). 


40392 
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$ 7. PRINCIPIO DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA 


Se considera que nos es conocido el conjunto N = (1, 2, 3, ...) 
de todos los números naturales (enteros positivos). De hecho, como 
punto de partida para el estudio de N sirve la axiomática de Peano 
(1858—1932). De sus tres axiomas (que no exponemos) surgen las 
propiedades de suma, multiplicación y ordenamiento lineal (véase 
el punto 4 del $ 6) de los números naturales o, más exactamente, 
del sistema N U (0). En particular, se demuestra esta afirmación 
que es intuitivamente clara: en cada conjunto no vacío S CN hay 
un elemento menor, o sea, un número natural s € S más pequeño 
que los demás números en S. Teniendo en cuenta esta afirmación 
de los axiomas de Peano so extrae el siguiente 

PRINCIPIO DE INDUCCION- Supongamos, que para cada n E N tene- 
mos alguna afirmación M (n). Supongamos también que disponemos 
de una regla que nos permite establecer la veracidad de M (I) para un l 
dado, con la condición de que M (k) es cierto para todo k < 1 (en parti- 
cular se sobreentiende que podemos verificar la veracidad de M (1). 
Entonces, M (n) es cierto para todo n Ẹ N. 

De hecho, admitamos que el subconjunto 


S=(s|sEN, M (s) inexacto) œN 


no es vacío. De acuerdo a lo antedicho, S contiene al elemento 
menor sy. Entonces, la afirmación M (sp) es falsa, y M (s) es verda- 
dera para cada s < sp. Esto, sin embargo, contradice nuestra supuesta 
capacidad para demostrar la veracidad de Af (sọ). 

No es éste el lugar para una discusión profunda del principio 
de inducción matemática. Nos Jimitaremos a observar que él refleja, 
por así decir, la esencia de la serie natural, y el conocimiento de 
esta última no conduce a algo quo sen fundamentalmente más sen- 
cillo. 

Cabe prestar atención a otra circunstancia más, Precisamente, 
un momento indispensable en la «demostración por el método de 
inducción completa», resulta el establecimiento de la base de la 
inducción, o sea, la comprobación de que la propiedad o la afirma- 
ción es cumplida para n pequeños, Sin esta comprobación se puede: 
logar a conclusiones arbitrarias del tipo «todos los estudiantes son 
de igual estatura». Veamos el razonamiento. El conjunto vacío de 
estudiantes y el conjunto de un estudiante aparte tienen esta pro- 
piedad. Formulamos el presupuesto de inducción, que esta propiedad 
la tiene cualquier conjunto de <n estudiantes. En el conjunto de 
n + 1 estudiantes, los primeros » y los últimos z son de igual esta- 
tura por presupuesto de inducción. Estos conjuntos se intersocan con 
el subconjunto de n — 1 estudiantes, también de igual estatura, 
Esto significa que todos los n + 1 estudiantes son de igual estatura. 
De hecho, la primera afirmación de contenido se refería a un con- 
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junto de cualesquiera dos estudiantes, pero aquí precisamente resulta 
esto falso. ¿Qué longitud debe tener la fundamentación (la base) de 
la inducción? Frecuentemente esto queda claro de la demostración. 
En nuestro ejemplo elemental, lo importante es Ja condición de 
que la intersección de dos conjuntos no resulte un conjunto vacío, 
o sea, el cumplimiento de la desigualdad z — 1>1, de donde 
n> 

En situaciones más complejas, en especia? cuando hay que definir 
o construir un ohjeto por indueción, con ayuda de relaciones de 
recurrençia (como nos proponemos construir determinantes de las 
matrices, en el capítulo 3), hay que prestar especia] atención a la 
base de la inducción. Por otra parte, no se puede caer en el otro extre- 
mo: convencidos de la veracidad de M (k) para todos los k de un seg- 
mento suficientemente largo 1 < k < 1 de la serie natural, concluir 
sin fundamento la veracidad de M (») para todo n € N (lo que es, 
la denominada inducción incompleta). 


He aquí dos ejemplos desalentadores. 

4. P. Fermat suponía q todos los números del tipo Fp = 2-2" + 4, 
n=0, 4, .. . (números de Fermat) eran primos. Los primeros cinco números 
de Fermat son primos, pero para P, Euler halló Ja descomposición F, = 
= 4 294 967 297 = 641-6 700 417. Los esfuerzos actuales para obtener, con 
ayuda de las novísimas computadoras, aunque sea sólo un nuevo número do 
Format, hu hora no han tenido éxito. Uno de Jos últimos «progresos» en 
este sentido, ha sido la comprobación de que Pipas se divide por 5:219? + 4, 

. La investigación de los números del tipo n?— n + 41 cuando n= 
= 1,2, ..., 40 (0 sea, del polinomio propuesto por Euler), es capaz de bacer- 
pos pensar que estos números son primos para cualquier n (acerca de los números 
primos véase $ 8). Sin embargo, 41%— 44 + 41 = 413, 

Ejemplos de este género, pueden brindarse en cantidad. 


En los razonamientos por inducción, a veces lo más importante 
es darle la forma debida a la afirmación que se demuestra, Suponga- 
mos que hay que hallar la suma 

pul) = RRA (e 4 1,2, 3, 
El problema se facilita considerablemente, cuando a Ud. le dicen 
que la presunta respuesta está contenida en las expresiones: 


1 1 
pe ) E nat yen p(n) =| zita J: 


p (n)= pine 


Si bien a p, (n) no es difícil llegar a pensarlo (lo que hizo Gauss 
a temprana edad), las formas p, (n) y pa (n) ya no son tan triviales, 
y la relación 


s[n 7 
pst) + pam) =2 [2027] 
en general habría que haberla buscado por algún plan determinado. 


En el caso dado, se puede indicar este plan, pero no es ésta la cuestión. 
ar 
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Para la fundamentación de todas las relaciones indicadas arriba, 
es necesario realizar el paso de inducción de n a n + 1 por cálculos 
directos. Dejamos esto al lector, en calidad de ejercicio útil. 

A propósito, en éste ejercicio sirve la denominada jórmula bino- 
mial 


(atoma E O H (0) 


Aquí a y b son números arbitrarios, y el coeficiente binomial (+) 


del término e"-** tiene la forma 
si 


n ! 

( E HUT y a 
Es útil complotar (2) con la convención de que O! =1 y de que 
(E) = 0 cuando k< 0. Observemos también que, 


(2)=() 


(propiedad de simetría de los coeficientes binomiales). 

La fórmula (1) os cierta para n = 1, 2, evidentemento, y noso- 
tros demostraremos por inducción que os cierta para n. Contando con 
su legitimidad para todos los índices <n, multiplicamos ambas par- 
tes de la relación (1) por a + b. Obtenemos 


(a-b) = (a + b)” (a +) = 
mara tb). (p ) ao (ab). H0" (a +b) = 
mami pab... t (prg) anr PU ano 
H(p antay ( p at a. abtan 


La reducción de los miembros semejantes muestra que, el coeficiente 
dol término ar MA será 


n n ni al 
IA t mear 
nt 1 1 
BDIG=AT Ln—=k41 ++)- 


i ni o RM +) 
A IE a] e $ 


o sea, un coeficiente binomial del tipo (2) con el índico superior 
aumentado on una unidad. Por eso mismo, la veracidad de la fór- 
mala (1) queda demostrada para todo n €N. 

Si se escribe 


(a+ b)" = (a + b) (a + bb)... (a + b), 
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adjudicando a cada factor del segundo miembro, números de 1 a n, 
y examinar aquellos subconjuntos de números 1 < i < i < . 
. <i <n, que al ser multiplicados responden al término 


an0, entonces llegaremos a la conclusión, que ($) no es otra 


cosa que el número de todos los subconjuntos de potencia k, de un con- 
junto de n elementos. El número, un poco pasado de moda, C} = (+) 
de combinaciones de n sobre k, en esencia expresa lo mismo. 

En particular, la potencia del conjunto $ (fsı, . . -, Sa}) (véase 
ol ejercicio 4 del $ 5) es igual a (3) + (3) + -e + (az )+ 


ni 
-+ (7) . Pero, suponiendo que a = d=1 en la fórmula (1), obtene- 


mos 
api n) (r a n 
(1) +0) tatta) 
De este modo, Card P ((S1, Sz hh) = 2”. 

La demostración do un teorema o la construcción do un objeto, a veces es 
cómodo hacerlas apoyándose en formas más complejas de inducción. Por ejemplo, 
sl principio de «inducción dobles consiste en Jo siguiente: sea que dos números 
haturales cualesquiera m y n responden a alguna afirmación Y (m, n), y al mismo 
tiempo: (1) Y (m, 1) y Y Q, nse cumplen para todos los m y n; (Jal X E = d, D) 
e Y (k, L— 1) son ciertas, entonces Y (k, 1) también es cierta (equivalentemen 
(uy si Y (4, T) es cierta para todos los $ < k, Ù <1 K +T < k d 
entonces Y (£, 1) es también cierta). Entonces, la afirmación Y (m, n) es cie 
para todos los números naturales m y n. 
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Es tarea de este parágrafo la suscinta descripción de las propie- 
dades más sencillas de divisibilidad de los números enteros, a las 
que, por distintos motivos, resultará cómodo hacer referencia más 
adelante. En el capítulo 5 se expondrán hechos complementarios, 
debido a que la teoría de Ja divisibilidad se lleva a un sistema alge- 
braico más general. 

1. Teorema fundamental de la aritmética. El número entero $ 
se llama divisor (o multiplicador) del número entero n, si n = st 
para algún ¢ € Z. A su vez, n se llama múltiplo de s. La divisibili- 
dad de n por s se indica con el símbolo s | z, y a la indivisibilidad 
con el símbolo st n.t La divisibilidad es una relación transitiva 
en Z. Si, sucesivamente m |n y n |m, entonces n = +m, y los 
números enteros m y n se llaman asociados. El número entero p, 
cuyos únicos divisores son los números +p, 2-1 (divisores incompa- 
tibles), se llama primo. Habitualmente, en calidad de primos, se 
toman los números primos positivos >1. 

El rol fundamental de los números primos es puesto en claro por 
el denominado 
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TEOREMA PINDAMENTAL DE LA ARITMETICA. Cada número entero 
positivo n + 1 puede ser escrito en forma de un producto de números 
primos: n = Pps . . . Ps. Esta escritura es única con exactitud hasta 
el orden de los multiplicadores. 

Uniendo multiplicadores primos iguales y modificando sus 
notaciones, obtenemos una expresión de n de forma n = phptt... 
PR ei >0, 1<1i<k. Para cualquier número racional a = 
= n/m € Q tiene lugar una descomposición análoga, pero con expo- 
nentes e; tanto positivos como negativos. Observemos, que el con- 
junto 


P = {2, 3, 5, 7, 11, 13,- -} 


de todos los números primos, es infinito (teorema de Euclides), Por 
cierto, si sólo existiera una cantidad finita de números primos, 
digamos Pi, Pas » + +» Pi entonces, de acuerdo al teorema funda- 
mental, el número c= pps ... pe +4 sería divisible, por lo 
menos, por uno de los ps. Sin limitación de comunidad consideramos 
ac = pic’. Entonces, p (c” = ps . - - pi) = 1, y esto es imposible, 
por cuanto en Z divisores de la unidad son solamente +1. $ 


La demostración del teorema fundamental se pospone basta el cap. 5. 
A primera vista, en general no hace falta demostrarlo, por lo evidente que parece, 
Entretanto, aun cuando se trata de las propiedades mul licativas (propiedades 
divisivas) de los números enteros, no se puede domostrar el teorema principal 
sin efectuar a un mismo tiempo operaciones de multiplicación y do suma on Z. 
En calidad ilustrativa de osta afirmación, oxaminemos en N al subconjunto 
malki LLO, lo 2 e puh El escerrado respecto al producto: (4di-+1)x 
X (ák, + 1) = ák, + 1. Por inducción, sobre n € es dificil establecor la 
existencia de una descomposición (pri parte del teorema fundamontal) 
= qı . +. qr, donde q, son elementos de S que ya no pueden ser descompuestos. 
Los denominamos números cuasiprimos. Escribamos algunos de estos números: 
5, 9, 13, 17, 21, 49. La segunda parte del teorema fundamental para el sistema S 
no es cierta, por cuanto, por ejemplo, el número 441 € $ tieno dos descomposi- 
ciones esencialmente distintas en productos de números cuasiprimos: 


441 = 9.49 = 212 


2. M.c.d. y miem. en Z. Dos números enteros cualesquiera 
n y m, pueden escribirse en forma de producto de los mismos números 
primos 


A=EPPPZ Par, m=+phph ... phh, 


si se acuerda en admitir a los exponentes nulos (como siempre con- 
siderando a p? = 1). Pongamos en consideración dos números enteros 


mod. (n, m)=pPpj +. pp, m.c.m. (n, m)= php} 0 pt, 
PŽP% -+ Pi tpg h 


(1) 
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donde v; = min (2%, Bi), 8, = max (æi, Bi), è = 1, 2, -. > k. Como 
dind = +p% ... pi", 0<0<a;, entonces, de lasrelaciones 
determinantes (1) se deducen las siguientes afirmaciones: 

(i) m.c.d. (n, m) | n, m.c.d. (2, m) | m, y sì d | n, d | m, enton- 
ces d | m.c.d. (n, m). 

Gi) n | m.c.m. (n, m), m |m.c.m. (n, m), y sì nlu, mlu, 
entonces m.c.m. (2, m) |u. 
Las propiedades (i) y (ii) justifican la simbolización reducida del 
máximo común divisor (m.c.d.) y del mínimo común múltiplo 
(m.c.m.) de los números enteros n, m. Para n > 0, m > 0 se cumple 
la relación 

m.c.d. (n, mj=m.c.d. (n, m) = nm. 2) 


Los números enteros n, m se llaman primos entre sf, cuando 
m.c.d. (n, m) =1. En este caso, la relación (2) toma la forma 
m.c.d. (n, m) = nm. 

3. Algoritmo de división en Z. Dados a, b€ Z, b>0, siempre 
se hallarán q, rEZ tales que, 


a=bg4+r, O<r<b 


(si considerar sólo los b0, entonces se cumplirá la desigualdad 
0<r<]lb |. 

Efectivamente, el conjunto S$ = [a — bs |s € Z, a — bs >0), 
es, evidentemente, no vacío (por ejemplo, a — b {--a°) > 0). Así 
que S contiene un elemento menor; designémoslo r= a — bg. 
Por condición r > 0. Suponiendo que r > b, obtendríamos el ele- 
mento r — b = a — b (q + 1) € S, menor que r. Esta contradicción 
sólo se resuelve cuando r< b. 

Este sencillo razonamiento, llevado a cabo, da también la pres- 
cripción (el algoritmo) para hallar al cociente b y al resto r en un núme- 
ro finito de pasos. El algoritmo de división en Z se emplea para 
otra definición del m.c.d., y, en consecuencia, del m.c.m., si se 
toma en consideración la relación (2). 

Precisamente, dados los números enteros n, m, conjuntamente 
no nulos, admitamos que 

J=(nu+mv|u, vEZ). (3) 
Elegimos en J el menor elemento positivo d = nu, + muy. Utili- 
zando el algoritmo de división, escribimos n = dq ~ r, U<r< d, 
Habiendo elegido d, la inclusión 
r = n — dq = n — (nu, + mv) q = n (3 — uo) 4- m (—vog) € J 
Ieva a la igualdad r = 0. Así qued | n. Análogamente, se demuestra 
que d | m. Sea ahora d’ un divisor cualquiera de los números n y m. 
Entonces 


d' |n, d’ | m=>d' | nug, d' | mvo =>d" | {nua + mvi) => d' | d. 


56 FUENTES DEL ALGEBRA [CAP. 1 


Así, d posee todas las propiedades del máximo común divisor, y por 
eso d = m.c.d. (n, m). Llegamos a la siguiente afirmación. 

El máximo común divisor de dos números enteros n, m, que no se 
anulan conjuntamente, siempre se escribe de la forma siguiente 


med. (n, m) = nu + mo; u, VEZ. (4) 


En particular, los números enteros n, m, son primos entre sí cuando, 
y sólo cuando, 
nu + mo =1 (4) 


para algunos u, v EZ. 

Fue comprobado, que la condición de primos entre sí de n, m 
Jleva a la relación (4). Por lo contrario, si n, m son tales, que tiene 
lugar (4), entonces d |n, d|m=djnu, d|mv=>d|(nu+ 
+ mi) => d |1 =d = +1. 

La demostración de las relaciones (4) y (4) es suficientemente 
efectiva. Es necesario tomar cualquier elemento positivo del con- 
junto / (véase (3)), y luego disminuirlo con ayuda del algoritmo 
de división, hasta que se obtiene el menor elemento, el que será 
el máximo común divisor, 


EJERCICIOS 


1. Cada númoro primo tiene la forma do ák + 1 o de ák — 1. Utilizando 
la multiplicidad dol conjunto S dado en el punto 1, demostrar que el conjunto 
de los números primos de la forma 4k — 1, es infinito. (Indicación. Para cual- 
quier p natural, 4nl — L tiene por lo menos un divisor primo p do la forma 

k — A, además, p > n). h 

2. Demostrar, que existen infinitamonto muchos números primos de la 
[orma ák + 4, basándose en la siguiente afirmación no trivial (véase el punto 1, 
62 cap. Dh Sin mE: el mód: (n, m) = 4, y, si p es un número primo, 
que divide a n? -+ m3, entonces p = åk + 1. (Indicación. Hacer n == 2 y m == 
= papa as; Pes doudo py, + + Pa Son números primos de la forma py = 4kg -+ 
+ 4, distintos entre sí. Entonces, cada divisor primo p del número impar nê + 
Fmt no la forma 4k-+1, y, además, p no pertenece al conjunto (py, Pa» 

P, 

3. 
tos pi 
entro s 


l número natural n se divido exactamente en r números primos distin- 
Pr entonces, la cantidad do números menores que n y primos 
n, es igual a 


romei) (=): 


La función q : N > N se llama función de Euler. Probar la voracidad de la 
fórmula para los valores de q (a), con n <25 y con n= p™ (véase también 
el punto 4, $ f, cap. 9). 
4. Utilizando la fórmula binomial, demostrar por inducción sobre n, 
i p es un número primo, entonces n? — n se divide por p para cualquier 
€ Z. (Indicación. En caso de Fracaso, so recomienda dirigirse al $ 4 del cap. 4, 
que contiene una demostración, con el uso de «elevadas» reflexiones). 


Capítulo 2 


ESPACIOS LINEALES ARITMÉTICOS. 
MATRICES 


Las matrices rectangulares, introducidas en el $ 3 del cap. 3, 
se emplean tan frecuentemente, que con el tiempo apareció una 
parte independiente de las matemáticas, la teoría de matrices. Su 
proceso de formación tiene lugar hacia mediados del siglo pasado, 
pero su plenitud y elegancia las adquiere más tarde, junto con el 
desarrollo del álgebra lineal. Hasta ahora, la teoría de matrices 
continúa siendo un instrumento importante de investigación, bien 
apropiado a las necesidades prácticas y a las construcciones abstrac- 
tas de las matemáticas modernas. Aquí serán expuestos los resulta- 
dos más sencillos de la teoría de matrices. 

El título del capítulo, probablemente, da Jugar a la ilusión de 
que la descripción de objetos puramente algebraicos nos disponemos 
a cargarlos sobre los hombros de la geometría. En la práctica, sólo 
se trata de expresar cómoda y económicamente las propiedades de 
las matrices y las soluciones de los sistemas lineales en un idioma 
adoptado de la geometría. Los conceptos de espacio, vector, depen- 
dencia lineal, rango de un sistema, ete., que son aceptados por 
todos, se desarrollan exactamente en tanto, en cuanto son necesarios 
para nuestros fines inmediatos. A la intuición geométrica se le 
reserva un papel más honroso en otros cursos. 

A propósito, los espacios lineales nos serán también necesarios 
para que ses posible hablar acerca de las aplicaciones lineales, de 
las cuales las matrices son satélites. Precisamente, Ja composición 
de aplicaciones (véase el punto 2, $4, cap. 1) lleva por el camino más 
natural a la compresión del producto de matrices. 
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1. Argumentación. En relación con los sistemas de ecuaciones 
lineales, tuvimos que examinar filas de largo n, en las cuales se 
introducía distinto sentido. Eran filas (an, djs, ++ «+ @mh 1 < ES 
< m, de la matriz A = (a) de dimensiones m X n, y de la solución 
(E, Te», 25) del sistema lineal con la matriz A. La reducción, en 
el $ 3 del cap. 1, del sistema o de la matríz a una forma escalonada, 
incluía, además do una transformación elemental del tipo (1), dos 
actos importantes: multiplicación de una fila por un número, y la 
suma de dos filas. Las mismas operaciones pueden llevarse a cabo con 
las soluciones de un sistema lineal homogéneo. Efectivamente, si 
(aio tgs + + + 24) Y (Efa Tyr » - » Zn) son dos soluciones del sistema 
anti $ aita +.. F Amtn = 0, ¿=1,2,...,m, y a, B dos 
números reales cualesquiera, entoncos, la fila 


(ax + Bai, ar, + Baza -y ar + Pas) 
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también será solución de nuestro sistema: 


Gi (ar; + Paz) + ai (az, + Baz) +... + Cin (22n + Pan) = 
= a (04%, + Gisty +. + ntn) + 

+ B (00% + ant, +... + anta) = 0 
Por otra parte, cualquier fila, independientemente de lo que 
exprese, es elemento del conjunto «universal» R”, potencia n-ósima 
del conjunto R de los números reales. Por eso, es deseable estudiar 
un objeto general, cuyas propiedades se transfirieran automática- 
mente a las matrices y a las soluciones de los sistemas homogéneos. 
2, Definiciones fundamentales. Sea n, un número natural dado. 
Se denomina espacio lineal aritmético de dimensión n sobre R, al 
conjunto R° (los vectores-filas o, sencillamente, los vectores, son 
los elementos del mismo), considerado junto con las operaciones 
de suma do vectores y multiplicación de vectores por escalares (númo- 
ros reales). Los escalures se designan con letras minúsculas del alfa- 
beto griego o del latino, y los vectores con letras latinas mayúsculas, 
como las matrices. En esencia, el vector X = (z1, La, y Tp) se 
puede considerar como una matriz de 1 X n dimensiones. Sı 
= (Vis Var «> -+ Va) otro vector, y A un escalar. Por definición 


X Y = (z1 + Ya La + Yar ++ 9 Tn + Ya), 
AX = (Atys Ags - + os Adm). 
El vector nulo (0, 0, .. ., 0), en adelante se indica con el sím- 


bolo corriente del cero, 0. Es más, a R! se acostumbra a identifi- 
carlo con R. 


Las reglas formales de operaciones con los números reales, seguramente 
son conocidas por el lector, y se trasladan al 2". La enumeración do las mismas, 
aunque aburridora, da una idea exucla sobre que dobo entenderse como ospacio 
vectorial abstracto, que se estudia en un curso posterior de álgobra lineal y geo- 
metria; 


X+Y=Y+X, para cualesquiera vectores X, Y E R? (ley con- 


mutativa); 
Aia: (X+Y)+Z = X + (Y +2), para tres vectores cualesquiera X, Y, 
ZER” (ley asociativa) 
peto Betta un bector especial (nulo) O tal, que TOR pora todo 
ER” 


TiTi: a cada X € R” le corresponde un vector opuesto (o contraria) — X tal, 
X+(X)=0 


Jl: 1X = X para todo X ER"; 

Jila: (aP) X = a (BX) para todos los a, PET, X ER; 

TTU: (a + $) X = aX + BX (distributividad en relación con los escalares); 

Niy: a (X - Y) = aX + aY (distributividad en relación con los vectores). 

La unicidad de los vectores O y —X, sobre las que se habla en M/T; y en TIT, 
al igual que otros cotolarios simples de las reglas indicadas (o axiomas, si se 
tione en consideración el espacio vectorial absiracto), no vamos a deducirlas, 
<onsidorándolas suficientemente transparentes. 


que 
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Llamamos a R” espacio de dimensión n, pero el propio concepto 
de dimensión adquiero sentido sólo al final de parágrafo, luego de 
una pequeña preparación. El origen del término «espacio lineal» 
se explica en el curso de geometría analítica, donde se establece 
la correspondencia biunívoca entre los puntos (vectores) del espacio, 
el plano cartesiano y sus coordenadas (z, y). La suma de vectores 
por la regla del paralelogramo, y la multiplicación de ellos por un 
número corresponden, precisamente, a las operaciones con vectores- 
filas en R? 

Juntamente con el espacio lineal de vectores-filas (zı, £a, + 
+ +», Zn) de longitud n, se considera también el espacio lineal arit- 
mético de vectores-columnas de altura n 


Ly 


= [Zi Ta eses Tol, 


En 

como convinimos en expresarlos en el $ 3 del cap. 1. Se comprende, 
que la diferencia entre ellos es puramente convencional, pero pronto 
nos convenceremos de que es útil disponer de ambas variantes del 
espacio aritmético. Del contexto, habitualmente, queda claro sobre 
qué vectores, filas o columnas se trata, por eso no se introduce nin- 
guna simbólica especial. 

Sea V un subconjunto no vacío en R”. Llamaremos a V subespacio 
lineal *) en R", si 

X,YE€EV=>ax + PY EV a) 

para todas las æ, P ER. En particular, el vector nulo siempre está 
contenido en V. Digamos, la agrupación de todos los vectores-filas 
(dx, + >=» Tn-1» 0) con el componente za = 0, ey un subespacio; es 
admitido identificarlo con R”-! Tenemos una cadenita, como se 
suele decir, de subespacios dispuestos ennónicamente 


OSRER CC... SR cCR". 


Las soluciones de la ecuación homogénea x; + 22 +... =0 
componen un subespacio en R", n > 1, distinto de cero y Tas todo 
el espacio R”. Más abajo se dan otros ejemplos. 

3. Combinaciones lineales. Envoltura lineal. Sean X,, X, +... 

» Xp, vectores del espacio lineal aritmó PR, Y A Qn +> 

+ ., Œp, escalares. El vector X = aX; + @Xa +... +0 Xp 

so llama combinación lineal de los vectores X; con coeficientes a. 
Por ejemplo, (2, 3, 5,5) —3 (1, 1, 14, 1) +2 (e 0, 4, 4) = 

= (1, 0, 0, 0). Soa, pues, Y = BiX, + faX¿ +.. - + BaXp una 

combinación lineal de los mismos vectores X; con “coeficientes Bu 


*) Esta definición basta ahora tiene un aspecto no muy satisfactorio, pero 
a final del parágrafo diremos algunas palabras en su defensa 
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y æ, PER. Entonces 
aX + BY = a (X; + aXe + H Xa) + 
~H B (BiXi + Pao + > t Ba Xa) = 

= (00 + BPa) XL + (002 + BPa) Xa +- -- + (aar + BPa) Xa 
de nuevo hay una combinación lineal de los vectores X; con coefi- 
cientes qa; + BPi. Vemos que el conjunto de todas las combinaciones 
lineales del sistema dado de vectores X,, Xa, . . ., Xy,es un subespacio 
lineal en %”. Habitualmente se representa con el símbolo (Xy, 
Xa». Xn) y se denomina envoltura lineal del sistema de vectores 
Xi, Xp «+ + Xp. Se dice también, que el espacio (Xy, Xp, - 

+, Xa) cubre a Xy, Xa + Xy 0 está engendrado por el sistema 
do vectores Xy Xar - E 

S ŒR" se puede definir como la envoltura lineal de cualquier 
subconjunto, comprendiendo como (S) la agrupación de todas 
las combinaciones lineales de los sistemas finitos de vectores de S. 
Es claro que, si V es un subespacio en R”, entonces (V) = V: cual- 
quier combinación lineal de vectores de Y pertenecen a V. En parti- 
cular, $ <= V= (S) c V, o sea, la envoltura lineal de ($) se 
puedo definir como la intersección de todos los subespacios que con- 
tienen el conjunto dado de vectores S, de R”: 


(S)= N V (2 
sav 


A primera vista no es evidente que, lo contenido en el segundo miem- 
bro de (2), una intersección fY de alguna familia de semiespacios, 
resultará un subespacio. Pero si X, Y € fV, entonces X, Y € V 
para cada subespacio de V, que pertenece a esta familia, Esto signi- 
fica, que aX + PY € Y para todas las a, P €R, y esto da la inclu- 
sión necesaria aX + PY € f V. 

Por el contrario, la unión U U Y do los subespaci. 
no es un subespacio, como lo muestra aunque más no sea el 
pacios U = ((A, O) AER), V= ((0, AJI AER} en Ra 
lineal (V UV) a la suma de los subespacios U y V: 

U+V= (U UV)= {u+ vlu gU, vev} 
Si U f Y = 0, entonces, 


U y V, en general, 
jemplo de los subes- 
Se llama envoltura 


directa V = V1 ®... O Up, si cada vector X € V tiene expresión univoca 
de la forma X = X, -+ Xp con X; E Vi 
EJEMPLO t. Examinemos dos conjuntos en R": 


Um = (hi -ar Am O, +2 «+ JAER) 
Vm = AO, ~- 09 O, Ampas + + 01 An) 12 ER), 


= 
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O< m< n. Se comprueba inmediatamente que Um, Vm sou subospacios en 
En, ai adomás Um + Vm =R" y Um N Vm = 0. Esto Significa que R" = 
8 


Yes 


EJEMPLO 2. Consideremos on RM el llamado vector-fila unitario 
B= (1,0)... 0) Za =O i, 0... En =(0,0, ...+ ). (3) 
«Cada "vector Zn) se escribe univocamente en forma X = 


En Tar 
= nE, + 24 E2+... + XnEn» Por eso 
R" = (E) 0 (E) 0 ...0 (En). 


Los vectores-columnas unitarios los dosignaremos con los símbolos 
EU =[1,0,...,0,£09=[0,1,...,0), ... E = LO, O, ..., 11. (3) 


4. Dependencia lineal. El sistema de vectores Xi, .. ., Xy del 
espacio R” se llama linealmente dependiente, sí existen k números 
Qis Ca, -.-, Za, Que no sean simultáneamente nulos, y tales que 

aX +0 Xx 4... H rX =0 (4 
(al segundo miembro es un vector nulo). Diremos también que la 
lepondencia lineal (4) es no trivial. Pero, si aX, + aX ++... 
a.. +0 x) =0=> 0, ==... = a = Ù, entonces los vec- 
tores Xy, Xa -.., Xp se denominan linealmente independientes. 

El ejemplo 2 del punto 3 muestra que lo vectores unitarios 

1» Ep ..., En son linealmente indepondientes. 

Un vector X 34 0, evidentemente, es siempre linealmente inde- 
pendiente por cuanto ÀX = 0, X x 0 = À = 0. Luego, la propie- 
dad del sistema X,, ..., Xa de ser linealmente independiente, de 
ningún modo está vinculada con el orden de los vectoros, puesto que 
los sumandos œX; de la igualdad (4) pueden ser permutados en 
forma arbitraria. 

TEOREMA 1. Tienen lugar las siguientes afirmaciones: 

(1) un sistema de vectores (Xy, . . ., Xx) con un subsistema lineal- 
mente dependiente, es linealmente dependiente; 

(ii) cualquier parte de un sistema de vectores linealmente inde- 
pendiente (X,,..., Xx), es linealmente independiente; 

(iii) entre los vectores linealmente dependientes Xy, ...., Xy por 
lo menos uno es combinación lineal de los restantes; 

(iv) si uno de los vectores Xy, . . ., Xy se expresa linealmente por 
medio de los restantes, entonces los vectores Xy, s X, sor lineal- 
mente dependientes; 

(v) si los vectores Xy, ..., Xy son linealmente independientes, 
y los vectores Xy, .... Xn, X son linealmente e n entonces X 
es una combinación lineal de los vectores Xy, .. ., 

(vi) si los vectores Xy, ..., Xh son linealmente “independientes 
y el vector X p+, no puede ser expresado por medio de los mismos, entonces 
el sistema Xy, Xx Xy+, €s linealmente independiente. 

DevrosrRACION: (0 an, por ejemplo, los primeros s vectores 
Xp -- -s Xp s<k, linealmente dependientes, o sea, 


aX +... +0 Xx, = 
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donde no todos los œ; son nulos. Haciendo entonces as} = . + - 
. =ar =0, obtenemos una dependencia lineal no trivial. 


O A IS 
La afirmación (ii) se deduce inmediatamente de (i) (razonamiento 


por el contrario). 
(iii) Sea, por ejemplo, œp +0 en la relación (4). Entonces 


X= My o o Xp 


(iv) Soa, por ejemplo, Xy = iX, +. - - + Ba-Xa-i: Haciendo 
a= re = br. n % = —1, llegamos a la relación (4) 
con el costiciente ar 0, 

(v) La relación no trivial 

BX + eee + BX + PX =0 
con B s 0 brinda, en virtud de (iii) todo lo necesario. Si, no obstante, 
B=0, entonces Bı =...=f1=0, por cuanto X,,..., Xy 
de acuerdo a las condiciones, son linealmento independientes. 

La afirmación (vi) se deduce inmediatamente de (v). PY 

5. Base. Dimensión. Damos ahora una importante 

DEFINICION. Sea V un subespacio en R”. El sistema de vectores 
Xp. X, € V se llama base para V (o en V), si es linealmente 
independiente y su envoltura linea) coincide con V: 

DA A 

De las definiciones de la base y de la envoltura lineal de un 
sistema de vectores, se deduce que cada vector X € V se escribe de 
un modo único, en forma de X = aX; +... -+0,3,. Los coefi- 
cientes 0%, ..., 4, ER” se denominan coordenadas del vector X 
en la base 

Como hemos visto, os vectores unitarios linealmente indepen- 
dientes (3) engendran a R”. Así que, (£,, Ez, ..., En mE es la base 
del espacio R”. Pero esta base llamada estándar, está lejos de ser 
la única base en R”. Por ejemplo, los vectores 

E, =E, E; = E, + En 


S EE E E OS AE 
también conforman base en el espacio w (compruebe esto cuida- 
dosamente). Por otro lado, hasta ahora no es claro, si cada subes- 
pacio lineal en R” tiene base, y en caso de que sí, será constante la 
cantidad de vectores básicos o no. La respuesta a ambas preguntas 
resulta afirmativa. Nuestros razonamientos se basaránen el lema 


siguiente. 
Lema. Sean, V un subespacio en 3” con base Xy... Xp € 
Y, Ya... Y, un sistema de vectores linealmente independientes 


pertenecientes a V. Entonces, s < r. 
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pEXOSTRACION. Como todo vector de V, Y,, . 
binaciones lineales de los vectores básicos. Sean 


Y, = nX, + t9Xo +- H 09Xp, 

Ya = Xa + 09 Xp + +++ 059 An 

Y, = Xi + 09 X2 + 2 + Or Xa 
donde a; son escalares (siendo coordenadas de los vectores Y}, están 
determinados unívocamente, pero esto hasta ahora no es esencial 
para nosotros). Razonamos por el contrario. Supongamos que s > r. 


Formamos la combinación lineal de los vectores Y; con los coe- 
ficientes de zj: 


AY, + Y = (03, + arsta +. ANA 
eao + (AZ + arsts + o H areta) Xy 
y examinemos el sistema de r ecuaciones lineales con s incógnitas: 
+...+ at =0, 
Onti + arsta + + + F arst, = O. 
Como se supuso que s > r, entonces es aplicable el corolario 2 del 
$3 del cap. 4, de acuerdo al cual, nuestro sistema tiene solución 


no nula (27, . -, 2%). Llegamos a una dependencia lineal no 
trivial 


Y, son com- 


auti + 01, 


AY + Y +... +3Y,=0, 


cuya existencia, sin embargo, contradice la condición del lema, 
Por consiguiente, s<r. 

TEOREMA 2. Cada subespacio V ŒR” posee una base finita. Todas 
las bases de un espacio lineal V constan de un mismo número r < n 
de vectores (este número se llama dimensión del espacio V y se expresa 
con el símbolo dimg V, o sencillamente dim V). 

DEMOSTRACION. Si Y = 0, entonces no hay nada que demostrar. 
Consideramos que V æ 0. Sea que encontramos en V un sistema de 
vectores linealmente independiente, X,, ..., Xx. En calidad de 
X, se puedo tomar cualquier vector no nulo de V. Si la envoltura 
lineal (Xy, . - . Xa) no coincide con V, entonces elegimos en V 
al vector Xas & (Xi . > + Xp). En otras palabras, Xa+, no es una 
combinación lineal de los vectores X}, . . .. Xp. Según el teorema 1 
(vi), el sistema Xi, . . . Xp, Xas es linealmente independiente. 
Podríamos continuar un proceso ilimitado de ampliación del sistema 
lineal independiente, pero todos sus vectores X; están situados en 
R” = (E,, Es, ..., En), y por el lema recién demostrado, todo 
sistema linealmente independiente en R° contiene no más de n 
vectores, Así, pues, dado un cierto r< n natural, el sistema lineal 
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independiente Xy, «+ Xr» «+ X, E V so vuelve mazimal, o soa, 
obtenemos un sistema linealmente dependiente Xy, ..., Xp, X, 
cualquiera que sea el vector X + 0 de V. Por el teorema 1 (v) ten- 
dremos la inclusión X € (Xi, - .-, X,). Esto significa que V = 


= (Xi ..., X,), y los vectores X,, ..., X, componen la base 
para V. 
Supongamos ahora, que Y,, . .., Y, es otra base para V. Por 


el lema tenemos la desigualdad s < r. Cambiando de lugar los sis- 
temas X,, ..., X e Yn. Y,, obtenemos, por el mismo lema, 
la desigualdad 7 < s. Así, s = r y el teorema queda demostrado. |} 

Observemos ahora, aunque en esto no haya una necesidad impe- 
riosa, que tados nuestros razonamientos del mismo modo se refi- 
rieron tanto al espacio de las filas, como al espacio de las columnas. 

Así, con cada subespacio lineal V en R” se asocia un número 
entero positivo r < n, al que hemos denominado dimensión V: r = 
= dim Y. En particular, dim R” = 1. Este importante parámetro 
numérico del espacio, se puede caracterizar de distintos modos 
(véanse los ejorcicios). Una de las variantes para la determinación 
de la dimensión so basa en el concepto de rango de un sistema de vec- 
tores. Precisamente, si (X,, Xa, . . .) es algún sistema de vectores, 
posiblemente infinito, en el espacio lineal aritmético R", entonces, 
como sabemos, la dimensión de la envoltura lineal (Xy, Xa, ...) 
e es ganaron n. Esta dimensión se denomina rango del sistema 

t Xp .- 


rank (Xp Xa + 


di Rd 


Algunas palabras en defensa del término «subespacio lineal». 
Elegimos en el subespacio lineal V ŒR” una base cualquiera 
Xis «+.» Xp. Entonces, X = a,Xı +... -+0,X, para cada X € 
€ Y, y el conjunto Y se encuentra en mutua correspondencia unívoca 
con el conjunto de todas las filas coordenades (œ, ..., %y) de 
largo r (o de las columnas coordenadas [æi . . -, æ+) de altura 7). 
Además, con esta correspondencia, la combinación lineal de vectoros 
pasa a ser combinación lineal de filas. Por lo visto, la elección de 
cualquier base en V nos permite interpretar a V como un espacio 
vectorial aritmético R", incluido de algún modo en R”, con n > r. 


EJERCICIOS 


1, Soan V, Vi y Va, subespacios en Z”, y al mismo tiempo V C Vi + Va. 
Es siempre cierto que V= Y NY, + Y N V:? ¿Qué se puede decir acerca 
le esta relación on el caso particular en quo Y, œ V? 

2. Sen V, un subespacio on RM. Si Y = U @ W es una descomposlción 

en una suma directa, entonces el subespacio W se llama suplemento de U, y U, 
Suplemento de W on V. ¿El suplemento de U en V, está determinado unívoca- 
mente? Comparar a W con el concepto conjunto teórico de suplomento Y >, U 
(véase el $5 del cap. 1). 
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3. Mostrar, que los vectores X, = (1, 2, 3), X, = (3, 2, 1) son lineal- 
mente independientes; examinar la envoltura lineal V= (X,X¿); mostrar, 
que el vector X = (—5, 2, 9) está contenido en V, y hallar sus coordenadas 
en la base X,, Xz, hallar en R? por lo menos un suplemento de Y. 

4. Mostrar. que el sistema de vectores Xy, - . ., Xy de R?, genera a R" si, 
y sólo si, es linealmente independiente. 

5. Mostrar, que cualquier sistema de vectores, linealmente independiente, 

Xy del subespacio Y = R" puede incluirse en un sistema básico 


6. Sean U y V, subespacios en R", Demostrar que si U f Y = 0, entonces 
dim (U + V) = dim U + dim Y. 
7. Hallar el rango del sistema de vectores (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0). 


Xi 


$ 2. RANGO DE UNA MATRIZ 


1. Regreso a las ecuaciones. En el espacio lineal aritmético de 

columnas de altura m, examinamos n vectores 
AG) = faj aj -r aml, j= 1, 2, 0 

y su envoltura lineal V = (4D, A®, ..., 40), Sea dado otro 
vector B = [b,, ba, . - ., Bm). Se pregunta: pertenece B al subespa- 
cio V =R”, y si pertenece, entonces, de qué modo sus coordenadas 
t bm (en relación a la base estándar (3') $ 1) se expresan por 
medio de las coordenadas de los vectores AÙ. En el caso en que 
dim V = n, la segunda parte de Ja pregunta se refiere a los valores 
de las coordenadas del vector B en la base AY, ..., A(, Toma- 
mos una combinación lineal de los vectores AC) con coeficientes 


arbitrarios z; y componemos la ecuación z A® +... + 24M = 
= B. La forma explícita de esta ecuación 
ân an ain b, 
a Ba b; 
a| +a 2 +... Hz 7 [=% (1) 
Ami amz Amn bm 


es sólo otra forma de escribir un sistema de m ecuaciones lineales 
con n incógnitas: 


A 
Qnty + lagta +... 


amity + Amata +... + pnl = bm. (2) 
Precisamente, con este sistema nos encontramos por primera vez 
en el $ 3 del cap. 1. También allí introdujimos los conceptos de 
matriz simple y de matriz ampliada 


Au Qw -ee jn Qu lg... an |b 
aa aa nl y a e2 


Ami Amz -re Amn ami mz 
5—0392 
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del sistema lineal (2). La primera impresión es que regresamos a la 
posición inicial, perdiendo el tiempo sin ganar nada. De hecho, 
ahora disponemos de una serie de conceptos importantes. Queda 
por adquirir práctica en el manejo de los mismos. 

En este lugar es cómodo convenir en Jas designaciones. En el 
futuro, a fin de abreviar la escritura, frecuentemente indicaremos 


la suma s, + sz -+ +. --+s, con el signo Š; si. Además, las sj, ... 


+ + «y Sp, Son magnitudes de naturaleza arbitraria (números, vectores- 
filas, etc.), para las cuales se cumplen todas las leyes de la suma de 
números o rectores: La regla 


a n n a n 
by NS y $ 

Q timto 7 Si t b S; t 
A At 


es suficiente comprensible, y no necesita aclaración. 
Serán consideradas también las sumas dobles 


a om n m mon 
=) =) (Ja) =9 
PPOO OOE 
en las cuales el orden de la suma (por el primer y porel segundo índice) 
se puede elegir a gusto. Esto es fácil de comprender, si se disponen 
a las magnitudes a,, en una matriz rectangular de dimensiones m X 
X n: somos libres de comenzar la suma de los elementos por filas 
o por columnas. 

Otros posibles tipos de suma, serán explicados en el lugar nece- 
sario. 
2, Rango de una matriz. Llamamos espacio de columnas de la 
matriz rectangular A, do dimensiones m X n (véase (3)), al arriba 
introducido espacio V = (40, AP, ..., A), al que ahora indi- 
caremos con el símbolo V, (4), o sencillamente V, (la v significa 
vertical). A su dimensión r, (4) = dim V,, la denominamos rango 
por columnas de la matriz A. Análogamente, se introduce el rango 
por filas de la matriz A: r, (A) = dim Va, donde Va = (Az, Ag, -.. 
Am) es un subespacio en R”, estirado en los vectores-filas 

m (h significa hori- 


Ar = (09, Gig +... an) t= 1, 2, ... 
zontal). En otras palabras, 

T, (A) = rank (AO, A®, ..., AM), 

Ta (4) = rank {Ar Az, -o o Am) 
son rangos de sistema de vectores-columnas y de vectores-filas, 
respectivamente. Por el teorema 2 del $ 1, las magnitudes r, (4) 
y Ta (4), están determinadas correctamente. 

Siguiendo la definición dada en el $ 3 del cap. 1, diremos que 

la matriz A”, fue obtenida de A por medio de una transformación 
elemental del tipo (I), si A, = As, Af =A, para algún par de 
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índices s Æ t, y Af = Ay para i Æ s, t Y si Aj = Ai, para todo 
is, y A, = A, + ÀA con s 3 ż, À ER, entonces decimos, que a 
la matriz A se le ha aplicado una transformación elemental del tipo (11). 

Observemos, que las transformaciones elementales de ambos 
tipos son invertibles, o sea, que la matriz A”, obtenida de Á por 
medio de una transformación elemental, pasa de nuevo a ser A, 
por medio de la aplicación de otra transformación elemental del 
mismo tipo. 

Lema. Si la matriz A’ fue obtenida de la matriz A, medianteuna 
sucesión finita de transformaciones elementales, entonces tienen lugar 
las igualdades: 

(i) ra (47) = rn (AX; 

(ii) re (4°) = r, (4). 

Demostracion. Es suficiente examinar el caso, cuando A” es 
obtenida de A aplicando una transformación elemental (abreviado, 
t.e). 


(1) Como, evidentemente, (dj, + Ån <- An -o An) = 
= (An... An 001 An > > +» Am) entonces, una t.e. tipo (1) 
no modifica el r, (4). Luego, A; = A, + AA: => A, = t 
y, en consecuencia, (Ay, + Ast PA A Am) 
=æ (Ay. An». Av , Am), tal que el ra (4) no varía 
y con una t.e. del tipo (II). 


(di) Sean 4/0), j = 1, ..., n, columnas de la matriz A”. Nos 
es necesario demostrar, que 


a . 
D= "90. 
Y IS Y AO 


Entonces, cualquier sistema independiente de columnas do una 
matriz, incluso el maximal, deberá corresponder a un sistema inde- 
pendiente de columnas, con los mismos números, de otra matriz, 
con lo quo se establece la igualdad ra (4') = r (4). Observemos 
además, que en virtud de la inversión de las t.e., es suficiente de- 


n 
mostrar la implicación en un sentido. Sea, por ejemplo, 2; AD = 


= 0. Entonces, sustituyendo en (1) z; por hy y todos los b; por 0, 
vemos, que (hi, Aa, . : -, An) es solución del sistema homogéneo 
SH, asociado con el sistema Jineal (2). Por el teorema 1 del cap. 1, 
esta solución también la es del sistema homogéneo SH", obtenido 
con ayuda de t.e. del tipo (1) o (11), y que tiene a A” como su matriz. 
Tal como el sistema SH en forma abreviada so escribe J; 2,4'% = 
= 0, entonces llegamos a la relación Y 2/44 = 0. 

El resultado fundamental de este parágrafo es la afirmación 
siguiente: 


5. 
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TEOREMA 1. Para cualquier matriz rectangular m X n, A, es 
cierta la igualdad r, (A) = r, (A) (este número, sencillamente se llama 
rango de la matriz A, y se indica con el simbolo rank A) . 

DEMOSTRACION. Según el teorema 2 del $ 3 del cap 1, con un nú- 
mero finito de t.e., efectuadas sobre las filas A¿, de la matriz A, 
se puede reducir esta matriz a una forma escalonada: 


Lin 


Ton 


ün ++ liy 


ES] 
i 


(4) 


Oat t ms 0 t 


CON Ay¡Azxlar +. Ur, 70. De acuerdo con el lema 
rolA)=r,(A), r(A) =r, 


así que nos es suficiente demostrar la igualdad r, (4) = r, (4). 

Las columnas de las matrices A y A con números 1, k, l s, 
que corresponden a las incógnitas principales Ti, Ze, Ti - 
del sistema lineal (2), son llamadas columnas básicas, Esta ter 
logía está plenamente justificada. Suponiendo la existencia de la 
relación 


AAA AMADO 40 =0, 


que_une a los vectores-columnas ÃO = [m 0, ..., 0), A= 
=| d O, ..0, 0), A= fiis 2, sGr O, +e., 0] de 
la matriz (4), obtenemos sucesivamente: Asap, =0, ..., 2143 =0, 


y tal como Gs, da ... r0, entonces 


ica, que el rango rank 


” engendrado por de columnas de la matriz A, se identifica 


con el espacio de las) columnas de la matriz, que se obtiene de Á, 
eliminando las últimas m —r filas nulas. Por eso, r, (4) = 
= dim V, < dim R” = r. La confrontación de las dos desigualdades 
muestra, que r, (4) = r (la desigualdad r, (A) < r también surgo 
del razonamiento evidente, de que todas las columnas de la matriz 4 
son combinaciones lincales de las columnas básicas; ejecute esto 
por su cuenta, en calidad de ejercicio). 


Por otro lado, todas las filas no nulas de la matriz A son lineal- 
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mente independientes: cualquier relación hipotética 
A +22 A. +24,8,=0, MER, 


como en el caso con las columnas, da sucesivamente A;a = 0, 
dadas =0, ..., 24,, = 0, de donde à, = } =... = 
que r, (4) =r = r, (A). W 

3. Criterio de compatibilidad. La forma escalonada de la matriz 
A, que da respuesta a una serie de cuestiones referentes a los siste- 
mas lineales (véase el § 3 del cap. 1), contiene elementos de arbitra- 
riedad, vinculados, por ejemplo, con la elección de las columnas 
básicas o, lo que es equivalente, con la elección de los principales 
incógnitas del sistema (2). Al mismo tiempo, del teorema 1 y de 
su demostración se extrae lo siguiente. 

COROLARIO. El número de las incógnitas principales del sistema 
lineal (2), no depende del modo con se lleve este sistema a la forma 
escalonada, y es igual a rank A, donde A es la matriz del sistema. 

Efectivamente, hemos visto que el número de incógnitas princi- 
pales es igual al número de filas no nulas de la matriz A (véase (4), 
coincidente, como vimos, con el rango de la matriz A. El rango 
es definido por nosotros de un modo totalmente invariante. Con 
estas palabras se expresa el hecho de que el rango de una matriz 
le sirve a ella de característica intrínseca, no dependiendo de cuales- 
quiera circunstancias accesorias. $ 

En el capítulo siguiente obtendremos un medio efectivo para 
el cálculo del rango de la matriz A, eliminando Ja necesidad de lle- 
varla a la forma escalonada. Esto, indudablemente, eleva el valor 
de Jas afirmaciones basadas en el concepto de rango. En calidad de 
ejemplo sencillo pero útil, formulemos el criterio de resolución 
de un sistema lineal, acerca del cual ya se habló en el cap. 1. 

TEOREMA 2. (de Kronecker—Capelli). El sistema de ecuaciones 
lineales (2) es compatible si, y sólo si, el rango de su matriz coincide 
con el rango de la matriz ampliada (véase (4). 

DEMOSTRACION. La compatibilidad del sistema lineal (2), expre- 
sado en la forma (1), se puede interpretar (con esto se comenzó el 
presente parágrafo) como una cuestión acerca de la presentación 
del vector-columna B de los términos independientes en forma de 
combinación lineal de los vectores-colummas 44 de la matriz A. 
Si tal presentación es posible (o sea, el sistema (2) compatible), 
entonces, BE(AW, ..., AM) y rank (Ad, .... AM) = 
= rank (40, + AC), B}, do donde rank A =r, (A) = 
= r, (4 | B)) = rank {A | B) (véase la formulación idel teorema 1). 

Por el contrario, si los rangos de las matrices A y {A | B) coinci 
den, y (AUD, ..., Afr} es algún sistema lincalmente indepen- 
diente maximal de las columnas básicas de Ja matriz A, entonces, 
el sistema ampliado (4%, ..., Af, B}, será linealmente depen- 
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diente, y esto, por el teorema 1 (v) del $ 1, significa que B es combi- 
nación lineal de Jas columnas básicas (más aún, de todas) AŻ. O sea, 
el sistema (2) es compatible. [Y 

EJERCICIOS 


1. Demostrar o teorema 1, sin reducirla m X n — matriz A = (01) a la 
forma escalonada. (Indicació (4) = 7, dim Va (4) = #. Ele- 
gir q filas básicas; sí limitación de R A E que ollas 
son las primeras 7 filas An, Az, :- Ar Examinar la r X n-matriz acortada 
A = lAn An -n Ar), formada por las primeras r filas de la matriz A. Elegir 
enä t columnas básicas, £ = dim F, (A). Sean ellas 40, ... A). Como Vo i 
C&R”, entonces t < r. Para cada columna Ah), k> t, es preciso hallar escala- 


res... Ae Ex, tales que AW) =2 4004... A,A (D, o sea, ap = ` App 


1 <i m. Para i < r, esto es seguramonto así, puesto que se tiene 
w = AO 
la expresión A; = mA; 
primeras r filas. 


relación 
MÄ para las columnas acortadas, Para t > r, utilizar 


-+ Uird, de la iésima fila por medio de las 
r A oe 
De ellas sigue que, an= Ñ pon= Y m Y Apam= Y dy Y pap = 
Ea E Pio $, 18, 


= J; paip. La dependencia lineal de columnas establecida, muestra que 
da 


*<t, y como t>r, entonces s<r. Examinar más adelante, la llamada 
matriz traspuesta 


Gi as --- am 


de dimensiones n X m. Tienen lugar las igualdades ry (14) = ro (A), ro (14) = 
= ra (4), por eso, por lo demostrado r Ss. Así que r= s). 

. Como en el caso do las filas, la permutación de las E con núme- 
ros s y t, de la matriz A, se llama transfor ¡ón olemental (L. e.) del tipo 
i), ù Ja 'suma a la s-ésima columna, de t-ésima columna o por el 
escalar A, — t.e. del tipo (II). Indicar la forma escalonada de la matriz A por 
columnas, Por medio de t.e. sobre las columnas, llevar a la matriz A (véase (4)) 
a la forma 


o 


>z 
1 
? 


o o 
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3. Mostrar, que para ao +0, la matriz cuadrada 


tiene rango a. 
4. Expresar la condición de igualdad de los rangos de las dus matrices 


E 
E a Gy oe An 
EE i seji Ba -++ Ba 
a W Vee Ya 
mediante la propiedad geométrica del conjunto de n rectas en el plano. 


Am 


$ 3. APLICACIONES LINEALES. OPERACIONES CON MATRICES 


1. Matrices y aplicaciones. Sean A" y R™ dos espacios lineales 
aritméticos de columnas de altura n y m, respectivamente. Sea, 
luego, A = (a) una matriz de dimensiones m X n. Definimos la 
aplicación qa: R” — fj, suponiendo para cualquier X = [2, Zg, .-. 
sar al ER 

S ga (X) = AD H AO H o o H AM, 0 
donde AÙ, ..., AC, son columnas de la matriz A (comparar 
con (1) del $2). Como ellas tienen una altura m, entonces, en el segun- 
do miembro de (1) se encuentra el vector-columna Y = lyy, Ya, +++ 
+++ Yml ER”. Explícitamente, (1) se vuelve a escribir en la forma 


n=% ato tæ4, 2, oee m. (1) 
Si X=X'+X"=[2 bx], t+ t} <. 2h +25), entonces, 
Pa (X' +X") = X (iHi) AD Y OE A= 
a E 


a 
Pa (X) + pa (X°). 
Análogamente 


Ya (4X)= 


Por el contrario, supongamos que q: R® R" es una aplica- 
ción de los conjuntos en el sentido del $ 5. del cap. 1, poseedora 
de las dos propiedades siguientes: 

Ò o (X? + X°) = 9 (X) + q (X°) para todos los X’, X° ER; 

(i) q (AX) = Ap (X) para todos los X € R®, y ER. 


D Ar AO =4 Y, AÙ = Apa (X) AER. 
E 
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Entonces designando a las columnas básicas estándares (véase 
el punto 3 del $ 1) de los espacios R” y R”, correspondientemente 


con los simbolos Es", ..., Eg? y Es, ..., ESP, aprovechamos 
las propiedades (i) y (ii), aplicándolas al vector arbitrario 


RE fin Sir eia al E zE ER": 
o LY D 
eA) =e Y EP) =X z (ER). (2) 


La relación (2) muestra que la aplicación ọ se determina total- 
mente con sus valores, en Jos vectores-columnas básicos. Haciendo 


ED) Ea El aan cos Ao ADEM, (8) 


descubrimos, que la ọ dada es equivalente a la matriz rectangular 
A = (a) dada, de dimensiones m X n, con columnas AÙ, ... 
. y AC, y que las relaciones (1) y (2), de hecho, coinciden. Así 
que se puede admitir que y = P4- 

DEFINICION. La aplicación p = 4: R” R", poseedora de las 
propiedades (i) y (ii), se llama aplicación lineal de R” en R”. 
Frecuentemente, en especial cuando z = m, se hace referencia 
a transformaciones lineales. La matriz A se llama matriz de la aplica- 
ción lineal Ya. 

Sean pa Y Pars dos aplicaciones lineales de R” —R™ con las 
matrices A = (ay) y A” = (aij). Entonces, la igualdad pa = Par 
es equivalente a la coincidencia del significado pa (X) = Ya: (X), 
para todos los XER". En particular, A%%= qu (EP) = 
= a (EN) = 40, 1<j<n, de donde aj; = aiy y A' = A. 

Resumimos nuestros resultados: 

TEOREMA 1. Entre las aplicaciones lineales de R" en R” y las 
matrices de dimensiones m X n, existe una correspondencia reciproca- 
mente unívoca. 

Hay que subrayar, que no tiene sentido hablar de aplicaciones 
lineales $ —» 7 de los conjuntos arbitrarios S y T. Las condiciones 
(i) y (i) presuponen que S y 7 son subespacios de los espacios lineales 
aritméticos R*, R”. 

Prestemos atención al caso especial m = 1, cuando la aplicación 
lineal q: R” >R, generalmente denominada función lineal de n 
variables, se da por medio de n escalares G, az, - + ., ap: 

WAX) = Gl Zas -es Za) = Mty — A37, +- > (4) 
Nuestra terminología se diferencia de la adoptada en la escuela media, donde 
(en el caso de una variable 7) a la aplicación lineal la lama función z > az + b. 

Las funciones lineales (4), al igual que las aplicaciones lineales 
arbitrarias de R” >X” con n y m dados, pueden sumarse y multi- 
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plicarse por escalares. De hecho, sean Pa, Pai R'—>R" dos 
aplicaciones lineales. La aplicación 
P= apa + Ba R” R", a, PER, 
se determina por sus valores: 
o (X) = aga (X) + Pp s (X). 
En el segundo miembro hay una combinación lineal corriente de 


vectores-columnas. 
Como 


@ (X° + X”) = aga (X' + X°) + Bon (X° + X°) = 
=a (a (X) + ga (XD) + P pa (X) + 00 (X°) = 
= {apa (X°) + BPa (AD) + {apa (X°) + Boa (X")) = 9 (X°) + 
+ oX”; q AX) = apa AX) + BY a (AX) = aga (X) + 
+ PAP a (X) = A {apa (X) + Bra (X)} = Ao (X) 


(aquí, en forma no evidente usamos las reglas JIM, — JH, del $ 1), 
entonces, es una aplicación lineal. En virtud del teorema 1, se 
puede hablar de su matriz C: q = po. Para hallar C, copiemos, 
siguiendo a (3), la columna con el número j: 
lis Cop -s mgl = CO = qe (EP) = aga (ED) + Bo aED) = 
= 040) + BBO = [aa + Bbij, Aass + Psp > > +: Qamyt Pomsl, 
A la matriz C = (cij) con elementos cı; = qai + Pbi es natural 
llamarla combinación lineal de las matrices A y B, con los coefi- 
cientes œ y ĝ: 


AS Bu 
a +Bl -- 
Ami ==> Amn bms 
= (5) 
Aami + Bms --- amn + Blmn 
Así, 
La + BPR = Parton (6) 


Especialmente con frecuencia utilizaremos el hecho, de que las 
combinaciones lineales de funciones lineales, de nuevo resultan 
funciones lineales. 

Para finalizar este punto señalemos que, si las reglas JIT, — JT 
del $ 1 para los espacios lineales se copian reemplazando en todas 
partes a los vectores-filas X, Y, Z, por matrices de dimensiones 
m Xn , entonces, en correspondencia con las relaciones determinan- 
tes (5), se obtendrán las reglas JIM, — JIMg, que dan fundamento 
para hablar sobre un espacio linea] de matrices de dimensiones mX n. 
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Si se desea, éste puede considerarse como una escritura compacta 
del espacio lineal R'% de filas de largo mn (filas divididas en seg- 
mentos de largo n, dispuestas unas sobre otras). 

2, Rroducto de matrices. Las relaciones (5) y (6) expresan coordi- 
nación de las operaciones de suma y multiplicación por escalares, 
en los conjuntos de matrices de dimensiones m X n y de aplicaciones 
de 3” -+R”. En el caso de conjuntos arbitrarios se tiene otro 
<oncepto importante de producto (composición) de aplicaciones 
(véase el punto 2, $ 5, del cap. 1). Essensato esperar que la composi- 
ción de dos aplicaciones lineales deba de expresarse de algún modo 
concordante en términos de matrices. Veamos como se hace esto. 

Sean Ppi R° —>R', Pa: RR” dos aplicaciones lineales, 
Y Pe = Pa 0 Pa su composición: 


¿> 
A ES 
Re 
Hablando en general, nos será necesario probar previamente que 
Y = PA 0 Ga es una aplicación lineal, pero esto es suficientemente 
li 


cla 
O gX + X°) = pa (Pa (X'+ X) = Qa On (X') + 
+ erx” AS p pa ton ADA ga (e XNE PNH de 
(ü) PAX) = pa (Pr 0X)) = Ga (4 n (X)) = Apa (90 (X) = 
= % (X); por eso, por el teorema 1, con q se asocia una matriz C 
completamente determinada. 
La operación con aplicaciones en Jas columnas en cadena 


oa O 
o Tal [Y 


a 
Yl lp -eer im) 


la escribimos sitters de acuerdo a la fórmula (1) 


am Poo À an È jo À È ad) 


Por otra parte 


[z 


=2 Cipit o B a 
Comparando las expresiones obtenidas, y recordando que z; (f = 
=1,2,..., n) son números reales arbitrarios, llegamos a las 
relaciones 
: 
c=) anban 1<i<m, 1<j<n. (0) 
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Diremos, que la matriz C = (c;j) se obtiene como resultado de 
multiplicar la matriz A por la matriz B. Es admitido escribir 


C=AB. 


De este modo, se denomina producto de la matriz rectangular (ai), 
de dimensiones m X s, por la matriz rectangular (by), de dimensiones 
sX n, a la matriz rectangular (c;y), de dimensiones m X n, con 
elementos c;;, dados por la relación (7). Hemos demostrado el 
TEOREMA 2 El producto apa de dos aplicaciones lineales con 
matrices A y B, es una aplicación lineal con matriz C = AB. En 
otras palabras, 
Papa = Far Y (8) 


La relación (8) es un suplemento natural de la (6). 

Nos podemos olvidar de las aplicaciones lineales, y hallar el 
producto AB de dos matrices arbitrarias A, B, teniendo en cuenta, 
sin embargo, que el símbolo AB tiene sentido sólo en el caso cuando 
el número de columnas de la matriz A, coincide con el número de filas 
de la matriz B. Precisamente con esta condición funciona la regla (7) 
de «multiplicación de la i-ésima fila Ay; por la j-ésima columna B®», 
de acuerdo a la cual 

Ciy = (ans ---, 25) ly, + da] = 4180, (9) 
El número de filas de la matriz Ab, es igual al número de filas de la 
matriz A, y el número de columnas, igual al número de columnas de la 
matriz B. En particular, el producto de matrices cuadradas de un 
mismo orden siempre es determinado, pero, aún en este caso, hablan- 
do en general, ABBA, como lo muestra, aunque más no sea, 


el siguiente ejemplo: 
| 1 op po o -| 0.0 | 0 0 10 
o olla olio off éls o 0.0 

El producto de matrices, por supuesto, se podría haber introdu- 
cido de muchos otros modos (multiplicar, por ejemplo, filas por 
filas), pero ninguno de estos modos es comparable, por su importan- 
cia, con el examinado más arriba. Esto se entiende, por cuanto 
nosotros llegamos al mismo por medio del estudio de la composición 
natural (superposición) de aplicaciones y el propio concepto de 
aplicación es uno de los más fundamentales en las matemáticas. 

COROLARIO. La multiplicación de matrices es asociativa: 

A (BC) = (AB) C. 

Efectivamente, el producto de matrices corresponde al producto 
de aplicaciones lineales (teorema 2 y relación (8)), y según el teore- 
ma 1 del $ 5 del cap. 1, el producto de cualesquiera aplicaciones es 
asociativo. A este mismo resultado se puede llegar por ol camino 
del cálculo, utilizando directamente la relación (7). 


0.0 
10 
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3. Matrices cuadradas. Sea M,, (R) (o M,) el conjunto de todas. 
La forma escalonada de la matriz las matrices cuadradas (a;;), de 
orden n, con coeficientes reales aij. 

A la transformación unitaria eg": R” =R", que traslada cada 
columna X €R" en sí misma, le corresponde, evidentemente, la 
matriz unidad 


A) 
ms ¿EI 
E dl 
Se puede escribir E = (84), donde 


ls ( 1, si k=j, 

MELO, si k#j, 
es el símbolo de Kronecker. La regla (7) de multiplicación de matri- 
ces, en la cual hay que sustituir a bay por Ôr, muestra que es justa 


la relación 

EA=A=AE, VYA €M, (R) (10) 
Las relaciones matriciales (10), obtenidas por el camino del cálculo, 
surgen, por supuesto, de las relaciones ep = y = «pe para la aplica- 
ción arbitraria y (véase el punto 2 del $ 5 del cap. 1), si se aprovechan 
el teorema 1 y la igualdad (8) con Ga = Y, Ya = Qe = €. 

Como sabemos (véase (5)), las matrices de Mp (R) se pueden 
multiplicar por un número, interpretando como 24 la matriz (Aa;), 
donde A = (as). 

Pero la multiplicación por un oscalar (número) se reduce a la 
multiplicación de las matrices: 

2A = diag, 0)-4 = A diag, (), (11) 
donde 


diag, (1)=4£= 


es la matriz escalar conocida por nosotros (véase el $ 4 del cap. 1). 
En la igualdad (11) se refleja el hecho, fácilmente comprobable, 

de permutación de la diag, (A) con cualquier matriz A. Muy impor- 

tante para sus aplicaciones, resulta su siguiente tratamiento. 

TEOREMA 2. Una matriz de M,, permutable con todas las matrices 
en Mus deberá ser escalar. 

DEMOSTRACION. Introducimos la matriz Ei, donde, en la inter- 
sección de la ¡-ésima fila con la j-ésima columna está el 1, y los 
restantes elementos son nulos. Si Z = (2,¡) es la matriz de la que 
se habla en el teorema, entonces, ella es permutable, particularmen - 
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te, con todas las Ey: 
ZEy = EZ, i j=1,2 


Multiplicando ambos miembros de esta igualdad, obtenemos las 
matrices 


saik 


Oops ERER 00..0 

o A RARO 

someta ade Y fn se Zja || 

O... Zn To IN O 
0 0.0 0 


con la única j-ésima columna no nula y. correspondientemente, 
con la única ¿ésima fila no mula. La comparación entre ambas 
inmediatamente conlleva a las relaciones Za; = 0 para kx iy 
211 = zy. Intercambiando £ y j, obtenemos lo requerido. $ 

Notemos también las relaciones A (4AB) = (AA) B = A (4B), 
que se deducen inmediatamente según la definición de multiplica- 
ción de matrices por escalares o, si se quiere, aplicando las relacio- 
nes (11) y mediante la propiedad asociativa de la multiplicación 
de matrices. 

Para la matriz dada A € M, (R) se puede hacer la prueba 
de hallar tal matriz B € M, (R), que se cumpla la condición 


AB = E = BA. (12) 


Sila matriz B existe, entonces, a la condición (12), en términos do 
transformaciones lineales, le responde la condición 


Qata PaPa (12) 


que significa que ya = pal es una transformación in 
De acuerdo al teorema 2 del $ 5 del cap. 1, 27 existe 
a es una transformación biyectiva. Además, la qx está determi- 
nada unívocamente. Como qa (0) = 0, entonces, la biyectividad 
de la p4 significa, en particular, que 


X#Æ0, XE R= qa (X) 40. (13) 


Sea ahora pa alguna transformación lineal biyectiva de R” 
en R”. La transformación inversa a ella, qx, existe, pero, hablando 
en general, no está claro si es o no lineal. A fin de convencersedela 
linealidad de yA, introducimos Jos vectores-columnas 


X = qa (X' + X) — ga (X) — o7 (E, 
Y = qa (Y) — hga (4 
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y aplicamos a ambos miembros de estas igualdades la transforma- 
ción qa. En virtud de su linealidad obtenemos 


Pa (X) = Pa (Pa (X + X) — a (97 X) — pa (a (a 
Pa Y) = a (02 (AY) — hpa (02 Y’). 
Como Papa! = e, entonces 
Pa (X) = e (X + X") —e (X') — e (X°) = 0, 
Ya (Y) = e AY’) — àe (Y) = 0, 
de donde, en correspondencia con la implicación (13), hallamos que 
X, Y, son vectores nulos. De este modo, se cumplen las condiciones 
di) y Gi) del punto 1, que definen a las aplicaciones lineales, Tenemos 
PA = Pr, donde B es una matriz cualquiera. Copiando la condi- 
ción (12%) en forma Q4 p = fE = Q na [véase (8)] y de nuevo emplean- 
do el teorema 1, llegamos a las igualdades (12). 

Así, la matriz, inversa a A € Mn (R), precisamente existe, entonces, 
cuando la transformación qa: R” — R” es biyectiva. Además, la 
transformación «x' es lineal. La biyección de q, es equivalente a la 
condición de que cualquier vector-columna Y € R” se escribe unívo- 
camente en forma (1) 


Yen (O=z0+z2 AD 4 HAM, 


donde A, A®, ..., AC, som columnas de la matriz A (la 
sobreyectividad de qa lleva a la existencia de X, para el cual Y = 
= ga (X), y la inyectividad de q, muestra la unicidad de X: 
si Y = qa (X') = pa (X°), entonces, p4 (X° — X”) = pa (X) — 
— pa (X”) = 0, de donde, de acuerdo a (12), X’ — X” = 0). Ésto 
significa que el R” coincide con el espacio de las columnas V, (4) = 
= (40), ..., AC) dela matriz A, así que el rank A = dim R’ = 


=n. 

Si existe Ja matriz inversa de A, entonces, de acuerdo con lo 
expresado arriba, es única. Se acostumbra designarla con el sím- 
bolo 471. En tal caso (véase (12”)) 


ex = pans- (14) 

La matriz cuadrada A, para la cual existe matriz inversa 471, se 
denomina no degenerada (o no singular)*. También se llama no dege- 
nerada la correspondiente transformación lineal pa. En caso contra- 
rio, la matriz A y Ja transformación lineal p4 se llaman degeneradas 
(v singulares). 

Resumimos los resultados que hemos obtenido. 

meorexa 4. La matriz cuadrada A, de orden n, es no degenerada 
si, y sólo si, su rango es igual a n. La transformación qa, inversa de 
a, es lineal y está dada por la igualdad (14). 


*) También se llama matriz no regular. (Nota del T.) 
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COROLARIO. La no degeneración de q, leva a la no degeneración 
de yx, y (A7) = A. Si, A, B, ... C, D son matrices no degene- 
radas de n X n dimensiones, entonces, el producto AB... CD tam- 
bién es no degenerado y (AB CD) = DACA BA, 

Para demostrarlo es suficiente fundarse bien en el corolario del 
teorema 2 del $ 5 del cap. 1, o bien en la simetría de la condición 
AA™ = E = A™A. 


La fórmula explícita para A- la mostraremos en el cap. 3. Ahora sola- 
mente advertimos que el cálculo efectivo de A ~! para la matriz A con coeficientes 
numéricos, o el cálculo del producto do dos matrices, aunque sea por el método 
indicado al final de este capítulo, habitualmente roquiere el cumplimiento de 
un gran númoro de operaciones. En la práctica nos encontramos con matrices. 
de orden n = 100 o más. Si A y B son matrices tales, entonces, para ol cálculo 
de C = AB, es necesario hallar nê elementos cı; do acuerdo con la fórmula (7) 
16 (9), lo que, en cada caso, requiere 2n — 4 multiplicaciones y sumas do núme- 
ros. En total es necesario realizar (2n — 1) n* operaciones, o sea, cerca de dos 
millones de operaciones cuando n = 100. Para las computadoras modernas esta 
tarea es relativamente fácil, pero las dificultades reales aparecen, 
hallar la potencia AM de la matriz A con exponente m > 1000, por 
nición A™ = AAM-=1, de hecho A” = ARAM=k, 0 < k < m, es consecuencia 
fácil de la asociatividad (véase el corolario del teorema 2), como esto será mostra- 
do en el capítulo 4 en un contexto más amplio. Para calcular AM se utilizan 
distintos procedimientos complementarios, basados en la especificidad de la 
matriz A, o bien tomados del curso de álgebra lineal. En calidad de ilustración 
examinemos tres ejemplos. 

k 


EJEMPLO 1. Si 


Adiag {an -y an= 


entonces, evidentemente, 


Am=diag(ar, .. 


EJEMPLO 2. Sen 
ae 
ob 


A= 


Entonces la inducción sobre m muestra que, 


e ead 
ama = |} 
oo m 
donde LEZA Mam .. + opm-t4om-i, En particular, con: 


a=b, tenemos 


a ela 


0a 


am mamic 
0 am 
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EJEMPLO 3. Por indicación sobre m no es difícil convencerse de que, la 
m-ésima potencia de la matriz 
01 
A=| 
J: 1 


tiene la forma 
(15) 


e E 


«donde los números enteros fa = 0, fı = 1, fa = 1, f3 = 2 se determinan 
mediante relaciones recurrentes fm} = fm + fm'n; Estos no, son, otra cosa 
que los números de Fibonacci (véase el ejemplo 2) al final del $ 3 del cap. 1). 
Introducimos la matriz 
== £ 
B=| 5 5 


=V 5n V5 


con determinante 1 (véase el $ 4 del cap. 1), donde 


5 
hæ Y , . 
Un pequeño cálculo muestra que, 
y -—? 
BA a y al E 
yin O da 


Pero, sí tres matricos cualesquiera A, B. C, de dimensiones n X n, do las 

cuales B es no degenerada, están vinculadas por la relación A = 8”ICB, entonces 
m æ= ACB-BACB . . . BCB = B-C™B 

(los multiplicadores interiores B8~t, sustituidos por Æ se «redujeron». En 

nuestro caso, teniendo en cuenta el ejemplo 1 y la rolación (15), tenemos 


-B 


fma fm 


| În ¡dt ma f ale- 
ye Eb 
AS as afle soe 
k Vian E -4 + le vero] 
vam llar, yal la * 


5 


{con estrellitas están indicados los términos que no nos interesan). 
Comparando los cooficiontes de las matrices del primer y del segundo 
miembro de esta igualdad, obtenemos, para el número de Fibonacci de orden m, 


ii ET- 
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Vemos, que Ing para m grandes (progresión geométrica), por 
Va 
cuanto lam, (2-0 


Hemos obtenido relativamente muchas reglas de operación con 
matrices cuadradas de orden n. Se tienen en cuenta las reglas JIM, — 
— JIM, (véase la observación al final del punto 1), la propiedad 
asociativa (corolario del teorema 2), (10) y el teorema 4. Prestemos 
de nuevo atención a Jas llamadas leyes distributivas: 


(4 +B)C=AC+BC, C(A+B)=CA+CB, (16) 
donde A, B, C, son matrices arbitrarias de M, (R). 
Efectivamente, suponiendo que A = (ay), B = (by), C = (cij), 


obtenemos para cualesquiera i, j = 1, ..., n, una igualdad (so 
utiliza la distributividad en RI): 


È, Card) 61 2, Cuca D batan 


de cuyo primer miembro resulta el elemento giy da la matriz (4 + B) C 
y de cuyo segundo miembro se tienen los elementos h;; y Ay de las 
matrices AC y BC, respectivamente. La segunda ley distributiva (16) 
se comprueba en forma totalmente análoga. La necesidad de ello 
está fundida por la no conmutatividad del producto en Mp (R). 
Las leyes distributivas 


(ptp E= o? + y, Elo +1) =E0+ Ep (16') 
para las transformaciones lineales p, 1, E, de R” en R" se pueden 
no demostrar, haciendo hincapié en la correspondencia entre apli- 
caciones y matrices, pero se puede, a su vez, deducir (16) de db, 
por cuanto en el caso de las aplicaciones el razonamiento es lo mismo 
de fácil: 

(o +9) E) (X) = (0 +) EX) = q EX) + p ED 
= (05) (X) + (05) (X) = (oë + 48) (X), X ER”. 


EJERCICIOS 


4. Dadas las aplicaciones 

a) [Zis Zas sos Zalm {zne + 

b) [zis Zap -ees Zn] [zi 74, 

€) [tar Fap oon Za] [io iHa + 
¿Cuáles de ellas son lineales? 

2, Verificar que 


ab 
‘=li al 


80392 
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> 
En particular, ad—beœ 1 => a—| A peristo o no A“? cuando 


ad—bc=0? 
3. Demostrar, que para cualquier matriz 


ab 
jal 
se cumple la relación 
A= (a+ dA — (ad — be) E 
fgn otros parabras, que A os saiz» de Ta ecuación cuadrada 2°— (a + 0) zt- 
O aa oair da aa A eS pará: obtener la 
matriz inversa A~! 


5. Demostrar que 


Am 


tacim i ma 
oabi =lo 4 A 
vos o o 1 
tac 
Hallar para |[O 1 b|| la matriz inversa. 


001 
6, Vorificar que 


o j 
AR a 

a nj 
al 


8. En las aplicaciones prácticas un papel destacado juegan las matrices 
de Márkov (o estocásticas): 


7. Demostrar que, st 


ja dim 
| | =0, entonces | 
ea 


P=) P>% Ñ pyet, J512, s n 
é 


Las aplicaciones lineales q, asociadas con las matrices de Márkov, habitual- 
mente se emplean para veclores-columnas especiales, los llamados probabitisti- 
cos (o de probabilidades) 


a 
Kiih in k 2120, 2 ami. 
Es 


La concordancia de estas dofiniciones, dictadas por problemas científico-natu- 
rales, so aprecia en las siguientes afirmaciones, las cuales es necesario demostrar 
aunque sólo sea pa n=? 

a) La matriz ? € An (R) ès matriz do Máxkov, propiamente dicha, siempre 
cuando junto con cualquier vector probabilístico X, el vector PX también 
resulta probabilístico (aquí PX = pp (X)), 
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b) Si P es una matriz de Márkov positiva (piy > 0, Vi, j), entonces, 
a cualquier vector probabilístico X le respondo un vector positivo probabibistico 
PX (todos sus componentes son rigurosamente mayores que cero). 

c) Si P y Q son matrices de Márkov, entonces, también la matriz PQ será 
de Márkov. Esto significa, en particular, que cualquier potencia PA de esta 
matriz también es matriz de Márkov. 


$ 4. ESPACIO DE SOLUCIONES 


1. Soluciones de un sistema lineal homogéneo. De las observacio- 
nes incorporadas a principios de los $5 2 y 3 se deduce que el siste- 
ma de ecuaciones lineales con matriz A de dimensiones m X n 
y columna B € R”, puede ser indicado sintéticamente en la forma 


ga (X) =B, a) 
AX =B a) 


(en el primer miembro se tiene e] producto de matrices de dimensiones 
mxnynXit). 

Imaginándoso por un momento que m =n y que la matriz 
cuadrada A, de orden n, no es degenerada (véase punto 3 del $ 3), 
obtenemos una solución, además única, del sistema (1'), multipli- 
cando ambos miembros de la relación matricial, a la izquierda, por 
Ark: X = EX =(A714) X = A"! (AX) = A™B. Esta cómoda es- 
critura simbólica de la solución del sistema cuadrado determinado, 
no nos libera de Jos cálculos, por cuanto la matriz A~} no nos es 
previamente dada. Pero no nos privaremos de la satisfacción de 
observar, que el aparato matricial desarrollado cn el $ 3, brinda, 
por lo menos, un placer estético. Utilicémoslo ahora para apreciar 
todas las soluciones del sistema (1). Con este fin, examinemos en 
principio el sistema homogéneo asociado, cuando B = (0, 0, ..., 0) = 


Se llama núcleo de la aplicación lineal qa: R” > R” al conjunto 
Ker pa = {X ER” | pa (X) = 0} 
(Ker del inglés kernel). En otras palabras, Ker pa es el conjunto 
de las soluciones del sistema homogéneo con matriz A. De hecho, 
Ker pa es un subespacio en R” (denominado espacio de soluciones 
del sistema lineal homogéneo), lo que ya se señaló al principio del 
$ 4 y que fácilmente sigue de la linealidad de la aplicación pa: 
X', X” € Ker pa > Qa aX’ + BX? = 
= aga (X°) + Boa (X) = 0 = aX’ + PX” € Ker pas 

A su vez, la imagen Im pa de la aplicación p4 es un subespacio en 
R": si B’ = p4 (X), B” = qa (X”) € Im ya, entonces y 
aB’ + BB" = apa (X) + Bos (X°) = pa (aX' + BX”) € Im qa. 
se 
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La compatibilidad del sistema (1) es equivalente a que B € Im pa. 
Sean 
s =dimKerqa, r= dim Im ọ4 


las dimensiones de los espacios Ker pa e Im pa. De la definición 
de dimensión en el $ 1 se deduce, que s < n, r < m. Al mismo tiem- 
po r< n, puesto que cualquier sistema linealmente independiente 
a (XÙ), -.., Pa (£0) en Im q, se puedo obtener sólo a partir 
del sistema lineal independiente X%), ..., X® en R”. Una infor- 
mación más exacta la da el 

TEOREMA 1. Tiene lugar la igualdad r + s = n. Luego, el número 
r = dim Im a coincide con el rango de la matriz A (y por esta causa r 
se llama rango de la aplicación lineal pa). 

DEMOSTRACION. Elegimos la base X, . . ., X(” del subespacio Ker 
Pa cR" y completamos al mismo hasta la baso X®, ..., XO, 
XUm, ..., X™ de todo el espacio R". Esto siempre se puedo 
hacer, como lo indica la demostración del teorema 2 del $ 1 (y el 
ejercicio 5 del $ 1). Para cualquier vector X = 2 aX E R” tene- 


mos 


a 
Da (X)= X 2 a (XO) = aer pa (XD) 0 aapa (X), 


tal que Imp, =(9A(XC'D).... Qa (X™)) y r<n—s. Los 
vectores Pa (X6*0), ..., Pa (X™) son linealmente independientes, 


por cuanto de 0= Y apa(X®)=pal Y 0x0) sigue, que 
KSH krti 
,X® 


Y a XWEKerqa, y esto, en virtud de la elección X+. 
RSs 


sólo es posible cuando d+ = ... = an = 0. O sea, r = n —s. 
Luego, por definición de ga para X = lz, ..., Tn] tenemos 

a (X) RDA. zp 0, o sea, Im pa = (40, ..., A™), 
Be la dimensión de la envoltura lineal (4%, A) de las 
columnas de la matriz A, precisamente es el rank A 

Un caso particular del teorema 1 ya nos es conocido: si A es 
una matriz cuadrada no degenerada de orden n, entonces Á y Pa 
tienen un rango máximo posible n. 

A fin de hallar la base del espacio de soluciones del sistema lineal 
homogéneo AX = 0 de rango r, elegimos en A r columnas básicas 
(el modo práctico de elección se indica en el siguiente capítulo). 
Con una permutación de columnas o, lo que es equivalente, con un 
cambio en la numeración de las variables, se puede conseguir que 
las columnas básicas sean las r primeras AÙ, .. ., AÙ. Cualquier 
sistema dor + 1 columnas AÙ, ..., AO, AC, k > r, será lineal- 
mente dependiente y basándose en el teorema í (v) del $ 1, se puede 
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representar el sistema por medio de Jas relaciones: 
A AM 
k=r+14,r+2,...,2. 
Los vectores-co lumnas 
X=", ae, d+ SEN 1, 0, 
20D 0,4, 


0, 


X= jat, g+, 


en cantidad de n — r son, evidentemente, linealmente independientes 
(a causa de la forma especial de sus últimos n — r componentes) 
y como soluciones del sistema (1) conformarán, por el teorema 1, 
la base del espacio Ker q, de todas ellas. 

Cualquier base del espacio de soluciones del sistema lineal homo- 
géneo AX = 0 de rangor, se llama sistema fundamental de soluciones. 
Al sistema (2) también lo llaman sistema fundamental normal. 
De acuerdo al corolario del teorema 1 del$2, su rango s=dim Im pa= 
=n —r, es igual al número de incógnitas independientes del 
sistema linea). 

Un cierto sentido «geométrico» de los sistemas de ecuaciones 
lineales descubre la siguiente afirmación (que en adelante, no nos 
será necesario). 

TEOREMA 2. Todo subespacio V Œ R" de dimensión s, es el espacio 
de soluciones de algún sistema lineal homogéneo de rango r = n — s. 

DEMOSTRACION. Sea V = (AW, ..., A(”). Al igual que en la 
demostración del teorema 1, completamos el sistema lineal inde- 


pendiente A, ..., A hasta la base AM, ..., AM, AC, ... 
= «y AC de todo el espacio R”. Cualquier vector-columna X = 
= (z; .... Zn] ER" se escribe univocamente en forma 
a 
X= Y rA AX", 
4% (3) 


donde A es una matriz cuadrada de orden n, compuesta por las 
columnas A, y X'=Íz, 2}, ..., 25) Como las columnas 
AÙ, ... A, son linealmente independientes, entonces rank 
A = n y, según el teorema 4 del $ 3, existe la matriz A”! = (ās) 


inversa de A. Tenemos 
x a a 
Izi <<, 2 l= XL 2y¡Zj, ed AR 


El corolario del teorema 4 del $ 3 muestra, que rank A-I = m, 
por eso, cualesquiera r filas suyas son lineaJmente independientes. 
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Por consiguiente, el sistema homogéneo 


á- 
© aqj33=0, k=s+i, on 
an Ap 
tiene rango r = n — s. Pero el conjunto de soluciones de este siste- 
ma está compuesto, precisamente, por los vectores-columnas X 
del tipo (3), para los cuales z141 = O, . . ., zh =0, o sea, exacta- 
mente, por los vectores del subespacio V. 

2. Multiformidades lincales. Soluciones de un sistema no homogé- 
neo. Sean V un subespacio en R”, y X° un vector perteneciente 
a R". El conjunto 

VS4N=(X 4 X ]XEV)]=X4V 


se llama multiformidad lineal tipo V y de dimensiones dim V. La 
figura geométrica 
yx” 
EK 
1 


X v 
0 

ilustra esto, en general, en una forma clara: V + X° es el espacio V 
trasladado. (desplazado) a la magnitud del vector X°. El subespacio V 
en R" también es una multiformidad lineal, que responde al despla- 
zamiento cuando el vector X° =0. Dos multiformidades lineales 
de tipo V coinciden oxactamente sólo, cuando se obtienen de V 
al ser desplazadas a una magnitud de los vectores X’, X” tales que 
X' —X"€ V (la pruoba de esta afirmación se lo deja al lector). 

En particular, si X’ es un vector arbitrario de la multiformidad 
lineal Y + X°, ontonces, V + X’ coincide con V + X°. 

Sean, por ejemplo, V = (E, £%, EW) c R*, X° = [0, 0, 
4, 4, 0l, X’ = [0, 0, 0, £, 0l. Entonces 


V+ Xx =V4X' = (lz, y z 1, 0] (2, y 2ER) 


Nos dirigimos a un sistema no homogéneo de ecuaciones linea- 
les (1). Supongamos, que el sistema (1) es compatible, o sea (según 
el teorema 2 del $ 2), los rangos de las matrices A y (4 | B) coinci- 
den. Sea X° = lz;, . . .„, zal una solución cualquiera dada de este 
sistema, tal que pa (X°) = B. Si X’ es cualquier otra solución 
del sistema (1), entonces, Pa (X' — X°) = qa (X') — pa (X°) = 
=B-—B=0. O sea, la diferencia X” = X’ — X°, entre dos 
soluciones del sistema no homogéneo (1), siempre es solución del 
sistema homogéneo correspondiente y X' = X" + X°. Por otra 
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parte, si pa (X) = 0, entonces 
Qa (X + X°) = Qa (X) + Da (X°) =0 +B =B. 
De esta manera, es cierta la siguiente afirmación. 

TEOREMA 3. Las soluciones de un sistema lineal no homogéneo 
compatible, llenan la multiformidad lineal del tipo V, donde V = 
= Ker pa, es el subespacio lineal de soluciones del sistema homogéneo 
correspondiente. 

3. Rango del producto de matrices. La operación de multiplica- 
ción de T . . . oqp aplicaciones convencionalmente se puede repre- 
sentar por medio del diagrama 


ARA mint 
que aclara, en el caso de aplicaciones lineales de espacios lineales, 
la implicación 
99 (U) q (V) => rank pp < rank q. 
Luego, la base del espacio y (U) se representa (como aplicación) 
en la base del espacio ọọ (U), de donde 
rank qp < rank p. 


rank qy < min {rank q, rank y). 4) 

Pero, rank qa = rank A, y rank AB = rank ay = rank Pap 

por eso, la desigualdad (4) lleva a la siguiente afirmación útil, 

TEOREMA 4. El rango del producto de matrices no es superior al 
rango de cada uno de los factores: 

rank AB < min (rank A, rank 2). Y (4) 

COROLARIO t. SiB y C son matrices cuadradas no degeneradas de 


órdenes m y n, respectivamente, y A es una matriz arbitraria m X n, 
entonces 


O sea, 


rank BAC = rank A. 

DEMOSTRACION. Por el teorema 4 tenemos rank BAC < rank 
BA = rank BA (CC=") = rank (BAC) C~ < rank BAC, de donde 
rank BAC = rank BA. Análogamente se establece la igualdad rank 
BA = rank A. D 
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COROLARIO 2 La matriz cuadrada Á de orden n, que tiene matriz 
inversa a la izquierda o a la derecha, no es degenerada. 

DEMOSTRACION. Supongamos que AB = E, para alguna matriz B 
de orden n. Como el rank E = n, entonces, la desigualdad (4') 
se vuelve a escribir en forma n < min (rank A, rank B}, de donde 
se deduce, que rank A = rank B = n. Pero esta condición es equi- 
valente a la no degeneración de A y B (véase el teorema 4 del $ 3). 
Análogamento, se establece la no degeneración de A en el caso 
cuando existe la matriz C, para la cual CA = Z. D 

De acuerdo con el corolario 2, la transformación lineal pa: R” => 
— R", invertible a la derecha y a la izquierda, tiene inversa de 
ambos lados, lo que atestigua la diferencia radical que existe entre 
las transformaciones lineales y las aplicaciones generales de conjun- 
tos (véase el ejercicio 2 del $ 5 del cap. 1). 

4. Clases de matrices equivalentes. Al igual que en el punto 3 
del $ 3, designemos por medio de £,; a la matriz de dimensiones 
m X m, en la cual en la intersección de la s-ésima fila con la t-ésima 
columna está el 1, y los restantes elementos son nulos (estas matrices 
a veces las llaman matrices unidades). 

Introducimos luego en Mm (R) las denominadas matrices ele- 
mentales: 


MP4 =E-=En—En+E4+Ey= 


1 
`o 1 
+e > st; 
1 e 
o 
1 
O) Fp (0M=E+Mu=| ... 2 > st 
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UN) F, 0) =E + (0-4) Eu = diag (1, LA 1D, 
+0, 


Sea A una matriz arbitraria m X n. Entonces, inmediatamente 
se comprueba, que la matriz A’ = FA se obtiene de A por medio 
de una transformación elemental (t.e) sobre las filas, del tipo (1) 
o (11) dependiendo de si será F = F, o F = F, (4). En el caso 
cuando P = F, (à), hablaremos de t.e. del tipo (ILI) (multiplia 
ción de la s-ésima fila de A, por 4). Análogamente, la matriz A” 
= AF se obtiene de A por medio de t.e. de columnas. Ya sabemos, 
del punto 2 del $ 2 y del ejercicio 2 del $ 2, que las t.e. de tipos (1) 
y (II), efectuadas sobre las filas y columnas de la matriz A, conlle- 
van a ésta a una forma diagonal. Puesto que 


a, í 
a 1 0 


T =F. (a,) Fa (az) ... F, (ar) 


0 o 0 o 
entonces, incorporando una t.e. del tipo (ITI), brinda la posibilidad 
de obtoner de A una matriz de la forma 
E, 0 6 
o o (5) 
(aquí los ceros significan matrices de dimensiones r X (n — r), 
(m—r) x r y (m—r) X (n — r)). De este modo, 


E, 0 
A A 


donde P; (correspondientemente Q;) es una matriz clemental de 
orden m (correspondientemente n). Varias veces se señaló que las 
operaciones elementales son invertibles. Esto concuerda con la 
existencia de las matrices inversas 


(Pa) Pass Fo A) = Po (A), Fs A) = F, (0). 


En correspondencia con el corolario del teorema 4 del $ 3, las matri- 
ces P=PP,, ... Py y Q = QQ: --- Q: también son inverti- 
bles: P = Pz"... PiPPa, QE = Qi... 303". Hagamos no- 
tar, que Pī’, Q5', son matrici elementales. 

Dos matrices A, B de dimensiones m X n, se llaman eguivalentes 
y se escriben A ~ B, si se hallan matrices no degeneradas, de orden 
m y n, correspondientemente tales, que B = PAQ. 


, (6) 
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Como es fácil comprender, ~ es relación de equivalencia: (i) A ~ 
~A (P = Em, Q = En); (ü) A ~ B= B ~ A, por cuanto B = 
= PAQ = A = PABQ B = P'AQ', C = P'BQ' =C = PAQ, 
donde P = P"P’, Q = Q'Q”. De acuerdo con los principios generales 
(véase el $ 6 del cap. 4), el conjunto de todas las m X n matrices 
se parte en relación de equivalencia — en clases disjuntas de matri- 
ces equivalentes. Como los rangos de las matrices equivalentes son 
iguales (véase el corolario 1 del teorema 4), entonces, el razona- 
miento que nos llevó a la igualdad (6), muestra que, en calidad de 
representantes de las clases, se pueden tomar matrices (5). Obtenemos 
la siguiente afirmación. 

TEOREMA 5 Æl conjunto de matrices de dimensiones m X n se 
parte en P = min (m, n) + 1 clases de equivalencias. Todas las 
os de rango r van a parar a una clase con los representantes 
le (5). 

CGOROLARIO. Toda matriz n X n no degenerada, se escribe en forma 
de producto de matrices elementales. 

Efectivamente, todas las matrices no degeneradas de orden n 
pertenecen a una clase con representantes que son matrices unidades, 
por cuanto sus rangos son iguales a n. La relación (6) 


Pra PQ +» Qe = E, 
vuelta a escribir en forma 
A =P... Pz 


sA a 


brinda la afirmación necesaria. $ 

No se afirma que Ja escritura de A en forma de producto de 
matrices elementales es única, pero, ol sólo hecho que exista tal 
escritura es sumamente útil. En particular, se puede utilizar en la 
búsqueda de la matriz iavorsa. De hecho, de (7) hallamos: 


A! = QQ + Q'PrPaxz oo o Pi = QP. 


Puesto que, a cada una de las matrices Py, Qy, le corresponde una 
transformación elemental, entonces, la cadena de transformaciones 


EA BB [Pide Pes Bel Picos 
ar. PA= P,... P, |P, ... PAQ (Q. 
see >P, ... PrlPs... P14Qi >. QriQr=-- Qe 
es realmente factible, aunque el número s + t de todas las trans- 
formaciones puede ser grande. Los productos que nos interesan 
están separados por trazos ondulados para recordar que son los resul- 
tados de las transformaciones elementales sobre las filas (en la 
parte izquierda) y sobre las columnas (en la parte derecha) de la 
matriz unidad. Para r < n llegamos a la conclusión, de que A es 
una matriz degenerada y no tiene inversa. Con r = n, nos queda 
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multiplicar Q por P, a fin de obtener A”! Notemos que el orden 
de las transformaciones sobre las filas y sobre las colnmnas se puedo 
cambiar. 


Examínemos dos ejemplos. 
Para la matriz 


123 
A=[ 456 
7389 
tenemos 
123 1.2 3 
d: 56 sio 0—3 —6 |j = 
7189 7809 
12 3 
E D —6 lo 
0 —6 —12 


= Fa Y Fa a (17) Fa, 1 (4) 


1.2.3 
0-3 —6 |o 
o 0.0 


Como en el segundo wiombro hay úna matriz escalonada de rango 2, entonces, 
rank A == 2. En consecuncia, A os una matriz dogenerada. 
lo la cadena 


0004 10600 
1000 0004 
Elo a o otro so of” 
0040 0010 
1000 1000 
0100 100 
rro vvod TET) 
001410 0004 
hallamos 
000 100 
100 vt. 
010 voa 
voto 1000 


en la práctica, los productos Fx, aF: 'a, aFy, a inmediatamente se hubiesen 


expresado explícitamente). 


El cálculo de la matriz inversa por el nuevo método, llamado 
ces (P, Q)-reducción de la matriz a la forma normal (5), es sufi- 
cientemente cómodo, aunque es temprano para hablar sobre sus 
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ventajos e insuficiencias basándose en los sencillos ejemplos exami- 
nados: no nos fueron necesarias, incluso, todas las transformaciones 
Pato Fea À), Fs 0). 


EJERCICIOS 
1. Obtener las reglas de operaciones con las matrices traspuestas (ver 
H(A +B) = tA + 1B; 
(AB) = (BA. 


ejercicio 1 del $ 2) 


columnas de la matriz AB se expresan linealmente 
(AB k= jy 
SiBA.) 


EN 


mostrar la desigualdad de Sylvester 
dim Ker qp < dim Ker ẹ + dim Ker p 


a 
para dos aplicaciones Jineales cualesquiera R” Zem rt. (Indicación. 
Examinar la restricción p= py de la aplicación p en cualquier subespacio 
VRM, Evidentemente Kor ip c Ker q. Por consiguiente, según el teorema 1 
(ya sabemos, que V se puede interpretar como RÀ, k < m, por eso el teorema 1 
es aplicable) dim V — rank q = dim Ker $ < dim Ker q, de donde, dim V — 
— dim q (V) < dim Ker q. Haciendo V = y (R") = hn, obtenemos defi- 
nitivamente: dim Ker py = n — rank qp= (n—rank Y) + (dim V—rank $) < 
Sdim Korp 1 im Kora). ida $ dl 

4. Demostrar, que toda: aplicación lineal Rm do rango r, s0 
escribe en forma de suma p = Qı + » - - + Qy de las aplicaciones qy de rango 1. 

5. Hallar el rango de la matriz 


Tv Fih 
TN Zala 


Zayi FnYa ese Zayn 


(Indicación. Mostrar, que Å = [zi -+ e Zal Wn ++" + Ya) | 


Tiðn 
Zyn 


A= 


Capítulo 3 
DETERMINANTES 


Las fórmulas (3) y (9) del $ 4 del cap. 1, para las resoluciones 
de sistemas lineales cuadrados de órdenes n = 2, 3, inducen a pen- 
sar sobre la existencia de fórmulas semejantes para cualquier n. 

A fin de cuentas, se trata de la interpretación correcta, en cada 
una de estas fórmulas, del numerador y del denominador. Las mira- 
remos como los valores de alguna función «universal» det: M, (R) — 
> R del conjunto de matrices cuadradas de orden z en R. La con- 
formación efectiva de Ja función det (doterminante) también da 
respuesta a muchas otras cuestiones sobre matrices, formuladas en el 
cap. 2. En efecto, ol papel do la teoría de determinantos en las mate- 
máticas es mucho más amplio que los temas tratados por nnsotros, 
y cada una de las aplicaciones de esta teoría, indican caminos propios 
para su formulación. Uno de los enfoques más naturales es el geo- 
métrico, basado en la analogía «determinantes de matrices-—volú- 
menes de figuras polidimensionales» (véase el ejercicio del $ 4 del 
cap. 1) y en las n-formas externas. Como para esto se necesita un 
poquito más de geometría, nos quedaremos en el camino «analiti 
co», 
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1. Construcción por el método de inducción completa. Considera- 
remos, que el determinante 1 X 1 de la matriz (@,) es igual al 
número a. El determinante de Ja matriz de dimensiones 2 X 2 
y 3 X 3 son introducidos, respectivamente, por las fórmulas (2) 
y (8) del $ 4 del cap. 1. En el último caso, el determinante de la 
matriz 2 X 2 se dejó premeditadamente «sin desarrollar». Por eso 
mismo se subraya la base de la inducción que nos disponemos a usar 
para la construcción de determinantes de matrices n X n. 

Sea, que los determinantes de las matrices de órdenes 1, 2, ... 
+ + .y R — 1 ya han sido introducidos. Llamamos determinante de la 
matriz A = (a) a la magnitud 


D=0a4D, — nD +... + (00,40, (0) 
2 Formas analíticas de exposición de la teoría do determinantes, hay va- 
rias. Èn este capítulo al igual que en el $ 4 del cap. 1, nos atenemos a las lec» 
ciones de T. R. Shafarévich (profesor de la Universidad de Moscú), suponiendo, 
que un ejercicio de más, por el método de inducción es útil por sí mismo. En 
todo caso, prácticamente, los principales modos para calcular los determinantes 
de matrices se obtienen bastante rápido, aunquo, posiblemente, la exposición 
basada on la fórmula de «desarrollo completo del determinante» (véase $ 3 
del cap. 4) sea un poco más sencilla en A. G. Kurosch, Curso de álgebra superior, 
Ed. «Mir», Moscú, 1977. 
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donde D, es el determinante de la matriz de orden n — 4: 


que se obtiene de 4 tachando la primera columna y la k-ésima fila. 

Es fácil convencerse de que la expresión (1), cuando n = 2, 3, 
concuerda con Jas expresiones (2), (8) del $ 4 del cap. 1. El determi- 
nante de la matriz A = (a) se designa con el símbolo | A |, o tam- 
bién por medio de | a; |f o det A. Los trazos verticales se usan 
preferentemente, cuando la matriz A se escribe explícitamente. 

Si en la matriz A se tachan la ¿ósima fila y la j-ésima columna 
y se deja Ja misma disposición de los elementos restantes, entonces, 
so obtiene una matriz cuadrada de (n — 1)-ésimo orden. Su determi- 
nante se indica por medio de My y se llama menor de la matriz A, 
correspondiento al elemento 4; 

Con las nuevas designaciones, la fórmula (1') adquiere la forma 


det A = My — 4 Ma +. + (DM (1) 


En palabras, so expresa así: se considera determinante de una 
matriz cuadrada de n-ésimo orden, a la suma algebraica de los productos 
de los elementos de la primera columna, por los menores correspondientes, 
además, los productos se toman con signos alternados. 

Si en lugar do la primera columna se toma la k-ésima, y los meno- 
res My se sustituyen por los Mia, entonces, como veremos más 
adelante, se obtiene una expresión que, a lo sumo, se diferencia 
del det A en el signo. 

En adelante, al igual que en el cap. 2, los símbolos 


Ai = (liz, Gins +» -s Cin) 
AÙ = lay, arj o or angh 
indicarán, respectivamente, la i-ésima fila y la j-ósima columna 
de la matriz A = (ay). La propia matriz A se representa, bien 
como unión de sus filas: 
A m lAr An -o An] 
(columnas de filas), o bien como unión de sus columnas: 
A = (AW, AD, .... AM) 
(fila de columnas). Convengamos en adelante en llamar, a las filas 
y columnas do la n X n-matriz A también filas y columnas del 
determinante | a1, | de orden n. 
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De acuerdo con la definición, | |= det, es una función, que 
confronta a la matriz cuadrada A, algún número | A | = det A. 
Nuestra tarea, es estudiar el comportamiento de esta función cenando 
varían las filas o las columnas de la matriz A, consideradas como 
elementos (vectores) del espacio lineal R”. Si se quiere, para noso- 
tros, det A es la designación sintética (en el espíritu del punto 2, 
del $ 5 cap. 1) de la función 

det [An o.. Anl o det (AD, ..., AM) 
de n variables, que son vectores de R”. 

A la función arbitraria Z: (4), ..., Anl J (Az. + .+ An) Ja 
llamaremos multilineal, si ella es lineal para cada argumento At, 
o sea 
F (Ap... 04 + BAR An) = 

a (Ay Al A ED As RE E S) 
(comparar con el punto 1, $ 3 del cap. 2). La misma función se 
llama antisimétrica, si 
S (An -e ss Ap Aro A= 

mæ D (Ay y Ann Ano AILS D 

OBSERVACION 1. De la definición de funciones lineales (véase (4) 


del $ 3, cap. 2) se puede concluir, que la función 2 es multilineal 
precisamente entonces, cuando, siendo fijas 


Ars Át- Año + + + An y cuando A = X = (ti ++. -y Za) 
tenemos 

D (Ar An) = Ty + agt + -oo — adas 
donde ær, +... Gn son escalares, no dependientes de ty, ..., Zne 


OBSERVACION 2. La relación antisimétrica de la función multi- 
lineal J es equivalente al cumplimiento de la relación 


D (Ars o.. Año X, X, Artn +, An) =00, 
1<i<n—1 (2) 
En efecto, haciendo 4; = 414, = X en (2), llegamos a (2): 
Por el contrario, con X = A, + A+, de (2') so deduce, en virtud 
de la multilinealidad de 2, la relación 
Dl An An AD o An Ain -o)l 
ED (An Ann EZ A An = 
=D (o. Ai + Aisn Ai + Ar + =O 
Los primeros dos términos son nulos (hacer en (2’), respectivamente, 
X = A1 y X = Aj4,), por eso es nula la suma de los dos últimos 
términos, lo que es sólo otra escritura de la relación (2). 


Las mismas definiciones y observaciones se refieren a la función 
Z (AD, ..., AC) de vectores-columnas. Más aún, la condición (2) 
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de relación antisimétrica es aplicable a cualquier función J: MM — 
— R, donde MU” es una potencia cartesiana de algún conjunto M. 

En adelante tendremos necesidad del 

LEMA 1. Al permutar de lugar dos argumentos cualesquiera de una 
función antisimétrica, ésta cambia su signo. 

DEMOSTRACION. Sean permutados los ¿-ésimo y j-ésimo argumen- 
tos, siendo ¿< j. Efectuamos una inducción para un número k = 
= j — i — 1 de argumentos, entre el par permutado. Cuando k =0 
la afirmación del lema coincide con la definición de la función 
antisimétrica. Sea que el lema se cumple para todos los j — i — 
—1 <k. Entonces 


I (e.o Xn Xito -oe Xj Xp + > > 
WF, sa Xig Biser Xp Xp c 
a il E A PE E 
E EE A Ka so E T 


2. Propicdades principales de los determinantes. El concepto de 
determinante, introducido por nosotros, hasta ahora no es efectivo. 
Nos queda por obtener una serie do propiedades de los determinantes 
(más exactamente, funciones det), cómodas, tanto desde el punto 
do vista teórico, como para el cálculo. 

La relación trivial det (a + b) = det a + det b para determi- 
nantes de primer orden, puede llevar a una conclusión falsa, de que 
aquella se cumple para los determinantes de orden n (mostrar un 
ojemplo cuando n = 2). El caso de n = 2, sugiere una interpreta- 
ción más exacta de la relación examinada: 


ar tpr, az, + Ba, 
an a 


= (0, HBr) aa — (cx, + Pa) az = 


=a (2029 — 75021) +P (2000 — 25021) = 


5 % i a 
za + . 
anu ûn b Ma Gad 
De nuevo observamos, que 
y la la an tol 
= A -= 
an an an aahi 10 1 


De este modo, existe fundamento para suponer que es veraz el 

TEOREMA 1. La función A — det A en el conjunto My (R), tiene 
las siguientes propiedades: 

DÍ. det A es una función multilineal de las filas de la matriz A, 
o sea, el determinante de la matriz es función lineal de los elementos 
de cualquier fila Ay. 
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D2. det A es una función antisimétrica de la fila de la matriz A 
(en otras palabras, el determinante es nulo, si algunas de sus filas 
vecinas coinciden) 

D3. det E 

DEMOSTRACION. Utilizamos la inducción sobre n. Para n = 1, 2, 
Jas propiedades D1 = D3 están comprobadas. Considoraremos que 
las tienen todos los determinantes de orden <n. Demostremos 
D1-D3 para un determinante de orden n, a partir de la fórmula (4). 
Comenzamos por la propiedad D3. 

D3. Si 


El Tou 


a te š 


0 Oir dl 


entonces, en la fórmula (1) será a; = 0 para i Æ 1 y an = 1, por 
eso, det E = Mı. El determinante My, tiene la misma estructura 
que el det Æ, pero su orden es igual a n — 1. Por presupuesto de la 
ra TR! podemos considerar que Mi =1 y, por consiguiente, 
lot E = 4. 

Las propiedades Df, D2 las demostramos en una situación un 
poco más general, descrita por el siguiente lema. 

LEMA 2 Sea Dj: Mn (R) >R, una función expresada por la 
fórmula 


Di (A) = My —4 My + AN Mg (3) 


(por presupuesto de la inducción, todos los determinantes Myy de orden 
bo 1 nos son conocidos, por eso la función D; está correctamente 
lada). 
'ntonces, tienen lugar las afirmaciones: 

DA. D; es una función multilineal de las filas de la matriz A; 

DJ2. D, es una función antisimétrica de las filas de la matriz A. 

DEMOSTRACION. DÍ. A fin de destacar el carácter variable de los 
elementos de la ¿ésima fila, hacemos z, = ain s=4,... ni 


Gj sse Cn 


e Ora y «+ Lig, 


ig 


An ass Gng 


El menor My, no depende de zi, .. ., Za, así que æy = (—4)="M yy 
es una constante, Cualquier otro menor Mas, k i, contiene, en 
1-0392 
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calidad de una do sus filas, a (Zy -- + TJ-t, Zj+1» + > +» Zn), y todas 
sus filas restantes son constantes. Por presupuesto de la inducción, 
May es función lineal de las variables Zy, +++ Zjoa Zj4ar >> > Zar 
o sea, de acuerdo a la observación 1, 


My = 2 Artn kai. 


Haciendo ahora a, = 2, (— 4) arsar 3, 57], llegamos a la expresión 
> 


D,(4)= Y Das = 


pe 2 Y Ly Y) Ons: 


=ar D(X (10 ano) = D, te 


que significa, que Z; (4) es función lineal do los elementos zy, « . - 
+ « -s Zn de la ¿ósima fila de la matriz A 

D;2. En correspondencia con la observación 2 del punto 2, es 
más cómodo demostrar la igualdad Ø; (4) = 0 para la matriz 


an A 


Am 5 
EA 
Gns +.» nj .00 Gna 
con dos filas iguales A; = Ain = (To -e Ep oos Zn), El 


menor May, k = i, i + 1, también contiene dos filas vecinas iguales 
(Zis «+» Tjoa Zy+rr > + «+ Za) de largo n — 1. Por eso, por presu- 
puesto de la inducción Mp; = 0, k + 1, ¿+ 1. La fórmula (3) se 
vuelve a escribir en la forma 
D(A) = (Y 2My + Y 2 Mira yo 
Pero, evidentemente, My, ; = Mi+1 y ASi que 
D; (4) = (4) 2, (My — Misa) 0. E 
Haciendo j = 1 en la fórmula (3), y comparando la expresión 
obtenida con la fórmula (1), llegamos a la igualdad 
T, (A) = det A. (4) 
En consecuencia, las propiedades D1, D2 de los determinantes 
están contenidas en la afirmación del lema. El teorema 1 queda 
demostrado. Y 
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Describamos más detalladamente la propiedad Di: 
Di”. det [Ay ....., Adn -s Aal = A dot lp Ajo +. 
+ And, o sea, al multiplicar ias "fila A, del determinante por 
el, ‘propio determinante queda multiplicado por à. En particular, multi- 
plicando a todas las filas por à, obtenemos 


det 2A = A" det A. 


D4”. Si para alguna i, todos los elementos de A; tienen la forma 
ayy = aj + dj, entonces, det A = det A” k dot A”, donde 4j = 
= Aj = A; para jÆ i, yA = (@, -.., 4), AF = (47, ..., n). 

Del teorema 1 surgen varias afirmaciones sencillas, que formu- 
lamos en forma de propiedades de los determinantes, pero que demos- 
traremos para cualquier función y, definida por la fórmula (3). 
El paso a los doterminantos es provisto por la igualdad (4). 

D4. Un determinante con una fila nula, es nulo. 


Sea, por ejemplo, A; = (0, Ô, . .., 0). Entonces, y 24; = 
= (0, ..., 0). En consecuencia, por Dy1: 
D, (4) =D, (Ay... Ano 
=D, (Ay. -.., Y - 
= 2D; (Aj, ..., An- 


de donde, Z; (4) = 0. 

D5, Al permutar cualesquiera dos filas (y no sólo vecinas), el deter 
minante cambia su signo por el contrario. 

Para cualquier función J; (4), esta propiedad surge de D,2 
y del lema 1 

D6. Si en la matriz cuadrada A dos filas coinciden, entonces, su 
determinante es nulo. 

Tomamos de nuevo una función arbitraria J) (4). Intercam- 
biando de lugar las dos filas coincidentes As, Az, 0n A. obtenemos 
Ja misma matriz A. Por otro lado, de acuerdo a Ja propiedad D5 
(más exactamente, la propiedad D;5 para Z), 2, (4) toma el 
signo contrario. Así, D; (4) = —D; (4), de donde 29, (4) = 0 
y 2, (4) = 

D7. Un Ad a no varía, si sobre sus filas se efectúan trans- 
formaciones elementales del tipo (11). 

Es suficionto oxaminar el caso cuando se emplea nna sola trans- 
formación elemental. Por ejemplo, al sumarle a la s- ta fila de la 
matriz A su t-ésima fila multiplicada por », se obtuvo la matriz A”. 
Entonces, en correspondencia con las propiedades Di y DG (más 
exactamente, DA y DÆ, para F;) tenemos 


da PE And = 
E) O A T 
4)=2, (4). i 


100 DETERMINANTES car. 3 


Las propiedades demostradas permiten calcular, en forma rela- 
tivamente fácil, un determinante de orden n. Uno de los métodos 
consiste en lo siguiente. La matriz A = (a;;) se debe reducir, por 
medio de transformaciones elementales, a una forma triangular 
(véase $ 3 del cap. 1). Sea que obtenemos la matriz 


AS 
- Gn (5) 
DO) e 


Supongamos, que en el proceso de reducción fueron realizadas q 
transformaciones elementales del tipo (I), y alguna cantidad de 
transformaciones del tipo (II). Como las últimas no modifican el 
determinante; (propiedad D7), y cada transformación del tipo (1) 
lo multiplica por (—1), entonces, det A = (—1)* det A*). Demostra- 
remos que 
det Á=8y0zz +» - Gnn: 
En ese caso 
det A=(—1)? yaz >>. Gnn- (6) 

Esta será una de las fórmulas para el cálculo de det A. 

Demostremos la fórmula para det Á por inducción sobre n. 
Como dy = ... = äp = 0, entonces, de acuerdo a (1), det 4= 
= a M1, donde 


0.0 ... Gan 
es un determinante de orden n—1. Por presupuesto de la inducción 
Mut +. Tun» Por oso, det A= a,u My = Gtr -Ann 
Ahora, apoyándonos en la fórmula (6), establecoremos un impor- 
tante hocho, que concierne al papel de las propiedades D1-D3 de 
los determinantes. Procisamente, tiene Jugar el 

TEOREMA 2. Sea D: M, (3) > D, una función que tiene las siguien- 
tes propiedades: 

(i) J (A) es función lineal de los elementos de cada fila de la matriz 
AE Mn (R); 


$) Hay que hacer notar, que hubiésemos podido reducir la matriz A a una 
forma escalonada, con ayuda de transformaciones elementales (sobre las filas) 
del tipo (IT) solamente, que no cambian el signo del determinante, entonces, 


en la demostración no habría) necesidad de usar el multiplicador (—4)%, 
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(li) cuando se permutan dos filas vecinas, Z (A) cambia de signo 
(en otras palabras, D(A) es junción multilineal y antisimétrica de las 
filas de la matriz). 

Entonces, existe una constante p, no dependiente de A, tal que 


D (A) = p-det A. 


El número p se determina de la relación p = L (E), donde E es una 
matriz unidad, 

DEMOSTRACION. Según el lema 12 (4) cambia de signo al permu- 
tar dos filas cualesquiera, o sea, con cualquier transformación 
elemental del tipo (I). Luego, un razonamiento análogo al efectuado 
para demostrar la propiedad D7, muestra, que 4 (4) no varía, si 
las filas de la matriz Á se someten a una transformación elemental 
del tipo (11). 

Reducimos la matriz A, con ayuda de transformaciones elc- 
mentales, a la forma triangular (5), donde, claro que algunos de los 
Āu pueden ser nulos. Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, 
tenemos dos fórmulas 


det A=(— 1) det A=(—1)0Z ¡022 -.. Gnn (ver (6), 
DA)=( ANDAS, 


donde q es el número de transformaciones elementales del tipo 
(1), efectuadas durante el paso de A a A. La igualdad que necesita- 
mos J (A) = p-det A es, evidentemente, consecuencia de la fór- 
mula 


D (4) =D (E)-Gy1 ~-~ Cano (7) 


que ahora demostraremos (hablando con propiedad, (6) es consecuen- 
cia de (7), por cuanto, para 2 = det, en virtud de la propiedad D3 
será D (E) = 1). 

De acuerdo a la condición (i) del teorema, podemos sacar al änn 
fuera del signo J: 


AAN IAEA 
0 se 1 


Le aplicamos ahora a A una transformación elemental del tipo (1): 
restamos de la ¡-ésima fila, que se encuentra bajo el signo de, 
de la matriz, la última fila, previamente multiplicada} por aim. 
Con esto, los elementos de la última columna se anulan] (excepto 
Õnn = 1), y los restantes elementos de la matriz no sufren“cambios. 
Aplicamos el mismo razonamiento a la penúltima fila de lafnueva 
matriz obtenida, y así sucosivamente. Cada vez, el siguiento ele- 
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mento Gy se saca fuera del signo J y el razonamiento se repite, 
Ejecutándolo z veces, nos convencemos de que 


ppt 


40 
Dun $ 


D(A) 


y esto es la fórmula (7). $ 

Así, las propiedades D1—D3 caracterizan univocamente a la 
función det. Por esta razón, las consideramos propiedades básicas 
de los determinantes. Desde un principio se podría haber llamado 
determinante a la función J, poseedora de las propiedades D1—D3, 
pero, en ese caso, es necesario establecer su existencia. En nuestro 
caso, la existencia está provista por la propia construcción de la 
función det, por la formula (1). 

Teniendo en cuenta la futura aplicación del teorema 2, no inclui- 
mos en su formulación la condición normativa 2 (E) = 


EJERCICIOS 


1. Utilizando la fórmula (1) y la regla de los signos on ol desarrollo do un 
determinante do torcer orden (ejercicio 1 del $ 4 del cap. 1), escribic íntegra- 
mente todos los productos que entran en el dosarrollo le un determinante de 
cuarto orden. Prestar atención al número total de términos en el desarrollo 
y hagor la prueba de hallar la regularidad on la distribución de los signos 

En ol sogundo miombro de la fórmula (1) hay n sumandos. A Su voz, 
cada o monos My se indica en forma de combinación lineal de sus n — 1 menores 
— 3, y así sucesivamente. En total, on ol desarrollo do un determi- 
e (ajo, do ordon n ontran n(n — 1) > 3-2-8 nl (no factorial) 
productos del tipo ajii - « » Gian Con signo +ó —. Mostrar que 
mat) 


anat(—i) ams, eo Mine 


det (a) = arian +- 


3, En buse a las observaciones del ejercicio anterior, empleadas respecto 
al determinanto det (ay) con gu = A, para i, J = 1, 2, -= n mostrar, que 
on ol desarrollo do cualquier dotorminante do orden n, exactamente la mitad 
de los productos 4,142 -Ginn entran con signo +. 

4. A la fuución antisimótrica A= R" R’ do tres variables z, y, 2: 


A (z, y, 3) = (y — 3) (z — 1) (4) 


escribirla en forma de determinante de tercer orden. 
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1. Desarrollo de un determinante por cualquier columna, Esta- 
mos ahora on condiciones de contestar a la pregunta que involunta- 
riamente surgió al construir la función det: ¿juega o no la primera 
columna un papel especial en la fórmula recurrente (1) para el 
determinante de n-ésimo orden? La respuesta está contenida en la 
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fórmula siguiente: 
det A= Y (=D aMi o 


Para la demostración, es suficiente aplicar el teorema 2 del 
$ 1 a la función Z; del lema 2 del $ 1. Obtenemos la relación 


Z; (4) =D) (E)-det A. 


Pero, de acuerdo con la fórmula (3) del $ 1, Z; (E) = YA 
O sea, J; (A) = (—1/! det A. Luego de multiplicar ambos miem- 
bros de esta igualdad por (—1Y=* nos queda det A = (—4)/D, (4), 
que sólo es otra escritura de la fórmula (1). Esta expresión se vuelve 
más simétrica si introducimos el llamado complemento algebraico 
Ay = (A)'+1M ¡y del elemento a del determinante A. Formule- 
mos el resultado obtenido. 

TEOREMA 1. El determinante de la matriz A es igual a la suma de 
los productos de alguna fila por sus complementos algebraicos 


dot A= 2) 01341. I (2) 


En esta afirmación todas las columnas ya juegan igual papel. 
Cuando j = 1 ella se transforma en el desarrollo inicial (1) del $1, 
introductorio del concepto de determinante. Acerca de las fórmu- 
las (1) y (2) se dice, que ellas brindan el desarrollo de un determinante 
por su j-ésima columna. 

Aparece la tentación de comparar a (2) con la suma análoga por 


el segundo índice: À aA: Pronto, veremos que se obtiene el 
A 


mismo significado del det A. 

2. Propiedades de los determinantes respecto a las columnas, Em- 
ploando el teorema 1, podemos obtener toda una serie de nuevas 
propiedades de los determinantes. 

Teorema 2. Las propiedades D1—D? del $1,se cumplen no sólo para 
las filas, sino que también para las columnas de los determinantes. 

DEMOSTRACION. Como fue convenido al principio, det A = 
= det ÍA, -... An] = det (AÙ, ..., 40). Del $ 1 so ve, que 
las propiedades D4-D7 son totalmente consecuencias formales de las 
propiedades D1-D3, y, por consiguiente, demostrando sus analogías 
para las columnas, automáticamente obtenemos las restantes propie- 
dades en relación a las columnas. Pero la propiedad normativa D3 
ocupa un lugar especial y no se refiere ni a las filas ni a las columnas. 
De este modo, nos quedan por examinar las propiedades D1 y D2. 
Las demostraremos por inducción según el orden z del determinante. 
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Partiremos de la fórmula (2). Ella directamente muestra, que 
el det A es función lineal de los elementos de la j-ésima columna, 
por cuanto los complementos algebraicos As; no dependen de estos 
elementos. Por eso mismo, la propiedad 4 queda demostrada. 

Demostremos la propiedad D2, es decir la antisimetría de la 
función det (AW, ..., A), Para n = 1 la propiedad D2 carece 
de contenido. Para n = 2 es fácil comprobarla inmediatamente: 


a b 
ed 


Sea n > 2. Supongamos que se permutan las columnas AÙ y 40D, 
Utilizamos la fórmula (2) con j 4 k, k + 1. En el menor Mı; (o en 
el complemento algobraico A yy) se contienen ambas columnas A», 
AČ=+D, pero en forma acortada: sin los elementos ai, 012412 Por 
presupuesto de la inducción, al permutar dos columnas, cada menor 
cambia de signo. Por lo tanto, también 


det (..., A, AD, j= —det (o... 40D, 40, ..). B 


3. Transposición de un determinate. Recordemos el concepto ine 
troducido en el ejercicio 1 del $ 2 del cap. 2. La matriz rectangular 
de dimensiones n X m, en Ja que su i-ésima columna, i = 1, 2, ... 
+ + «, M, coincide con la ¿-ésima fila de la matriz A de dimensiones 
m X n, se llama matriz traspuesta de A. La matriz traspuesta de A 
se anota por medio de 'A o de A'. En consecuencia, si A = (aij), 
IA = (ai), entonces aij = a. Así 
La columna se puede considerar como una fila traspuesta 


aia ba 
=ad—b= —| 3 ¿[o 


o 
CE 
~w 
GEN 
w o 
“wo 


48 
La columna se puede considerar como una fila traspuesta 
izy -o so Fal m E(t 10 29: 2a). 
En el caso de matrices cuadradas se dice también que el determinante 
ün an o... am 
an la 


det A= 


Osn Gnz «+» Ann 

se obtuvo por trasposición del determinante det A. Explícitamente 
la operación de trasposición de una matriz (determinante) de orden n, 
se puede presentar en forma de giro de la matriz (determinante) 
alrededor de un eje inmóvil, su diagonal principal. El giro alrededor 
de la segunda diagonal (no principal) es mucho menos usado. 
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TEOREMA 3. El determinante de la matriz traspuesta coincide con 
el determinante de la matriz inicial 


det tA = det A. 


DEMOSTRACION. Examinemos la función Z: M, (3) ->R, que 
es composición A >> ‘A —» det '4A de la función de Iraslado a la 
matriz traspuesta y a la función det. La función 4 posee las pro- 
piedades (i), (ii), formuladas en el teorema 2 del $ 1. En realidad, 
por el recién demostrado teorema 2, la función ‘A — det ʻA poses 
las propiedades D1-D7 respecto a las columnas de la matriz A, o 
sea, respecto a las filas de Ja matriz A. De este modo, £ es función 
multilineal y antisimétrica de las filas de la matriz. Por el teore- 
ma 2 del $ 1 tenemos J (A) = Z (E)-det A = del 'E-det A. Pero, 
1E = E, y por eso, det E — 1. Luego, F (A) = det A. 

En correspondencia con el teorema 3, las filas y Jas columnas 
de un determinante gozan los mismos derechos: las propiedades, 
expresadas en términos de sus filas, también se expresan en términos 
de sus columnas, y viceversa. Por ejemplo, juntamente con el teo- 
roma 1 sobre el desarrollo de un determinante por sus columnas, es 
correcto el 

TEOREMA 1. El determinante de la matriz A es igual a la suma de 
los productos de todos los elementos de cualquier fila dada, por sus 
complementos algebraicos: 


a 
der AY, ayd B 


A esto se le puede agregar ol criterio siguiente: si alguna fila (alguna 
columna) del determinante det A, es combinación lineal de las filas 
restantes (columnas restantes), entonces, det A = 0 (véanse las propie- 
dades D1', D1” y sus análogas para las columnas). 


Los dos ejemplos siguientes sirven para ilustrar las propiedades obtenidas 
de los determinantes. 
EJEMPLO 1. El determinante 


O E 
a a n 


An=jat ag ah [mAn Fa eos Tad 


apt opt ge 
vinculado con el nombre de Vandermonde, se cualcula por la fórmula 
an= [tz 6 
15 jon 
o, en una escritura más detallada 
An = (z3 — 25) (33 — B) +++ (En — a) (Ta = Ta) -o o (En — Ta) + 


-En — Fat) 
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En particular, cuando los olomentos son distintos do dos en dos zy 
el determinante de Vandermonde es diferento de cero. Esta propiod: 
frecuentemente. Per el teorema 3 también tenemos} 


TE e aj 
ta à 


T E 


Para demostrar la fórmula (3) aplicamos Ja inducción sobro n. Consido- 
rando, que Ap, m3< n, se calcula por medio de la fórmula (3), y apoyándonos 
on la propiedad D7, restamos de cada t-ésima fila del determinante A, la 
{i — 1)-ésima Sila, mult 

1 


ù ap 
ùa 


Surge la idea do desarrollar ahora a An por la primera columna, y al dotormi- 
nante do orden n — 1 que so obtenga, sacar de la j-ósima columna (j = 4, 2, ... 
$a n — 1) fuera del signo del determinante, el multiplicador común zj41 — 2 
¡propiedad D1’ para las columnas). Llegamos a la expresión 


i i wt 


E E O 


apt ap a ae 
= (raz) (fnm) +++ (amti) A (Em 780 
que coincide con (3), por cuanto, por presupuesto de la inducción A (: 
ceas, (3—2). 


i<i&n 
EJEMPLO asi La matriz A= (a;;) dol tipo 


—ün —%an —â 0 
ae denomina antísimétrica (de su determi e también se dice m es antisi- 


métrico). En otras palabras, 'A = —A. Teniendo en cuenta el teorema 3, 
tenomos 


det A = dot 14 = det (—4) = (—41)% dot A, 
de donde {t + (—1)9-1] det A = 0, Para n impar obtenemos det A = 0, o seas 
el determinante de cualquier matriz antisimétrica de orden impar, es nulo. 


„4. Determinantes de matrices especiales. Cuanto más ceros hay 
entre los elementos de Ja matriz A, «cuanto mejor» ellos se encuentren 
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dispuestos, tanto más fácil resulta calcular el det A. Esla idea intui- 
tiva encuentra en algunos casos una expresión cuantitativa exacta. 
Por ejemplo, sabemos (véase el punto 2 del $ 1), que el determinante 
do una matriz triangular (superior o inferior) os igual al producto 
de los elementos que se encuentran en la diagonal principal. Otro 
caso particular importante contiene el 

TEOREMA 4. Para el determinante D, de orden n + m, en el que, 
en las intersecciones de las primeras n columnas con las últimas m filas, 
sólo se encuentran ceros, tiene lugar la fórmula 


Qis Qin ino + G, ntm 


sis le 2 


(ol determinante del primor miembro do esta igualdad se lama 
cuasitriangular, o determinante con un ángulo de ceros). 

DEMOSTRACION. Fijemos en principio n (n + m) elementos ay 
y consideremos al determinante D como una función de los ele- 
mentos baz, que conforman la matriz cuadrada B de orden m. La 
función obtenida se puede considerar como una función de la matriz 
B:D = I (B). 

Es claro, que la multilinealidad y la antisimetría del determi- 
nante D respecto a las últimas m filas, es equivalento a las mismas 
propiedades de J (B) en relación a las filas de la matriz B. Quiere 
decir, que es correcto aplicar a Z (B) ol teorema 2 del $ 1, de acuerdo 
al que Z (B) = J (E)-det B. Por definición de la función Z te- 
aomos 

At -ae Ayn Qinti see Di, ntm 


nn An, nt -te Gn, ntm 
0 1 s 0 


O ...0 4 no A 


Desarcollemos a Z (E) por la última fila (véase la fórmula (2), 
luego por la penúltima, etc. Repitiendo esta oporación m veces, 
nos convencemos de que Z (E) = det A, donde 


Oy o... Gn 


A 


Gni ses Ann 
Definitivamente obtenemos: D = Z (8) = del A-det B. Y] 
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Con las nuevas designaciones, la fórmula del teorema 4 adopte 
una forma más compacta 


ac 
É g|- taaez. (4) 


Aquí, A y B son matrices cuadradas, y la matriz nula O y le 
matriz Č son rectangulares. Apoyándonos en los teoremas 3 y 4 
o en los razonamientos utilizados en el transcurso de la demostración 
del teorema 4, sin trabajo establecemos que, 


del 


ao 
an| cB |- det A-det B. A 
A veces, prueban de escribir exactamente la misma expresión para el 
determinante dee 2. aungue iumediatamente so sugiere un 


1 

contraejemplo seucittisimo ||? $ || —t. Toda la cuestión radica on el 

signo. La respuesta conecta se obtlone mediante permutaciones, de filas 
A 9 

o de columnas, que llevan la matriz | de | a la forma | E | o 


àe 
0 B 
Razonamientos más sencillos, se basan en el mismo teorema 2 del $ 1, 
Ja cua) hemos utilizado repetidamente. Efectivamente, 
CA cCA 
al > =se] e Jars. 


Luego, por la fórmula (1), aplicada m veces, hallamos 


as e ..- Cm 
det al 1 E 0 E = 
£ o l7 F po 


(DANA: Firm der Am (— JAM dot A. 
Definitivamente, llegamos a la conclusión que si A, B son matrices cuadrad 
de orden n y m respectivamente, entonces, 


— 4) PM det A-det B. © 


Las fórmula (4) y (5) engloban al teorema general de Laplaco sobre el desa- 
rrollo de determinantes. Este teorema, sin embargo, se utiliza relativamente 
oco, y no nos detendremos en él. Y no nos apuramos con la deducción del 
lamado teorema del desarrollo completo de un determinante (véase el cap. 4, 
$ 3), que presta poco provecho desdo el punto do vista del cálculo. 

Una afirmación muy importante, acerca de los determinantes 


de matrices, contiene el siguiente 
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TEOREMA 5. Sear Á y B, matrices cuadradas de orden n. Entonces 
det AB = det A. det B. 


Demostracion. De acuerdo con las fórmulas (7) y (9) del $ 3 del 
cap- 2, que oxpresan los coeficientes c;; de la matriz (c;) = AB = 
= (a) (b;)) por medio de los coeficientes de las matrices A y B, 
da i-ésima fila (AR); se escribe de la forma 


(AR), =(4;BW, ABO, AB, 


AB’ = Y abay 
rl 
Fijamos la matriz B y para cualquier matriz Á hacemos 
D (A) = det AB. 


Demostremos, que la función J cumple las condiciones (i), 
(ii) del teorema 2 del $ 1. Efectivamente, sabemos que el det AB: 
es una función lineal de los elementos de la ¿-ésima fila (A B)y: 

det (AB) =A; BW HMA BDH o +2 A BO, 
Por eso, 


DAY A Y aby Y an Y, 4041 E, hatin 


a 
donde m=, Ajbrj, es un escalar, independiente do los elementos 


de la t-ésima fila A; de la matriz A, 
bservamos, que J (A) es linealmente dependiente de los ele- 
mentos de la ¿-ésima fila de la matriz A 
Luego, intercambiamos de lugar a A, y A,. Puesto que las s-ésima 
y t-ésima filas de la matriz AB tienen la forma 
(4,B®, |., ALBO, 
(41/80, ALBO), 
entonces, en este caso, ollas también se intercambian de lugar y, en 
consecuencia, por el teorema 1: 
Dhea Aa es Ap...) =D (A) = det AB 
= det L.. ., (AB), (AB)e. 
=— det {... (AB), -.., (AB), 
AE TAS PA 
De este modo, se cumplon ambas condiciones del teorema 2 del 


$ 1, de acuerdo al cual Z (4) = J (E)-det A. Pero, por definición, 
Y (E) = dot EB == det B. Do donde se deduce la fórmula buscada. ff 
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5. Sobre la construeción de la teoría de determinantes, Los teoremas t y 2 dek 
$ 1, dan, en esencia, una descripción axiomática de la función det, aunque 
comenzamos con su pura expresión construc 

Un camino más para la construcción de la teo: 
el teorema 2. Precisamente, sea que tenemos 
poseedora de las siguientes propiedades: 

(i) Z (AB) = 9 (4)-Z (B), para cualesquiera matrices A, BE My (RJ; 


de los determinantes indica. 
a función Z: Mp (R) => 4, 


ii) 2 (Ps) = —1 para cada matriz elemental Fy, (véase el punto a 
aa A D oi r 
Z (A) = À; para cada matriz triangular superior del tipo 
à 
1 


y HER» 


0 1 


So afirma, que Z = det. Efectivamente, aprovechándoso de la propiedad. 
(i) empleándola on la matriz 


A 


0 1 


obtenemos 2 (B) = (4) -%-(—4) = À. Esto significa, que Z (F, (4) 
Ja matriz elemental F, (4). De acuerdo con (111), Z (Fs, y (0)) = 1 para 
elemental F,, ¿ (À) cons <t. Como 


Fast Pa, t O) Ps, 1 Fi (a 


entoncos, yZ (Fy, s À)) = 1, y por cso, Z (Ps, y (0)) = 1, para cualesquiera 


Índices s% t 
Asi Z (Ps D= —1, Z (E, 0) =1 y Z(F 0) =A. Por cuanto, 


volers» 


donde P y Q son productos de matrices elementales (véanse los razonamiontos 
antoriores al teorema 5 del $ 4 del cap. 2), la propiedad (i) permile efectiva- 
mento calcular D (A). 

Sea que la matriz A” so obtuvo multiplicando la s-ésima fila A, de la matriz 
4 por A, o sumando a A, la fila A ¿con el número t. Entonces, como se hizo notar 
eel cap 2, Ar = Fu) -A, o lambién A, = Es + (0-4, En el primer cas, 
teuomos Z (4) = el segundo, Z (4) = 9 (4). Dicho de otro 
modo, Z (4) os función lineal de las filas de la matriz A- 

Si, además, A” so obtuvo de A por una permutación do filas con números s 
y t, entonces, A’ = Fs. A, de donde 2 (4) = 3 (Fs, 1): 2 (4) = —2 (4). 
O sea, Z (4) es una función antísimétrica do las filas de la matriz A. 

Finalmente, 9 (E) = 7 (P, (1) = 1. 

Vamos, que Ta función 2 posee, las tres propiedades básicas 24 — D3 
de los determinantes, Así pues, por el teorema 2 del § 1 2 (4) = det A. 

Se le propone al lector plantear y fundamer tar variantes propias de desorip- 
ción axiomática do la función d 


cualquier matriz A € Mn (+) se escribe de forma A = P 
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EJERCICIOS 


¡úmoros enteros 1798 = 31-58, 2439 = 31-69, 3255 = 31-105, 
aser- - i. eu son divisibles por 31. Sin pingún cálculo, mostrar que el deter- 
minante de cuarto orden 


aan w o 
2000. 


z 
21 
g3 
48 
también es divisiblo por 31. 

2. Mostrar, que cualquier determinante antisimétrico de cuarto orden 
Laui con aiy €'Z, es cuadrado de un número entero. (Observación. Esto es 
cierto para cualquier determinante antisimétrico). 


3. Demostrar la relación det AB = det A -det B (Leorema e mediante 
la reducción empleando transformaciones elementales del tipo (1Í) sobre las 


lilas, de la motriz auxiliar C= | A ol de dimensiones 2n X 2n, a la 


„E 2 
forma =|| ag 


y lag relaciones (4), (5). 
fi Mostrar, que “(4B) 1B'A, para cualesquiera matrices rectangulares 
A, B, de dimensiones m X r y rX n. 
5. Mostrar, que det BAB = det A, para cualquier matriz cuadrada A € 
€ Mp (R) y cualquier matriz invertible B € M, @)- 


6. Sea 


- (Indicación. Aprovechar la igualdad det C = det C* 


Mostrar; que det Ca = An det Caza + det Caca. Para dad = = o i T 
hallar el valor numérico del det Cn. (Indicación, Recordar el ejemplo 3 
an a $ di A 2 rro. Ta al hecho, de que dot Cp (1, ..., 1) = 


es igual a n41. 
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$ 3. APLICACION DE LOS DETERMINANTES 


1, Criterio de no degeneración de una matriz. En el § 3 dol cap. 2, 
la matriz cuadrada A se llamó no degenerada, si existe una matriz 
inversa a ella A plicando el teorema 5 del § 2 a la relación 
AA- = A~!A = E, obtenemos, que det A-det A~! = 1. Así pues, 
el determinante de una matriz no degenerada es distinto de cero y 


det A-t = (det A). 


Juntamente con la matriz A examinemos su matriz adjunta (o re- 
síproca) 


- Am 


. Ann 


A fin de obtener A”, hay que colocar en el lugar de cada elemento 
ay de la matriz A, a su complemento algebraico Ay (i j = f, -© 
- » -, n), y luego proceder a la trasposición de la matriz. 

TEOREMA 1. La matriz A € M, (3) es no degenerada (invertible) si, 
y sólo si, det A 0. Si det A 0, entonces A“! = (det AJA”, 
o, en escritura más detallada: 


A la demostración del teorema le anticipamos un lema. 
TEOREMA 1. Sea A E Mn (R). Tienen lugar las relaciones 


andj + andj t + QA = dy det A, (1) 
Ay + uA +. + Gi Any = 01, det A, (2) 


donde 81, es el simbolo de Kronecker (cuando i=% j se habla sobre el 
desarrollo del determinante por una fila ajena, o por una columna 
ajena, respectivamente). 

DEMOSTRACION. Cuando i = j, la afirmación del lema coincide 
con los teoremas 1 y 1° del $ 2. Por eso, queda por examinar el caso 
i j, cuando ô; = 0. Con este fin introducimos la matriz 


A=[Ap 0.01 An car An sis A 
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que se obtiene de A =[.... Aj... Aj «J cambiando la 
j-ésima fila por la i-ésima (la ¿ésima queda en su Jugar.) Como cual- 
quier otra matriz cuadrada con dos filas iguales, el del A” = Ô. 
Por otro lado, el complemento algebraico Aj, (kl, ..., n) se 
forma tachando la j-ésima fila Aj = A; y de la d-ósima columna dei 
determinante, así que Aj, = A yx» El desarrollo formal del determi- 
nante de la matriz A” = (a3¿) por la j-ésima fila nos da la relación 


O=det A” 


s n 
= D, aA =D) andy. 
coincidente con lu expresión (1) en la formulación del lema. La 
segunda relación se obtiene de reflexiones análogas, referidas a las 
columnas. $ 

Volviendo a la demostración del teorema, sencillamente observa- 


mos, que el primer miembro de Ja relación (1) no es otra cosa, que 
el elemento cy do la matriz C = AA”: 


CA 


AAA | AA 
De acuerdo a la relación (1) (c1) = (6,, del A) = (det A) E. De 
este modo, 


as 


AA” = (del A) E, 
de donde, para det A 30 obtenemos 
(det A) (AA*) = A (det AJA” — 
El primer miembro de la relación (2) es expresión del elemento 
cji de la matriz C’ = A” A. Puesto que los segundos miembros en (1) 


y (2) coinciden, entonces, en el caso en que det A = 0 Megamos a las 
relaciones 


A (det AJA” = (det AJUACA = E, 


que significa que A“! = (det AJ1A”. 

COROLARIO 1. Un determinante es nulo si, y sólo si, sus filas (o colum- 
nas) son linealmente dependientes. 

Este criterio, nos es parcialmente conocido (véase el final del 
punto 3 del $ 2) y pudo haber sido demostrado mucho antes, pero 
no hubo necesidad de él. El razonamiento: por el teorema 1 la igual- 
dad det A = 0 es equivalente a la degeneración de la matriz A, y ol 
degeneramiento, por el teorema 4 del $ 3 del cap. 2, es equivalente 
a la condición de que rank A < n (n X n son las dimensiones de la 
matriz A), que caracteriza, en virtud del teorema 4 del $ 2 del cap. 2, 
a la matriz con filas (columnas) linealmente dependientes. $ 

El teorema 1 tiene más bien significado teórico. Desde el punto 
de vista del cálculo, en especial para grandes dimensiones de Jas 


80392 
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matrices, en la búsqueda de la matriz A”! es más cómodo utilizar 
el método (P, Q)-reducción, descripto en el corolario del teorema 5 
del $ 4 del cap. 2. 

Deduzcamos ahora fórmulas para resolver sistemas de n ecuacio= 
nes lineales con n incógnitas, debido a las cuales, en particular, fue 
inicialmente desarrollada la teoría de determinantes. 

coronario 2. (Regla de Cramer). Si el sistema lineal 


tiene determinante distinto de cero (o sea, det (ai) 0), entonces, 
su solución única es dada por la fórmula 


(el numerador D y se obtiene cambiando a la k-ésima columna de D = 
= det (a), por la columna de términos independientes). 

DEMOSTRACION. Por el teorema 4, la matriz A = (a:;) es inver- 
tible. Por eso, escribiendo nuestro sistema de forma AX = B, como 
en el $ 4 del cap. 2, obtenemos 


(Ay) B 


X=4aB= Gpe, 


de donde 
Y Ands 


4 


CTS 
Precisamente, esta expresión obtenemos en el numerador, desarro- 
llando el determinante D}, por la k-ésima columna (véaso (2)). $ 
Cumpliendo todas las transformaciones en orden contrario, se 
muestra, que el conjunto (D,/det A, ..., Dn/det A), efectiva- 
mente, es solución de nuestro sistema. 


Observemos. que las fórmulas (3), (9) del $ 4 del cap. 4 coincidon, justa- 
mente, con las reglas de Cramer para x = 2 y 3, respectivamente. Cómodas para 
n pequeñas. las reglas de Cramer cumplen. en goneral, una función puramente 
teórica, Por ejemplo, empleándolas para el sistema lineal del ejemplo 2 on el 
punto 4 del $ 3 del cap. í, da (teniendo en cuenta la igualdad det A = 1) la 
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expresión para los números de Fibonacci 


1.00 

0.10 

1 
a OE 

0.00 

o oo 


Se comprendo, que esta fórmula está lejos de la clara expresión de /ņ hallada al 
final del $ 3 del cap. 2. 


2. Cálculo del rango de una matriz. En los $$ 2 y 4 del cap. 2 
está contenido todo lo necesario para describir un cúmulo de resolu- 
ciones del sistema rectangular general de ecuaciones lineales. El papel 
principal en esta descripción, le corresponde al concepto de rango 
de una matriz. Nos queda sólo traducirlo a la longua de la teoría 
de determinantes, para tener a nuestra disposición otro método más 
de cálculo del rango y un medio cómodo para expresar el hecho de la 
independencia lineal de un sistema de vectores del espacio lineal 
aritmético R”. 

De suerte que, sea 


Cat amn 


una matriz rectangular cualquiera, de dimensiones m X n, con 
coeficientes as; ER. Bajo el nombre de menor de k-ésimo orden 
de la matriz A, como de costumbre, se entiende al determinante 
de la matriz de los elementos, que se encuentran en A, en las inter- 
secciones dle las k columnas y k filas distintas, señaladas: k < 
< min (n, m). 

Soa que el rango de la matriz A es igual a r. De acuerdo con el 
teorema 1 del $ 2 del cap. 2, esto significa, que r es el número má- 
ximo de filas linealmente indepen tes, y el número máximo de 
columnas linealmente independientes de la matriz A. Volviendo al 
teorema 5 del $ 4 del cap. 2 y su corolario, notamos que 


e 


donde B y C son matrices no degeneradas, de dimensiones m X m 
yn X n. respectivamente, escritas en forma de producto de matrices 


amelo o 
-0 0 


elementales. Como en la matriz 


EO 
o 0 [| se tiene un menor M= 


se 
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= | E, | -= 1, distinto de cero, de orden r, no hay menores no nulos 
de orden > r, y como esta propiedad se conserva con transformaciones 
elementales de las filas y de las columnas, entonces, llegamos a la 
siguiente afirmación. 

teorema 2. El rango de cualquier matriz A, m X n, es igual al 
orden mayor de sus menores distintos de cero. 

Cualquier menor distinto de cero del orden máximo de la matriz A, 
se llama menor básico. Las columnas (correspondientemente, las 
filas) de la matriz A, que intersecan al menor básico dado, se llaman, 
de acuerdo con la terminología del cap. 2, colamnas básicas (corres: 
pertieslómenta, filas básicas). Como de costumbre, interpretando 
as filas y columnas de la m X n-matriz A, como vectores de los 
espacios R” y R”, respectivamente, y también utilizando las pro- 
piodades básicas de los sistemas de vectores linealmente independien- 
tes (su complementación hasta la base; véase el ejercicio 5 del $ 1 
del cap. 2), es fácil comprender, que la búsqueda de por lo menos un 
menor básico se puede simplificar sensiblemente, si se examinan con- 
secuentemente los llamados menores orlados. Precisamento, si es 
hallado un menor M de k-ésimo orden de la matriz A, distinto de 
cero, entonces, el paso siguiente consiste en la verificación de sólo 
aquellos menores de (Æ +- 1)-ésimo orden, de los cuales M se obtiene 
eliminando una fila y una columna. Si, esos menores, que orlan 
a M, son nulos, entonces, el rango de rank A = k. (¿Porqué? Esto 
significaría, por el teorema 2, que cualquier columna de la matriz A 
se expresa linealmente por medio de las k columnas elegidas.) En 
caso contrario, se debe pasar a los menores que orlan algún menor 
no nulo, de orden k + 1. 

El método de los menores orlados es suficientemente práctico, 
especialmente, cuando deseamos saber no sólo el rango, sino también 
las columnas o filas de la matriz A, que componen cl sistema max 
mal linealmente independiente. Al emplear transformaciones ele- 
mentales esta información, por supuesto, se pierde. 


EJERCICIOS 
4. Mostrar, que se cumplen las siguientes relaciones: 
(AB) =BVA?; (A) "=UA Y); (4) =AR1A4 7; (4%) V =(dot A)" 


2. Expresar el rank A~, por medio dol rank A. 

3. Demostrar, que ol sistoma cuadrado de iones lineales homogéneas, 
tieno solución no trivial si. y sólo si, el determinante del sistema es nulo. 

4. Basándose en los resultados del punto 1 del $ 4 dol cap. 2 y en el coro- 
lario 2 del teoroma t, mostrar, que el sistema fundamental do soluciones, del 
sistema homogéneo 


anzi... Lana =0, 


Arde nm, 270 
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de rango r = n — 1, se compone de un vector-colnmna 
X° = [Dj Das Das - -ay (9 Dd, 


donde D; es el determinante de Ja matriz que se obtiene de A = (ay) 
su i-ósima columna. Cualquier solución del sistema tiene la forma 3 . 

5. Sean, A = (a) € Ma (E), y (n—1) layl <i ep] para todos los 
is j, Demostrar, que det A + O. (Indicación. Suponiendo lo contrario, u 
zar el criterio formulado en el ejercicio 3. Precisamente, si |z}, - .... 7h] es solu- 
ción no trivial del sistema lineal AX = 0 y z} es su componente, que tiene 
el módulo máximo, entonces, de la k-ésima ecuación 0547) + Y + apjz$ = 0, 

Ch 


sigue la estimación (a—1) larl lzgl=(n—1) | Y 0058 [<—DlamlIzhl, 
Eh 
que brinda la contradice a 


6. Demostrar la siguiente 
de dimensiones n X m y m X n, respecti 


pE 


n necesari 


mación. Sean A = (apj), R — (By), matrices 
ente, y seu C = AB. Entonces 


ain "an AS bim 

wc D [AS tin 
A A po OA x 
IS 


En el sogundo miembro, la suma se efectúa para todas las (5) combinaciones 
posibles de n elementos (Jw, ja n) tomados de 1, 2, +... m, En parti- 
cular, Cc let A «del B para m = n y del C = 0, para n > m. (Indicación. 
Como C = (er), ciy= Y) ambay, entonces, el uso repetido de la regla de desa- 
trollo de un determinante por una fila (teorema 4” del $ 2 del cap. 3), da 


Gin, Gin, ++ CA, 


det C= 


d> 


a 
0 A 


antn 


Thai 


Gnn, 000 Gnin 


donde la suma se realiza para tudos los pares de ky, + « » Xy distintos. Cuando 
m< m, no existen tales Índices, y, en consecuoncia, det C = 0. SÍ m > n, 
entonces, kı, -> - kn, €s una muestra de los olementos (Ja, - . -» Ju). tomados 
en algún orden, de A, 2, ..., m. Se debon juntar todos los miembros, on co- 
Frespóndencia con la combinación dada (Jz, «+ -» /n), y con la ayuda del toorema 
sobre el desarrollo completo de un determinante, obtener 
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7. Utilizando el ejercicio anterior, mostrar, que si A es una m X a-matriz 
sobre E, m > n, entonces 


det t44=)] M?, 
M 


donde Af recorro por tados los (“° ) menores de orden n de la matriz A- 


Capítulo 4 
ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 
(grupos, anillos, campos) 


En los capítulos precedentes se acumuló suficiente material 
concreto, al que es necesario conceptualizar desde posiciones más 
generales. Con este fin, introducimos y estudiamos, por el momento 
en un nivel elemental, los conceptos fundamentales para todo el 
álgebra, de grupo, anillo y campo. 


$ 1. CONJUNTOS CON OPERACIONES ALGEBRAICAS 


1. Operaciones binarias. Sea X un conjunto cualquiera. Se llama 
operación algebraica binaria (o ley de composición) en X, la aplicación 
arbitraria (pero dada) t: X X X >X del cuadrado cartesiano 
Xt = X x X en X. De este modo, a cada par ordenado (a, b) de 
los elementos a, b € X, se pone en correspondencia de modo uní- 
voco un tercer elemento determinado q (a, b) perteneciente al mismo 
conjunto X. A veces, en Jugar de t (a, b) se escribe a tb, y más fre- 
cuentemente, la operación binaria en X se designa con algún símbolo 
especia , 9, + y 7. Seguimos nosotros el mismo camino, laman- 
do a-b (o sencillamente ab, sin ningún signo entre a y b) producto, 
y a + b, suma de los elementos a, b € X. Se comprende, que estos 
nombres, en la mayoría de los casos, son convencionales. 

Hablando en general, en X se pueden dar muchas operaciones 
distintas. Deseando separar una de ellas, so emplean paréntesis 
(X, +) y se dice, que la operación e determina on X una estructura 
algebraica o que (X, ») es un sistema algebraico. Así, por ejemplo, 
en el conjunto Z de los números enteros, además de Jas operaciones 
naturales +, » (suma y multiplicación), es fácil mostrar operaciones 
«derivadas», obtenidas con ayuda de +(0 —)y-: no m = n 4- m — 
—nm, nem = —n — m, etc. Obtenemos diferentes estructuras 
algebraicas (Z, +), (2, +). (E, 9. 

Juntamente con las operaciones algebraicas binarias, no carecen 
de interés Jas mucho más generales n-arias opernciones (unarias 
cuando n = 1, ternarias cuando n = 3, ete.), al igual que sus com- 
binaciones. Las estructuras algebraicas relacionadas con ellas, com- 
ponen la teoría especial de álgebras universales. Todo esto lo men- 
<ionamos solamente para subrayar olra vez Ja importancia funda- 
mental que tienen para las matemáticas, algo que parecería como 
partes propias de la teoría de álgebras universales, las estructuras 
algebraicas con operaciones binarias. 

En el sentido de la construcción de distintas operaciones bina- 
rias en el conjunto X también, evidentemente, se abre un espacio 
ilimitado a la fantasía. Pero la tarea del estudio de estructuras 
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algebraicas arbitrarias es demasiado general para que represente 
algún valor real, Por esta causa, se efectúa con distintas limitaciones 
naturales. 

2. Subgrupos y monoides, La operación binaria * en el conjunto 
X es asociativa, si (a » b) =c = (ax (bc) para todas, a, bc, € X; 
se dice que es conmutativa, si a + b = b +a. Los mismos nombres 
se le otorgan a la correspondiente estructura algebraica (X, +). 
Las exigencias de asociatividad y conmutatividad son independien- 
tes. De hecho, la oporación + en Z, dada por la regla n «m = 
dentemente, es conmutativa, pero (1 =2)«3 = 
—(1—2) —3 = 044 = 1e (2s 3), así que la 
condición de asociatividad no se cumple. Luego, en el conjunto 
M, (R) de todas las matrices cuadradas de orden n > 1, está defi- 
nida la operación de multiplicación, que es asociativa pero no con- 
mutaliva (véase el punto 2 del $ 3 del cap. 2). 

El elemento e € X se llama unidad (o neutro) en relación con la 
operación binaria considerada «, si e=x=z+c= x, para todas 
las x € X. Si e” es otro elemento unidad, entonces, como se deduce 
de la definición, e’ = e! «e = e. Así que, en la estructura algebraica 
(X, +) no puede existir más de un elemento unidad. 

El conjunto X, con una operación asociativa binaria dada en él, 
se llama semigrupo. Al semigrupo con elemento unidad (neutro) 
se acepta denominarlo monoide (o sencillamente, semigrupo con 
unidad). 

Al igual que para cualquier grupo, la potencia del monoide 
M == (M, ») so designa con el símbolo Card M o | M |. En el caso 
de un número finito de elementos contenidos en él, se habla de nn 
monoide finito Af de orden | M |. 


Daremos algunos ejemplos de semigrupos y do monoides. 

1) Sen Q un conjunto arbitrario y M (Q) ol Conjunto de todas sus transfor- 
raciones (aplicaciones de Q en sí mismo). De las propiedades de los conjuntos 
y de las aplicaciones, señaladas en el $ 5 del cap. 1, se deduce, que M (Q) es un 
monoide. Se tiene en consideración, por supuesto, ol trío (M (Q), o. ep), donde 
o es la composición natural de las aplicaciones, y el Q es la aplicación idéntica. 

Dostaquemos o] caso particular, cuando Q es un conjunto finito de | 2 | = n 
elementos, designados sencillamento con los númoros naturales 1, 2, .... n. 
Cada transformación f: Q — Q se define por la sucesión ordenada señalada 
41), F(2), . n f (n), donde en calidad do imagen f (i) puede estar cualquier 
elemento de $2. No se excluye la coincidencia f (i) = / (j) para i æ j. Eligiendo 
todas las sucesiones posibles, obtenemos exactamente n" transformaciones. 
Entonces, | M (Q) = Card M (Q) = ma. Sen, digamos, n == 2. Los elementos 
e. j, g, h del monoide 37 ({1, 2)) y sus productos pares, son dados en su tota- 
lidad "por las dos tabla: x 


|12 Jefe 
e 2 elerga 
1 1 TEESE 
x 1 elerzesz 
h 2 Alññrr a 
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Inmediatamente se aprecia, que M ((L, 2}) es un monoide no conmutativo. 

2) Sea otra vez Y un conjunto arbitrario. y (9) el conjunto, de todos 
sus subconjuntos (véase el ejercicio 4 del $ 5 del cap. 1). Como (A AB) NC = 
= A N(B N C) y (A UB) UC OA U (B UC), entouces, en Y (9) se definen 
dos operaciones binarias naturales asociativas. Es evidente, que Ø UA == A 
y A NQ = A. Tenemos dos monoides conmulativos (F' (2), U, 2) y (F (Q), 
U, 9). Como se sabe, | FP (Q) = 2", si |Q] =n 

3) (Mn (R), +, 0) es un monoide conmutativo cou elemento neutro, una 
matriz nula, y (M, (R), » E) es un monoide no conmutativo con elemento 
neutro, la matriz unidad E. Esto surge inmediatamente de las propiedades. 
de la suma y de la multiplicación de matrices, Jas yur hemos conocido en el 
cap. 2 

4) Sca nZ= (uml mE) un conjunto de 
por n. Es claro, que (12, -+, 0) es un monoide ce 
grupo conmulativo sin unid: > 1). 

5) El conjunto Pa (R) de matrices estocáfticas de orden n (véase el ejer- 
cicio 8 del $ 3 del cap. 2) es un monoide con una operación habitual de nmlti- 
plicación de matrices. 


s divisibles 
+) un sub- 


nerus ento 
utativo, y (a 


E) subconjunto $” del semigrupo $ con la operación «, se llama 
subsemigrupo, si x«y €S “para todos los..c, y ES”, Jin este caso: 
también se dice, que el subconjunto $” =S es cerrado respecto a la 
operación ». Si (M, ») es un monoide, y el subconjunto Af == M 
no sólo es cerrado respecto a la operación *, sino que también contie- 
ne el elemento mnidad, entonces W’ se llama submonoide en M. 
Por ejomplo, (1-. -) es un subsemigrupo en (Z, +), y (2, +» 0) 
un submonoide en (¿, +, 0). Todo submonoide del monoide M (Q) 
se denomina monoide de transformación (del conjunto 2). 

3. Asociatividad generalizada; potencias. Sea ( X,.) una estructura 
algebraica arbitraria con operación binaria +, a Ja que, por sencillez, 
la omitiremos, escribiendo zy en lugar de x-y. Sea, luego, Xi, . 
-a Ep, una sucesión ordenada do elementos de X. Sin cambiar el 
orden, de muchos modos podemos formar un producto de largo n. 
Sea 1, el número de tales modos: 


Ll = Lar 
la = 2:(0,%9) Las 2y (2223); 
l; i (2124) 23) Ls (21 (Z223)) £as La (Lata) Tas Ly (Ta (Zata), 


(rizo) (2,74); eto. 

És evidente que, escogiendo todos los productos posibles z}, - . - 
Lo ps Zapi + > > Zn de largos k y n —k, 1 <k <n — 1, y luego 
uniéndolos mediante nuestra operación binaria en el orden dado, 
agolamos todas las 1, posibilidades. Es notable. que en Jos monoides 
(y subgrupos) la colocación de paréntesis resulta innecesaria. 

TEOREMA 1. Si una operación binaria en X es asociativa, entonces, 
el resultado de su aplicación consecutiva a n elementos del conjunto X, 
no depende de la colocación de paréntesis. 

DEMOSTRACION. Para n = 1, 2 no hay nada que demostrar. Para: 
n = 3 la afirmación del teorema coincide con la ley de asociatividad. 
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seguimos razonando por inducción sobre n. Supongamos que n > 3 
y que para el número de elementos < n la veracidad de la afirmación 
está establecida. Es necesario sólo demostrar que, 

(Er Ea (Enta ++ En) 5 (+ 2) (a + nd) A) 
para cualesquiera k, 1, 1<k, 1<n —1. Transcribimos sólo los 
pares exteriores de paréntesis, por cuanto, por presupuesto de la 
inducción, la disposición de los paréntesis interiores no es esencial. 
En particular, tyty ... da =(-. (2173) Z3) --- 4-1) Ta es un 
producto, Jlamado normalizado a la izquierda. Distinguimos dos 
Casos: 


a)k=n—4. Entonces (7... Taai) Zn = (o o (21%) --. 
a. Xni) Ta es un producto normalizado a la izquierda. 
b) k< n — 1. En virtud de la asociatividad tenemos 


En) = (810 Ln) (Erta ++ 

(r a + 24) (Zati -+ 2) Zn = 

le (Ata) + Tu) nda) + + Tna) Tn 
o sea, de nuevo un producto normalizado a la izquierda. A la misma 
forma se lleva el segundo miembro de la igualdad demostrada (1). §f 


En el $ 2 del cap. 2 fue introducido el signo de la suma Ñz. 
Evidentemente, se puede utilizar en cualquier monoide conmutativo 
aditivo. En un monoide multiplicativo, de análogo sirve el signo 
de producto múltiple: 


dr Ln) (Erta + 
- Epa) Y, 


2 3 n n-1 
[zzz [| =e) 20 I 2 (1) 21) za 
iet it = a 
En virtud del tooroma 1, cuando se escribe (o cuando se calcula) 
el producto de los elementos 7,7, .. . £n de un monoide, los parénte- 
sis son suporíluos. La única preocupación debe de manifestarse con 
respecto al orden de los multiplicadores, y sólo en el caso cuando 
no todos ellos son permutables entre sí. En particular, cuando 
T= te=... =I, =z, el producto ar... x se indica, al 
igual que cuando so opera con números, con el símbolo z, llamán- 
dolo n-ésima potencia del elemento x. Un corolario del teorema 1 
resultan Jas relasiones 
Pu — Pu, (a = a, mn EN (0) 
En el monoide (M. -, e), para todo z € M también suponen z? = e. 
A las potencias z" € M, -, e) en el monoide (W, +, 0) les co- 
rrospunden los múltiplos nz = £ + £ + x... + 2 del elemento z. 


Las reglas (2) pasan a ser reglas para los múltiplos: 
ma + nz = (m -+ n) z, n (mz) = (nm) z. (2) 
Mencionemos otro hecho útil. Si zy = yz en el monoide M, entonces 


(zy) = y", n = 0, 4,2... B) 
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En particular, esto es siempre así en un monoide conmutativo. La 
relación (3) se demuestra por inducción en n: 


(y) (ry) zy = (yl) ey) = (PAY) y 
= (a"ay"-t) y = (tr) (y"~ty) = ay” 


De forma más general, apoyándose en la relación (3) y utilizando 
la inducción sobre m, obtenemos 

Tity = zir ALi, j SM (i o. RA m (A) 
Análogamente, 


n(z +y) =nr+ny n=0,1,2... 8) 
n(o. Ham) En + -o i Nm n IÀ, A, 2, (4) 


Habitualmente, al monoide (W, -, e) lo llaman multiplicativo, y al 
(M, +, 0), aditivo. La escritura aditiva se utiliza preferentemente 
en los monoides cormmutativos. 

4. Elementos invertibles. El elemento a del monoido (M, , e) 
se llama invertible, si se halla un elemento b€ M, para el cual 
se cumple ab = e = ba (se entiendo, que el elemento b también 
será invertible). Si también ab' = e = b'a, entonces, b' = eb' = 
= (ba) b' = b (ab') = be = b. Esto nos da fundamento para hablar 
sencillamente del elemento inverso a”* al elemento (invertible) a € 
EM: arta = e =a07, 

Se sobreentiende, que (a7*)"! =a. El concepto de elemento 
invertible de un monoide sirve, evidentemente, para generalizar 
naturalmente el concepto de matriz invertible en el monvide multi- 
plicativo (Ma (R), +, E). 

Como (zy) (yal) = z (yy) at = zer’ = yr =e y, aná- 
logamente, (y"lz"") (zy) = e, entonces, (24)! = y”! Por consi- 
guiente, el conjunto de todos los elementos invertibles del monoide 
(M, -, e) es cerrado con respecto a la operación - y compone un submo- 
noide en M. 


EJERCICIOS 


1. En el punto 4, en calidad de ejemplo 
nem istema algebraic 
(2, +) se cumplen las relaciones: (n+ m) m = n, m e (ns m = n. Sea, que 
ahora nos es dado un sistema algebraico arbitrario (X', +), en el cual (z, » y) € y = 

z, y» (y*z) =z, para cualesquiera z, y € X. De mostrar, que zay = 
Y ex, o soa, que la operación » es conmutativa, (Na so dan indicaciones 
para su resolución, por cuanto este ejercicio es nno de los más inútiles del fibro. 
Sin embargo!) 
2. Mostrar, que 


n 7 la operación: 


MÌ (R)= [A= (aE Mn (|S a=, i=4, 2.8) 
a 
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es un semígrupo con la'uperación corriente de multiplicación de matrices. ¿Es 
o no (Ma (R). =) um monoide? 

3. En el monoide multiplicativo A se elige un elemento arbitrario £ y se 
introduce una nueva operación >z y = ziy. Mostrar, que (3f,*) es un semi- 
grupo y que la inversión del elemento £ en M es la condición necesaria y sufi- 
oiente. con cuyo cumplimiento, (44.1) resulta un monoide con elemento neutro 
(unidad) t 

4. Mostrar, que el conjunto Z con la oporación o : nom = n + m + nm = 
= (1+ m) (1 — m) —1, es un monoide conmulativo. ¿Qué sirve en (Z, o) 
de elemento neutro? Hallar en (7, =) todos los elementos invertibles. 


$ 2. GRUPOS 


1. Delinición y ejemplos. Examinemos el conjunto GL (n, R) 
de todas las n xX atrices cuadradas con coeficientes reales, y con 
determinantes d tos de cero. Según el teorema 5 del $ 2 del. 
cap. 3, det A 0, det B # 0 = dot AR 0. Vemos, que A, BE 
€ GL (n, R) > AB € GL ín, 3); luego, (AB) C = A (BC), y existe 
una matriz escogida E tal, que AE = EA = A, para toda A € GL 
in, R). Además, cada matriz A € GL (n, R) tiene su «antipoda», 
la matriz inversa A~! , para la cual AA“! == ATA = E, 

El conjunto GL (7, 3), examinado junto con la ley de composición +. 
(operación binaria) (A, B) > AB y llamado grupo lineal completo 
de potencia n sobre R, se podría haber dofinido brevemente, siguiendo 
la terminología del $ 1, como un snbmonoide de todos los elementos 
invertibles del monoide (M, (R), +, E). Pero este submonoide es“ 
tan importante, que se merece un nombre especial y brinda un argu» 
mento sólido para introducir wna general 

peeivicioN. El monvide G, todos los elementos del cual son 
invor bles, se llama grupo. En otras palabras, se presupone el 
cumpim iento de Jos siguientes axiomas: 

(GA) en el conjunto G está definida la operación binaria: (2, y) — 
> ay: 

(9) la operación es asociativa: (ay) z = x (yz), para todos lo 
a, y, ZEG 

(G3) G posee el elemento neutro (unidad) e: ze = ez =x para 
todo x € G; 

(G4) para cada elemento zEG, existe el inverso 
= ale 
s admirablo, que una de las ramas del álgebra más vieja y más 
rica en resultados, que juega un papel fundamental en la geometría 
y en las aplicaciones de Jas matemáticas a cuestiones de las ciencias 
naturales, se base en axiomas tan sencillos. Un pequeño análisis 
muestra, que se pueden simplificar aún más, pero esta tarea no es 
tan importante para nosotros. 

Los grupos con operaciones conmulativas se Haman, nalural- 
mento, conmulativos, y más frecuentemente, abelíanos (en honor 
del matemático noruego Abel). El propio lérmino «grupo» pertenece 
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al matemático francés Galois, el legítimo creador de la teoría de los 
grnpos. La idea de teoría de los grupos «flotaba en el aire» (como 
frecuentemente sucede con las ideas matemáticas fundamentales) 
mucho antes de Galois, y algunos de sus teoremas ya habían sido 
demostrados en forma ingenua por Lagrange. Los trabajos genialos 
de Galois resultaron incomprendidos, y el renacimiento del intorés 
por ellos comenzó sólo después dol libro de Jordan «Curso de la teoría 
de permutaciones y de ecuaciones algebraicas» (aŭo 1870). Sólo 
hacia fines del s. XIX en la teoría de los grupos «se renuncia total- 
mente a la fantasía, A cambio de esto, se prepara cuidadosamente el 
esqueleto lógico» (F. Klein. «Lecciones sobre el «desarrollo de las 
malemáticas en el siglo X1X»). 

Para la designación del número de los elementos en ol grupo G 
(más exactamente, de la potencia del grupo) se utilizan los simbolos 
equivalentes Card G, |G | o (G : e). Casi todo lo dicho en el $ 1 sobre 
los monoides se traslada a los genpos. Sólo corresponde roalizar el 
cambio debido de palabras. En particular, el subconjunto H œG 
se llama subgrupo on G, sie € H: hy, hẹ € H = hhe € I y h € H => 
=> h1 € H. El subgrupo H &G es propio, si Hæe y HG. 


Aportamos algunos ejemplos de grupos: 

1) En ol grupo lineal completo GL (n, R) ya conocido por nosotros, exami- 
nomos el subconjunto SL (n, R) de matrices con determinante 1: 

SL (n, R) = {A € GL (n, R) | dot A = 1. 
Es evidente, que E € SZ (n, R). Do acuerdo con los resultados gonorales del 
cap. 3, acerca de los determinantes, det A == 1, det B= 1=> det AB = 1 
y det A~ = (det A)“ = 1. Por eso, SL (n. R) es un subgrupo on GL (n, R); 
ue lleva el nombre de grupo lineal especial de potencia n sohre 3. También lo 
Taman grupo unimodular, aunque a esto último frecuentemente so le incorporan 
matrices con determinante +1. E 

Hay que decir, que el grupo G (n, R), al sor receptáculo de muchos grupos 
interesantes. resulta para los matemáticos de distintas goncracionos, como una 
fuente inagotable de nuevas ideas y do problemas no resueltos. 

2) Emploando números racionales en lugar de los reales. llegaremos al 
grupo lineal completo GZ (n, Q) de potencia n sobre Q y a su subgrupo S4 (n. Q). 
A su tiempo SL (n, Q) contiene al interesante subgrupo SL (n, 7) de matrices 
enteras con determinante £. El teorema 1 del $ 3 del cap. 3, que propone una 
fórmula explícita para los coeficiontes de la matriz inversa, muestra, que 
SL (n, Z) os realmeute un grupo. Los grupos SZ (n. Q.) y SL (1, 2) ocupan un 
lugar de honor en la tcoría de los números. El conjunto purcialmonto ordonado 
de Jos subgrupos examinados (véase el punto 3 del $ 6 del cap. 1) dolgrupo 
GL (n, R), se ropresenta en el diagrama aquí ubicado (fig. 11) 

3) Haciendo en los ejemplos 1) y 2) n = 1, llegamos, primero, a los grupos 
saultiplicativos R= =R NS (0)=6L, (1, R),Q%=2Q. (0) > GLi. Q) 
de los números reales y racionales. Estos grupos, evidentemente, son infinitos. 
Como en (Z, +, 1) los únicos elementos ínvertiblos son 1 y —1. entonces. 
GL (1, 2) = (+4). Luego. SL(, R) = SL (1, Q) = SL (2) =1. Vero 
ya para n= 2el grupo SL (2, Z) esinfinito: ya que le pertenecen, por ejemplo, 
todas las matrices 


A (EOT) mez 
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Notemos también Jos grupos infinitos aditiv 
R. +, 0, (Q, +0. zZ, +, 0. 


(2) el conjunto de todas las trans- 
ocas) f: Q — Q. Volviendo a los 


biyectivas (recíprocament 
resultados del $ 5 del cap. 1 
y consecuencia del teorema 2) e concluimos que S (Q) es un grupo 
¿on una operación binaria natural, una composición de transformación. Se 


GLinR) 
SL(na): SLIRR) 

SLi Q) 

SL(n2) 


y 
Fig.14 


sobreentiende, que S (Q) es el submonoide de todos los olementos invertibles 
del monoide MQ) del ejemplo 1) del $ £, poro no somos propensos a destacar 
esta circunstancia, Por sí mismo, el grupo S (Q) y en particular, sus distintos 
subgrupos, llamados grupos de transformación, es la pista do despegue, de la 
cual comienzan todas las posibles aplicaciones de la teoría de los grupos. Es 
suficiente citar el famoso «programa de Erlangen» de F. Klein (1872) que puso 
el concepto de grupos de transformación como la basc para clasificar los distintos 
tipos do geometrias. Tomando como el espacio lineal R”, llegaremos al «gran» 
y, Poco observable grupo S (RM). Poro en $ (R7) está contenido el subgrupo de 
fas transformaciones lineales invertibles (biyectivas) pa: RM —RĦ, que so 
encuentran en correspondencia univoca recíproca con la matriz no degenerada A 
de orden n (véase el $ 3 del cap. 2). 

De este modo, se obtiene la inclusión de GZ (a, R) en S R"). 

El sentido de esta inclusión resultará más claro cuando se introduzca ol 
concepto fundamental de isomorfismo de los grupos. 


2. Sistema de generadores (este punto, en una primera lectura, 
puede omitirse). 

Teniendo un subconjunto S del grupo G, probemos elegir um 
subgrupo # œG, contenedor de $ y tal, que para todo subgrupo 
K œG de S E K se inferirá la inclusión H <= K. No puede ser que 
existan dos subgrupos mínimos H, H“ de género semejante: 


S cI, S cE sH cH cH = H. 


Así que el subgrupo mínimo /7 debe coincidir con la intersección 
de todos los subgrupos, contenedores de S, si es que esta intersec- 
ción resulta subgrupo en G. Mas tiene lugar el sencillo 

TROKREMA 1. La intersección () H, de cualquier familia de subgrupos 

4er 


{Hı |i €I} del grupo G, es un subgrupo. 
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pemosrRaciox. Sea e el elemento unidad del grupo G. Las pro- 
piedades e € Ha z, yENHi=>2ayE NH z€ NH =r E 
€ N Hi, que caracterizan a todo subgrupo, son cumplidas en f) Hi, 
por eso, se cumplen en cada uno de los subgrupos H; por separado, JJ 
Tomemos ahora en calidad de familia (M;|1€ 1) los mismos 
subgrupos, que contienen al subconjunto dado $ cG. Entonces, su 


intersección 
=N H 
sen 


en virtud del teorema 1 y de Jas observaciones anteriormente efec- 
tuadas, será precisamente un subgrupo mínimo, contenedor de S. 
Llamamos al subgrupo (S) engendrado por el conjunto $ en el gru- 
po G, y a S, conjunto de generadores del subgrupo (S). A primera 
vista, (S) no se formula eficazmente, porque es necesario revisar 
todos los subgrupos contenedores de S. Sin embargo, no hay necesidad 
de ello, como lo muestra la sencilla afirmación que se deduce del 
teorema 1. 

COROLARIO. El subgrupo (S) ŒG coincide con el conjunto T, 
compuesto del elemento unidad e y de todos los productos posibles 


rt el Ra 
donde, o ti € S, o bient'ES,1<I<N. 
Efectivamente, como t... nET, H... aTh. 
O A T mET y € tET=>(. 


ESA tE T, entonces, el conjunto 7' es subgrupo 
on G. Por otro lado, cata subgrupo H, contenedor de todos los 1 € $, 
debe contener a todos los inversos zī* y, por lo tanto, a todos los 
productos del tipo żyta . . . fa- Por eso H > T, y T coincide con la 
intersección de todos esos subgrupos. 

Hay que hacer notar, que falta mucho para que todos los pro- 
duetos tifa . . . tn sean distintos elementos del subgrupo (S), incluso 
si se conviene (lo qne es natural) en reemplazar a los pares que se 
encuentren de elementos recíprocamente inversos aa, arta, por 
el elemento unidad. En general, para | S | > 1, la cuestión de la 
igualdad de Jos productos ft, ta es difícil y será brevemente 
tratada recién en el cap. 7. 

Cada grupo G es engendrado por algún sistema de generadores $: 
como $ se puede tomar, por ejemplo, a todo el grupo G. Por simpli- 
cidad, examinemos el grupo G, engendrado por el conjunto finito S 
de sus elementos (tales grupos se llaman engendrados finitos). Elimi- 
nando de S los elomentos «sobrantes», que se escriben en forma de 
producto de los que quedan (y sus inversos), llegamos al em: 
mínimo de generadores M del grupo G. Esto significa, que (M) = lA 
pero (M') G, si el sistema M” es obtenido del Af eliminando por 


328 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS [CAP. 4 


lo menos un elemento. Sea, digamos, M = (Ey, 
en Jugar de G = (MP) se escribe también G 
Cuando d = 1 se habla de geupo cíclico. 

3. Grupos cíclicos. Si G es un grupo arbitrario y g su elemento, 
entonces, por definición, (g) es un subgrupo cíclico en G. 

En concordancia. con el teorema 1 y con las propiedades de las 
potencias de Jos elementos en los monoides, es natural esperar que 
todo grupo cíclico (a) con el generador a, resulta un grupo abeliano 
del tipo (a) - {a"|n EZ}, o (la) = fna |nEZ) (esta escritura 
no significa que todos los elementos «* o na sean diferentes), de 
rdo a qué tipo de grupos examinemos, multiplicativo o aditivo, 
es, pero lay que convenir on la designación de (a7) = a” 
y demostrar la afirmación siguiente. 

TEOREMA 2. Cualesquiera que fueran m, nET, 


a”a’ a, (a = a™” 


+ + ga}. Entonces, 
Bu ge ++ 20) 


(correspondientemente, ma + na = (m + n) a, n (ma) = (am) a), 

DEMOSTRACION. Para m, n no negativos, véanse las relaciones 
(2), (2%) en el punto 4 del $1. Sim <0, n <0, entonces m’ == 
= m>), n =—n>0, y 


m (a (at = (ANA MA) = aMn, 


-m > 0, n > 0, tenemos 


aa” = (at)™ a" (at... apa... a) 
wiit i aaiim 
w x 
=an-™ (o (aman, si m'an) =a, 


Análogamento se examina el caso cuando m > 0, n < 0. La igualdad 
fa”) = a™n se deduce de lo anterior y es Suliciontomente evidente 
por definición de potencia. 

Un ejemplo sencillísimo de grupo cíclico es el grupo aditivo 
de números enteros (7. +, 0), generado por la unidad ordinaria 4 
1 
1 1 | genera en SL (2, £) 


unto {1, —1} es un grupo cíclico 


o —4. Es fácil verificar, que la matriz 


un subgrupo cíclico infinito. El co 
de orden 2 por multiplicación. 


Un ejemplo de grupo ciclico de orden n so obtiene, si se examinan todas 
las rotaciones en un plano, alrededor de algún punto O, de una figura n-angular 
regular P, coincidente con el plano y con centro en el punto 0. Evidentemente, 
estas rotaciones generan un grupo: como sus productos, cabe entender el cumpli- 
miento sucesivo de transformaciones. Nuestro grupo Ch contiene rotaciones 

Pa~ en sentido opuesto a las agujas do un reloj, en ángulos iguales 


¿M4 =. Además, @s = på, y por reflexiones goomé- 
tricas se ve, que pr! = pi" y 42 = Qo (transformación unitaria). Así 
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pues, | Cn | = n y Cp = (1). Observemos, que el grupo cíclico C, es un sub- 
grupo propio del grupo Dy de todas las transformaciones de simetría de la 
figura n-angular Pn (o ses, coincidencia de P, consigo mismo). 


Sean, de nuevo, un grupo arbitrario G y algún elemento del 
mismo a. Hay dos posibilidades: 1) todas las potencias de a son 
distintas, o sea m Æ n => a" a”. En este caso, se dice que el 
elemento a € G tiene un orden infinito. 2) Se tienen coincidencias 
a” = a”, para m =£ n. Si, por ejemplo, m > n, entonces, aT-% = e, 
o sea, existen potencias positivas del elemento a € G, iguales al 
elemento unidad. Sea q el menor exponente positivo, para el cual 
al = e. Entonces, se dice, que a es un elemento de orden finito q. 
En el grupo finito G (Card G < co) todos los elementos, por supuesto, 
serán de orden finito. 


Advertencia. La palabra «orden» on matemáticas, tiene significados múlti- 
ples. Antes hablamos de matrices cuadradas de orden n (matrices de dimen- 
siones n X n), pero la matriz no degenerada A, considerada como elemento del 
grupo GL (a R) tione también un orden (posiblemento Infinito) en el sentido 
recién indicado. En cada caso, surgirá claramente del contexto a qué orden 
nos referimos. 


En el marco del ejemplo, dado arriba, de grupo cíclico de orden 
n, la siguiento afirmación es casi evidente. 

TEOREMA 3. Æl orden decualquier elemento a €G (G es un grupo 
abstracto) es igual a Card (a). Si a es un elemento de orden finito q, 
entonces 

(a) = {e, 0... at} y aè = e < k = 4, LEZ. 


DEMOSTRACION. En el caso de un elemento de orden infinito, 
no hay nada que demostrar. Si a es de orden q, entonces, por defini- 
ción, todos los elementos e, a, a?, ..., af- son distintos. Cual- 
quiera otra potencia a? coincide con uno de estos elementos, o sea 
la) = (0, 4, ..., a971}. En efecto, usándose el algoritmo de divi- 
sión en Z (punto 3 del $ 8 del cap. 1), escribimos el exponente k 
de la forma 

k=Yg+r,0<r<q—i, 


luego de lo cual, operando con potencias de acuerdo a las reglas 
expuestas en el teorema 2, obtenemos 


a = (a) a = eat = a. 


En particular, a" = e => r = 0 >k = lg. 
La propiedad cíclica de un grupo, muy útit y cómoda, no siempre 
es dada apriori: a veces, hay que demostrarla. En calidad de ejem- 
plo, consideremos la siguiente 
PROPOSICION. Los elementos permutados a, b, del grupo arbitrario 
G, que tienen Órdenes s, t primos entre sí, generan en G un subgrupo cicli- 


90392 
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co de orden st 
ta, b) =(ab). 


DEMOSTRACION. En efecto, D = (a) N (b) = e, por cuanto, para 
todo elemento d € D, que tenga algún orden q, por el teorema 3, 
tenemos 

dm ad = bd = (af =e, d'= (bY =e =g |s, g it 


y como s, £ son primos entre sí, se deduce que g = 1. Si, además, 
n = | (ab) }, entonces (véase la relación (3) del $ 1), 


ab" = (aby = e => a” = b™ E D = e => a” = e, b” = e => 
=> s |n, t|n=>m.c.m. (s, £) |n = st |ne 


por cuanto, st = m.c.m. (s, £) m.c.d. (s, t). Pero (ad) = (a°)! (b)! = 
= e (teorema 2), así que n |st y, en consecuencia, n = st. Queda 
por observar, que 


(a, d)=(ab 10 <i<s—1, 0<j<t—1)>Card (a, b) Ssh 


y como, (ab) c (a, b) y Card (ab) = st, entonces, (a, b) = (ab). M 

Aún volveremos a los grupos cíclicos, pero ahora examinemos 
más fundamentalmente un tipo especial de grupos de transforma- 
ciones, en los cuales se ilustran en forma muy evidente los conceptos 
introducidos. 

4. Grupos simétricos y alternados. Sea Q un conjunto finito de n 
elementos. Puesto que la naturaleza de los elementos para nosotros 
no es esencial, es cómodo considerar que Q = {1, 2, .. ., n}. El 
grupo S (Q) (véase el ejemplo 4, dado anteriormente), de todas las 
aplicacionos biunívocas Q —>Q se llama grupo simétrico de grado n 
(de otro modo: grupo simétrico en n símbolos, o en n puntos) y muy 
frecuentemente es designado por medio de Sn. 

Sus elementos, por lo común designados con letras griegas mi- 
núsculas, se llaman permutaciones. 


Observación. A veces, los olementos del grupo S, se denominan sustituciones, 
utilizando el término «permutación» como sinónimo de una disposición de los 
números 1, ~.. n en cierto orden fijado. Como entre los ordenamientos 
de los números y los elementos del grupo S, existe una correspondencia hiuní- 
voca, y la palabra spermutación» conscientemente se asocia más bien a una acción 
que a un ordenamiento fijo, entonces, las sustituciones quedan excluidas de 
nuestro uso. Por otra parte, posteriormente, por ejemplo, hablaremos sobre la 
sustitución de un número en un polinomio, pero esto sirve solamente de argu- 
mento complementario en favor del acuerdo terminológico indicado. 
ongie necesitan algunos argumentos más, se pueden hallar en la literatura 
científica. 


En forma desarrollada y explícita, la permutación z: ¿=> x (i), 
i= 1, 2, . . ., n, se representa con el símbolo de dos filas 


RARO 
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que indica totalmente todas las imágenes 
12...» 
ay] , 


ada 
donde ir = a (k), k=4,..., n, son los símbolos permutados 
, 2, . -., m. Como siempre, e es la permutación unidad (aunque 
es letra del alfabeto latino): e (i) = i, Vi. 

Las permutaciones o, t € S, se multiplican de acuerdo con la 
regla general de composición de aplicaciones (01) () = o (1 (i). 
Por ejemplo, para la permutación 


123£ Ho 
loss 1)» masa 
tenemos 
1234 
1234/1234 IJI} nas. 
st Y ) 4321 =( ). 
2341.14 32177777 64432 
1132 
Al mismo tiempo 


1234/1234 (1234 
e E a a a)l a a a) 


así que otto. 


Tupo con ope- 
le los axiomas 
de grupos, en los que se habla de invorsos bilaterales y de unidades bilaterales. 
El axioma de asociatividad también es simétrico. En particular, en el grupo: 

en el sentido 
corriente de izquierda a derecha. Si hubiéramos escrito to o 1% en lugar de 01 = 
= ø (i), entonces, esto también hubiese sido habitua) para nosotros. 


Hallemos el orden del grupo S,. Con la pormutación o, el sím- 
bolo 1 se puede llevar a otro cualquiera o (1), para lo que existen, 
exactamente, n posibilidades distintas. Pero, fijando a o (1), tenemos 
derecho de elegir en calidad de a (2) solamente a uno de los n —4 
símbolos restantes (en total, pares distintos de o (1), o (2), se tienen 
(n — 4) + (a —1) + ... + (n—1 =n (n — 1), en calidad de 
4 (3), respectivamente n — 2 símbolos, etc. El total de Jas elecciones 
posibles a (1), © (2), . . ., o (n), y, por consiguiente, de todas las 
permutaciones posibles, resulta n (n — 4) . = n! (factorial 
de n). De este modo, 


Card Sp = | Sn | = (Sn:e) = nl. 
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Descomponemos ahora las permutaciones de S, en productos 
de permutaciones más simples. La idea de la descomposición la 
explicamos esquemáticamente en el ejemplo de las permutaciones 
anteriormente mencionadas o, TE Sy 


La permutacióu 0, brevemente se escribe en forma o = (1234) o, lo 
que es lo mismo, en forma a = (2341) = (3412) = (4123), y lleva 
el nombre de ciclo de longitud 4, mientras Ja permutación t = (14) 
(28), es el producto de dos ciclos independientes (no intersecados) 
(1%) y (28) de longitud 2. Observemos, que o? = (13) (24), ot = 
= (0) =e, Te 

Pasando al caso general, llamamos a dos puntos i, j E Q equiva- 
lentes respecto al subgrupo cíclico (1) < Sn, o sencillamente n-equi- 
valentes, si j = w (1 =a(... 7 (i) ...) para algún s € È. Como 
S, es un grupo finito, entonces, cada uno de sus subgrupos también 
es finito. Por el teorema 3, en el caso en que Card (1) = q, se puede 
considerar que 0 < s < q. Estamos en presencia de relaciones refle- 
xivas, simétricas y transitivas (véase el punto 2, del § 6 del cap. 1), 
por cuanto i= n° (ù) =e (Ñ); j= mx (=i = at) y j= 
=w (i), k= ni (j) =k =n (9, En correspondencia con la 
propiedad goneral de relaciones de equivalencia, obtenemos la 
partición 


2£=QU-.. U Qp 0) 


del conjunto 2, en'clases Ly, . «++ Lp, disjuntas de dos en dos, 
a las que se acostumbra llamar también a-órbitas. Este nombro está 
plenamente justificado. Cada punto ¿E QTpertenece exactamente 
a una órbita, y si ¿ € Q, entonces Q, está compuesto de imágenos 
del punto ¿con la operación de potencias del elemento a: i, a (i), 
nt (i), +. 07 (0. Aquí, l, = | Q a] es la longitud de la a-órbita 
de Qa. Evidentemente, I < g = Card (x) y n’ (i) = í, además, 
1, es el menor número que posee esta propiedad. Haciendo 


caes Sie TOR O) 
alo 2 o AA aaa aint (0) 


llegamos, precisamente, a la permutación llamada ciclo de lon- 
gitud lye 
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Es panen de gusto y comodidad, escribir (123 ... l) o 
wg y 1), separando los símbolos con comas. El ciclo zy 
deja T su lugar a todos los puntos del conjunto 23.Q,, y a (j) = 
= an (j) para cualquier punto ¡€ Q,. Esta propiedad nos da pio 
para llamar a los ns, Ap, st, ciclos independientes o disjuntos, 
Como ala (i) = i para ¿E Q, entonces, at = e. 

Así que, con la partición (1) se asocia la descomposición de la 
permutación n en el producto 


N = Tia +. Tp, (2) 
dondo todos los ciclos son permutados: A = m%s ..- np = 
= Milig + + + Nip. 

Se puedo considerar, por ejemplo, que h >h >... > In > 
> Im lp =1. 


AS 
Si el ciclo Ta "0 tiene una longitud 1, entonces, opera como 
una permutación unitaria; es natural omitir tales ciclos en el pro- 
ducto (2): 

R = MRa oee mi h>1 1<k<m (3) 


Por ejemplo, la permutación 


f 234567 a) s, 
mlos4547068)é% 
la escribimos de forma 
n = (12345) (67) (8) = (12345) (67). O 

Alguna dificultad provoca el hecho de que (12345) (67) puede 
ser interpretada como una permutación de S, para cualquier n > 7, 
sin embargo, cuando n está dado, no hay ninguna ambivalencia. 

Más exactamente, sea que junto con la descomposición (3), te- 
nemos otra descomposición x= %%y ... %, en productos de 
ciclos independiente, además sea ¿ un símbolo que, cuando se efectúa 
la oporación x, no queda en su Jugar. Entonces, 1, (1) + i, 02, (i) = È 
para uno (y sólo para uno) de los cielos p, . - ., Am Y para uno de 
108 1, . - ., Ap. Tenemos 

ny () = në (i) = at (i), k=0,1,2, ... 

Pero un ciclo se determina unívocamente por la operación de su 
potencia sobre cualquier símbolo, que no se conserve en su lugar. 
En consecuencia, zs = 0%. Más adelante se aplica inducción sobre 
mor. 

Así, hemos demostradu el 

TEOREMA 4. Cada permutación n = e en S„, es un producto de ciclos 
independientes de longitud > 2. Esta descomposición en un producto 
está definida univocamente, exactamente hasta el orden de recorrido 
de los cielos. 


13 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS (CAP. 4 


$w; La escritura compacta (3) de la permutación 7, a la que se hace 
mención en el teorema 4, es cómoda por muchas razones. En parti- 
cular, permite, encontrar fácilmente el orden de una permutación. 

COROLARIO 1. El orden de la permutación z € Sn (= al orden del 
subgrupo cíclico (n )) es igual al mínimo común múltiplo de las longi- 
tudes de los ciclos independientes, que entran en la descomposición 1. 

DEMOSTRACION. Antes ya se observó que los ciclos independientes 
en la descomposición n = Mte . - . Am son permutables, o, como 
Ta se dice, conmutan. Por eso, de acuerdo a la relación (4) 
el $1, 

“m =n amw s=0,4,2,... 

Como los ciclos 34, . » ., ttm son independientes (operan en distintos 
conjuntos Qy, ..., Om), entonces, 11 = e > na} = e, para k = 
= 1, ..., m. Luego, g es un múltiplo común de los ciclos ain, los 
que, como vimos, coinciden con sus dimensiones Zy. Si g es el menor 
número natural, para el cual n? = e, entonces, g = Card (n) y 
q = m.c.m. (l, .. ., Ìm) es un número entero, definido en el punto 
2, del} 8 del cap. 1. Véase también la frase al final dol punto 3. Y] 


Por ejemplo, inmodiatamente podemos decir quo, el orden de las pormuta- 
ciones del tipo (4) os igual a 10. ¿Y cuál os ol máximo orden do los elementos 
de Sy? Eligiendo las particiones del número 3 en sumandos positivos, dispuestos 
en orden no decreciente, llegamos a la conclusión, que los órdenes de los elomon» 
tos = e on Sa son dados por los números enteros 2, 3, 5, 6, 7. 8, 10, 12, 15. 
En calidad de elemento de máximo orden 15 so puede tomar, por ejemplo, la 
permutación = (12345) (078). 


DEFINICION. El ciclo de longitud 2 se llama trasposición, 

Cualquier trasposición tiene la forma t = (ij) y deja en su lugar 
a todos los símbolos, distintos de ¿, j. Del teorema 4 se deduce el 

COROLARIO 2. Cada permutación 2 € Sa es producto de trasposiciones. 

En efecto, en virtud del teorema 4, es suficiente escribir en forma 
de productos de trasposiciones, cada uno de los ciclos. Pero esto 
se puede hacer, por ejemplo, así: 


(12 1-10 = (1) (1104) a3 02). Y 


La afirmación del corolario 2 se puede expresar de otro modo, 
utilizando el concepto de sistemas generadores de grupos (véase el 
punto 2) 


Sa =((12), ©. (1m), (23), --., (2), oo o (1 — 11). 
Por supuesto, este sistema de generadores no es mínimo. Por ejemplo 
S, = (12), (13), (231) = ((12), (13). 


En consecuencia, no se puede hablar de ninguna unicidad de escritura 
de una permutación por medio de trasposiciones: las trasposiciones, 
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hablando en general, no conmutan, y su número no es invariante 
de la permutación. Por ejemplo, en S, tenemos 


(123) = (13) (12) = (23) (13) = (13) (24) (12) (14). 


Por otra parte, la multiplicidad de la descomposición se aprecia 
de Ja igualdad ot? =g para cualesquiera trasposiciones O y T. 
No obstante, un invariante de descomposición de permutaciones 
por medio de trasposición, pese a todo, existe. A fin de poder des- 
cubrirlo, en la medida de lo posible, de un modo natural, conside- 
remos la operación S, sobre las funciones. 


DEFINICION. Sean, 1 € Sn y f (Xa, . . -, Xa), funciones de cuales- 
quiera n argumentos. Suponemos 
Co f) (Xur © o or Xn) = f (Kain © o sa Mr) (5) 


Se dice, que la función g = n o f se obtiene por operación de 7 sobre f. 
Por ejemplo, si n = (123) y f(X, Xa Xy) =X, + 2X + 
+ 3X, entonces, (1 o f) (Xy, Xa, Xy) = X, + 2X3 4 2X0, 
En correspondencia con el $ 1 del cap. 3, la función /'se llama 
antisimétrica, si to f= —f, para cualquier trasposición t€ Sn, 
o sea, 


Ileen Xn eee Xn ee) =f len Xn oen Xp + de 
LEMA. Sean a, B dos permutaciones cualesquiera de Sn» Entonces 
(aß) of = a o (a o f). 
DEMOSTRACION. En correspondencia con la rolación definitoria (5) 
tenemos 
(OB) o P) (Xis -as Xn) = ¿(Xiao ++ Mag tn) = 


= f (Xah an Xah m =f (Xetai + e a Xoan = 


= (Bo (Xara Xant) = (00 (Po (Xas 00.9 An). 
TEOREMA 5. Sea n una permutación de Sp, 

RSG.. Ta (6) 
alguna descomposición de n en un producto de trasposiciones. Entonces, 
el número 

ta = (Y, (m 


denominado paridad de x (o do otro modo: signatura o signo de n) 
queda totalmente determinado por la permutación n y no depende del 
modo de descomposición (5), o sea, la paridad del número entero k, para 
la permutación dada x, es siempre la misma. Además, 


Lap = lat; (8) 

para todos los œ, B € Sp, 9T 4 
DEMOSTRACION. Tomamos una función antisimétrica arbitraria 
f, do n argumentos X,, ..., Xn. Por el lema, la operación de n 
sobre f so reduce a una sucesiva aplicación de trasposiciones Tp 
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Tap » +». Tas O sea, a k repetidas multiplicaciones de f por —1: 


nof= (Ti... Tr) 0 (Th 0 f) = 
=— (m.e Taf = e = (1) f = eat. 


Como el primer miembro de esta relación depende de x, pero no de 
ninguna de sus descomposiciones, entonces, y la aplicación e: 1 —> 
=> en, dada por la igualdad (7), debe determinarse totalmente por la 
permutación z con la condición, claro, de que f no sea una función 
idénticamente nula. Pero sabemos, que existen funciones antisimé- 
tricas distintas de cero; por ejemplo, el determinante de Vander- 
monde An (Xy, -+ -» Xn) de orden n. 

La aplicación a una función f, de las permutaciones af de acuerdo 
a la regla expuesta en el lema, da 


tapl = (0p) o f = a o (P o f) = a o (ef) = ep (œ ° f) = 
= ep (€af) = (€aëp) fy 


de donde se obtiene la relación (8). $ 

DEFINICION. La permutación x € S, se llama par, si ta = 1, e 
impar, si ex 

De la definición se deduce, que todas las trasposiciones son per- 
mutaciones impares. 

COROLARIO 1. Todas las permutaciones pares de potencia n forman 
el subgrupo An Œ Sa de orden n!/2 (se llama grupo alternado de 
potencia n). 

DEMOSTRACION. De acuerdo con (8), tap = 1, si ta= ep = 1, 
Y En-1 = Ex, por cuanto e, = 1. Como A, es un subconjunto en Sn, 
entonces, todos los axiomas de grupo se cumplen. _ 2 

Escribamos S, en forma de unión S, = An U An, donde An 
es el conjunto de todas las permutaciones impares de potencia n. 
La aplicación de S en sí misma, definida por la regla 


Pis? a —(12) 1, 


es biyectiva. Es inyectiva: (12) a = (12) p = æ =f; a continua- 
ción, empleando el teorema 3 del $ 5 del cap. 1, se puede sencilla- 
mente notar, que (Pus)? es una aplicación idéntica. Como qnn = 


tanë = —Exy entonces, Pos An = Ány Pagán = Án- Quiere 
decir, que el número de permutaciones pares en Sp, coincide con 
el número de permutaciones impares, de donde | An | = $ | Sn | = 


t 
=>5.1 
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coroLaRIo 2. Sea la permutación x € Sn, descompuesta en un pro- 
ducto de ciclos independientes de longitudes ly, lz, « » «+ Ln. Entonces 


m 
Y -D 
e (yA . 

Efectivamente, según el teorema 5 tenemos £a = ln, ++. am = 
= Ex, «+» Enp Además, Em, = (Ay a7*, por cuanto n, se escribe 
en forma de producto de l, — 1 trasposiciones (véase la demostra- 
ción del corolario 2 del teorema 4). Definitivamento, 

m 
Y 0-0 
1 ad r=] 
eaa (1) 0 (Y (4) .B 
Para finalizar, a fin de descansar de cosas serias. examinemos el conocido 


duogo de «quince». Quince fichas cuadrada. as, de igual medida, numeradas, 
se distribuyen en un tablero eradrado, dividido en 16 canipus de iguales dimen- 


Fig. 12 


siones quo las fichas, Queda libre un campo, utilizando el cual, se pueden mover 
las fichas en forma horizontal o vertical (sin sacarlas del tablero). Se requiere, 
a partir de una distribución inicial, arbitraria, dada de las fichas (véase la 
fig. 12, a; en la posición inicial, se puede considerar campo libro al ángulo infe- 
rior derecho), pasar a una distribución correcta (véase la fig. 12, 6). ¿Cuándo 
es posible dar este paso? La teoría elemental de Jos grupos ematós a este juego 
en su pleno auge «de salón». Con las figuras a) y b) e asocia Ja permutación 
a € Sy, No es difícil convencerse (de cualquier modo, se recomienda convencerse) 
de que la distribución correcta es alcanzable si, y sólo si, la paridad e de Ja per- 
mutación si es igual a 4, o sea, si 1 € Ajs. 


EJERCICIOS 


4. Mostrar, que si M = ($) es un monoide, engendrado por el conjunto $ 
y cada elemento s€ S es invertible en M, entonces, M es un grupo. 

2. Grupo, es un monoido G con elemento neutro, en el cual las ecuaciones 
del tipo az =b, ya = ò tienen solución única para cualquier a, ò € G. Demos- 
trar esta afirmación. 

3. Mostrar, que el conjunto A, (R) de las llamadas transformaciones afines 
¡zi as -+ b (a, b€ R; a 20) de la recta real R, forma un grupo con 
'de multiplicación Pa. Pea = Pacadza: En ol grupo Ay (R) está contenido 
el subgrupo de los «desplaZamientos puros» z > z => b. 


Y 
ley. 
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4. El grupo SL(2,Z) contiene los elementos A = 123. B= 
= 1-2 i | de órdenes 4 y 3, respectivamente. Mostrar, que (AŻ) es un 
subgrupo ciclico infinito en SL (2, 7). De este modo, el producto de dos elemen- 
tos de orden finito en el grupo G, no son necesariamente elementos de un grupo 
finito. ¿Y cómo es la cosa en un grupo abeliano? 

5. Demostrar, que el grupo G de orden par | G | = 2n necesariamente con- 
tiene un elemento g s+ e do orden 2. (Indicación. Considerar la partición de 
G en pares g, g~). 

6. Demostrar, que Sa = ((12,), (13), -+ ~ qm). 

7. Demostrar, que Sa = ((12), (123, - -., n)). 

3. Demostrar, que el grupo alternado An, n > 3, es engendrado por ciclos 
de longitud 3, además, efectivamente, 

An = (128) (124) ses (12n)) 

9. Hallar el signo de la permutación 


nt n 
2 u 


10. Sea Q = (1, 2, -. n n}, Q X Q un cuadrado cartesiano. Llamaremos 
al par (í. j) € Q X Q, inversión en relación a la permutación o € S, (brevemente: 
g-inverstón), si t< j, pero o (i) > a (j). Hacemos 


sme= [J socn, 
1icjen 


Como (o (/) — 0 (1): — i) es un número racional distinto de cero, siendo nega- 
tivo exactamente cuando (1, j) os a-inversión, y como g: 9 — Q es una aplica- 

—1)4, donde k es el número goneral de las 
Como 


ción biyectiva, entonces, sgn o = 
g-inversiones. Si T = (if) es una tra: 
es fácil ver, 


pd E lo A 


rr (a 


así que la -inven 
to, donde t= (0 
trasposiciones Ti, - 
ción unitaria. Por 
zon dos designaciones, 
tación; sgn (del latín sig 
determinar el signo de una permuta 


n (i, j) deja de ser inversión en relación a la permutación 
o (ü) es una traspos Mostrar, que se encuentran k 
++ Tp. para las cuales T/ Tp 1 > - - T10 = e, es una permuta- 
consiguiente, g= T; .- Tias Y Sgn O = (A) = eg 
1 iguales atributos, de una misma invariante de permu- 
num: signo). Hemos obtenido otra forma cómoda para 
D. Digamos, en relación a la permuta- 
ción (4) que el conjunto de inversiones se compone do cinco pares (1, 5), (25), 
(8.5). (4,5), (0,7), así que sgn z = —1. Prácticamente, la cuestión se reduce 
a calcular, en la fila inferior de la permutación x, la cantidad de números f, 
mayores que t. pero que se encuentran antes de i, para i = 1, 2, . — 4 
11. Demostrar, que el subconjunto no vacío Æ del grupo (multiplicativo) 
finito €, es un subgrupo, si Æ es cerrado con relación a la multiplicación. Signi- 
fica, en el caso dudo, que la exigencia de que en Æ existan el elemento unidad 
e, y el inverso ài para cada h € H, resulta superflua. 
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¿Qué sistema de generadores se puede proponer para el grupo multi- 
plato Ae, de dos climeros racionales posluvos? ([ndicación: Utilizar el 
teorema fundamontal de la aritmética, del $ 3 del cap. 1). ¿Existeo no en (Qu, +) 
un sistema de generadores fini 

13. Demostrar, que la A-ésima potencia aX del ciclo x = (12 ... n) € 
es el producto d = m.c.d. (n, k) de los ciclos independientes, cada uno de ía 
cuales tiene una longitud g= m.cm. (n, d) = n/d 

14. Sean A, B € Al (R) y (4B)" = E, para algún número entero m. 
¿Es cierto, que (BAJ"= E? 


$ 3. MORFISMOS DE LOS GRUPOS e 


1. Isomorfismos. Como ya se indicara antes, tres rotaciones Qo. 
Qır Pz, en sentido contrario a las agujas del reloj, en los ángulos de 
0%, 120°, 240", trasladan el triángulo equilátero P, sobre sí mismo. 


ta 


Fig. 13 


Poro se tienen todavía tres transformaciones axiales de simetria y 
reflejo) Wi, Wa» Fy con los ejes de simetría 1 

3— —3', indicados en la fig. 13. Todas las seis T EA 
de simetría corresponden a las permutaciones en el conjunto de los 
wértices del triángulo. Obtenemos 


Pome, q (123), q. ~ (132) 
Pa ~ (23), Ya ~ (13), ps ~ (12). 


Como no hay otras permutaciones de potencia 3, entonces, se puede 
afirmar, que el grupo D, de todas las transformaciones de simetría 
del triángulo equilátero, manifiesta una gran similitud con el grupo 
simétrico Sy. 

En este mismo sentido, son cercanos entre sí los grupos cíclicos 
Ca (véase el ejemplo en el punto 3del $ 2) y (12... 1) E Sn 
Estos hechos, así como las meditaciones generales sobre grupos, 
no pueden no conducir a una pregunta natural, acerca de las propie- 
dades más esenciales de los grupos. Á primera vista, una información 
completa está contenida en la tabla de multiplicación del grupo G, 
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Mamada tabla de Cayley 


Lu E 
Er Et Liba 
Es | Sai Bata 


En Engi Enga >o Enën 


Realmente, muchas rogularidades de los grupos pueden ser per- 
cibidas al examinarse la tabla de Cayley, o, lo que es lo mismo, la 
matriz A = (m;) (de dimensiones n X n, si n = (G:e)) con ele- 
mentos mi; = gig; € G. Sabemos, por ejemplo, que en cada fila y en 
cada columna de la matriz M, cualquier elemento del grupo G se 
encuentra ctamente una vez (vénse más abajo, la demostración 
del teorema 2). El grupo G es abeliano si, y sólo si, la matriz M 
es simétrica, o sea, si Mi = mji. Esta lista de propiedades se podría 
continuar, pero, sin embargo, comparar dos tablas para grupos 
G, G' de igual orden, es relativamente difícil, porque la forma de 
la matriz 4 depende de la numeración (ubicación) de los elementos 
del grupo, y ya en el caso de grupos infinitos, la situación se complica 
aún más. 

El modo más correcto y más radical de abordar el problema de 
la diferenciación (0, por el contrario, de la identidad) de los grupos 
G y G', lo propone el concepto de isomorfismo. 

DEFINICION. Dos grupos G y G’, con operaciones + y o se llaman 
isomorjos, si existe la aplicación j: G —=G' tal, que: 

(i) f (a » b) = f (a) o f (b), para todos los a, b € G; 

(1) f es biyectiva. 

El liecho de isomorfismo de grupos, frecuentemente se designa 
con el símbolo G = Ç’. 

Mencionemos las propiedades más sencillas del isomorfismo. 

1) La unidad pasa a unidad. Efectivamente, si e es unidad en el 
grupo G, entonces, ¿*a = a + e = a, en consecuencia f (e) o f (4) = 
= f (a) o f (e) = f (a), de donde se deduce, que f (e) = e”, unidad 
del grupo G’. En este razonamiento fueron utilizados, aunque parcial- 
mente, ambas propiedades de f. Para la (i) esto es evidente, y la 
propiedad (ii) garantiza la sobreyectividad de f, así que, con los 
elementos de f (2), se completa todo el grupo G’. 

2) f (a) = f (a)7?. Efectivamente, de acuerdo a 1), f(a) o 
of (u-i) mara f(e) =e', que cs unidad en G’, de donde 
Fla)! = f la) > e = f (a) o {f (a) o f (a™)) = 

= (f (= o f (a)) o f (a) =e o f (a?) = f (a). E 
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3) La aplicación inversa f~: G' >G (existente en virtud de la 
propiedad (ii), también es isomorfismo. 

En razón del corolario del teorema 2, $ 5, cap. 1, hay que conven- 
cerse solamente de la legitimidad de la propiedad (i) para f~! Sean, 
a', b EG. Entonces, en vista de Ja biyectividad de f, tenemos 
a' = f (a), b' = f (b) para algunos a, b €G. Por cuanto f es iso- 
morfa, a’ o b' = f (a) o f (b) = f (a, b). De aquí, tenemos, a» b = 
= f~} (a' o b'), y como, a su vez, a = f~ {a'), b = f~ (b'), entonces, 
Fla ob) = f (a) e f> 0). | 

Una sencilla comprobación muestra, que la relación ~, establecida por 
nosotros entre los genos Dy y Sy, es realmente un isomorfismo. 

En calidad de aplicación isomorfa f, del grupo multiplicativo (Ra, +) 
do todos los números realos positivos sobre ol grupa aditivo (R, ~-) de todos 
los números reales, puede servir f = ln, La conocida propiedad del logaritmo 
Infad = ln a + In b, precisamente modela la propiedad (i) en la definición 
de' isomorfismo. Como inversa f, sirve lu aplicación æ +» es. 


Demostremos ahora dos teoremas generales, que ilustran sobre el 
papel del isomorfismo en la teoría de los grupos. 

TEORBMA 1. Todos los grupos cíclicos de un mismo orden (incluso, 
infinito) son isomorfos entre si. 

DEMOSTRACION. Efectivamente, si (g) es un grupo cíclico infi- 
nito, entonces, todas las potencias g” del generador g son distintas, 
y obtenemos el isomorfismo f: (g) =(2, +), haciendo g” w+ 
= f(g") =n. La biyectividad de f es evidente, y la propiedad 
1(87g") = f (8") + f (g”), se deduce del teorema 2 del $ 2. 

Sean ahora, G = {e, g, .. ., 8) y OU ~= {e's g' -a (80) 
dos grupos cíclicos de orden g (no distinguimos las operaciones en 
G y G'). Definimos la aplicación biyectiva 


i gm eP k=0,4 ...q—í 


Haciendo, n -+ m = lg +r, 0<r<q—1, para cualesquiera n, 
m = 0, 1, ..., q — 1 y razonando como al demostrar el teorema 3 
del § 2, tendremos 


DEA) = f (E) = EY = (87 = (8 (1 I Y 


Teorema 2 (de Cayley). Cualquier grupo finito de orden n, es iso= 
morfo a cierto subgrupo del grupo simétrico Sy. 

DEMOSTRACION. Sea G nuestro grupo, n = |G |. Se puede consi- 
derar, que S, es cl grupo de todas las aplicaciones biyectivas del 
conjunto G sobre sí mismo, debido a que la naturaleza de los ele- 
mentos, permutados con los elementos de Sn, no es esencial. 

Para cualquior elemento a € G examinamos la aplicación Ly: G —> 
>-G, definida por la fórmula 


Lo (8) = ag. 
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Sic = Ex Za + En, son todos los elementos del grupo G, enton- 
Ces, 4, agg, «+ - Agn, serán los mismos elementos, pero dispuestos 
en algún otro orden (irecordemos la tabla de Cayley!). Esto es com- 
prensible, por cuanto 

agı = agy = ari (agi) = ar (ag) > (aa) gi = (ua) gy => 8: = Es. 
Esto significa, que L, es una aplicación (permutación) biyectiva, 
cuya inversa será La' = Lay La aplicación unidad es, natural- 
mente, Le 

Utilizando de nuevo la asociatividad de la multiplicación en G, 
obtenemos Las (g) = (ab) g = a (bg) = La (Log), O sea, Las = 
= Le. Lo. 

Así, el conjunto Le, Lg,, » - -» Lg, genera un subgrupo, digamos 
H, en el grupo S (G) de todas las aplicaciones biyectivas del con- 
junto G sobre sí mismo, o sea, en Sn. Tenemos la inclusión H <= Sn 
y tenemos la relación L: a > La € H, que posee, por lo dicho antes, 
todas las propiedades de isomorfismo. 

El teorema de Cayley, no obstante a su sencillez, tiene gram 
importancia en Ja teoría de grupos. El destaca un cierto objeto 
universal (la familia {Sn |n = 1, ..} de grupos simétricos), 
que es contenedor de todos los grupos finitos en general, considerados 
con exactitud hasta el isomorfismo. La frase « con exactitud hasta 
el isomorfismo » no sólo refleja la esencia de la teoría de grupos, 
que pretende reunir en una clase a todos los grupos isomorfos, sino 
y de las matemáticas en su conjunto, las que, sin tales generaliza- 
ciones, carecerían de sentido. 

Haciendo G' == G en la definición de isomorfismo, obtenemos la 
aplicación isomoría q: G— G del grupo G sobre sí mismo. Ella se 
llama automorfismo del grupo G. Por ejemplo, la aplicación unitaria 
eg: g — g (más adelante indicada por medio del 1), es un antomor- 
fismo, pero, como regla, G posee también automorfismo no trivial. 
La propiedad 3) de las aplicaciones automorfas muestra, que la apli- 
cación inversa en relación a un automorfimso, también será un auto- 
morfismo. Si, luego, q, p son automorfismos del grupo G, entonces, 
(o o4) (ab) = y (p (ab)) = e 6 (a) y (0) = (0 1) (a) X (o ow) (0) 
para cualesquiera a, b € G. Por consiguiente, el conjunto Aut (G) de 
todos los aulomorfismos del grupo G genera el grupo—subgrupo del 
grupo S (G) de todas las aplicaciones biyectivas G — G. 

2. Homomorfismos. En el grupo de automorfismos Aut (G) 
del grupo G hay un subgrupo especial. El se designa con el símbolo 
Inn (G) y se llama grupo de automorfismos internos. Sus elementos 
son aplicaciones 


Ia: g agar, 


Un pequeño ejercicio muestra que Zą efectivamente cumple todas 
las propiedades, que se requieren de los automerfismos, además 
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z1 
5 


Tam Ie = 1 es el automorfismo unidad, 
Teo Ia = Ian (porque (Lao Ts) (8) = Ia Lo) (8) = 
= I, (bgb™!) = abgb-ta™ = abg (ab) = Ies (8))e 
La última relación muestra, que la aplicación 
f: G —= Inn (6) 


del grupo G’ sobre el grupo Inn (G), de sus automorfismos internos, 
determinada por la fórmula j (a) = Ja, a € G, posee la propiedad (i) 
de la aplicación isomoria: f (a) o f (b) = f (ab). Sin embargo, la 
propiedad (ii), en este caso, no se cumple necesariamente. Si, por 
ejemplo, G es un grupo abeliano, entonces, aga”! = g para todas 
las a, g € G, así que Za = Z, y todo el grupo Inn (G) está compuesto 
de un solo elemento unidad /,. Esta circunstancia hace natural la 
siguiente general 

DEFINICION. La aplicación f: G +G' del grupo (G, ») en (G', o), 
so llama homomorfismo si 


Fla» b) = f (0) o f (b), Va, LEG 


(en otras palabras, en la definición de isomorfismo se suprime la 
propiedad (ii)). 
Se llama núcleo del homomorfismo f el conjunto 
Ker f = {g €G | f (g) = e', unidad del grupo G'). 


La aplicación homomorfa de un grupo sobre sí mismo, también 
se llama endomorfismo. 

En esta definición, de f no sólo no se exige biyectividad, sino 
que tampoco se requiere sobreyectividad (o sea, ser aplicación « so- 
bre »), lo que por otra parto, no es muy esencial, puesto que siempre 
se puede uno limitar al examen de la imagen Im / =G”, que es, 
evidentemente, subgrupo en G’. La principal distinción del homo- 
morfismo de f con respecto al isomorfismo, se reduce a la existencia 
de un núcleo no trivial Ker f, que es, por así decirlo, la medida 
de la no inyectividad de f. Pero si, Ker f = (e), entonces f: G —> 
> Im f, es isomorfismo. 

Notemos, que 


$ (a) = e, f(b) = e => f (a + b) = f (a) o f (b) =e o e = e 


Pla) =1 (09% = i =.e”. 
Por eso, el núcleo Ker f es subgrupo en G. Sea JJ = Ker f c G. 
Entonces (ahora omitimos los signos + y o): 


$ (gg) = f (8) F (h) f (8) = 1 (2) e'f (0 = e', 
Vh EH, g &G, 
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o sea, ghg”! € II y, por consiguiente, glIg”'H. Keemplazando aquí 
g por z~}, obtenemos gig c H, de donde H <gHg”. Así que, 


gHg=H, Vg€G. 


Los subgrupos que tienen estas propiedades se llaman normales (tam- 
bién los llaman subgrupos invariantes, o divisores normales). Así, 
hemos demostrado el 

TEOREMA 3 Los núcleos de los homomorfismos siempre son subgrupos 


tario), isomorfismo (homomorfismo biunívoco, epimorfismo y mono- 
morfísmo conjuntamente). Existe la tendencia a reemplazar homo- 
morfismo por el término morfismo. Es útil tener en vista este voca- 
bulario al leer literatura matemática, pero al principio, quienes lo 
deseen pueden arreglárselas con dos términos: isomorfismo y homo- 
morfismo con el agregado de las partículas «sobre» y «en». 


Como complemento de Jo considerado arriba, damos algunos ojemplos 
más de morfismos de grupos. 

1) El grupo aditivo de los números enteros Z, homomórficamente so repro- 
senta sobre el grupo cíclico finito (g) de orden q, si hacemos f: n 1 g^ (véase 
el teorema 2 del $ 2). En oste caso, ovidentemente, Kor / (la | 1 € Z}, Bfecti- 
vamente, es claro que {l4} œ Ker f. La inclusión inversa so deduce del toore- 
ma el $ 2. 

'2) La aplicación /: R — 7 = SỌ (2 del grupo aditivo de los números reales 
sobro ol grupo 7 de rotaciones del plano con un punto fijo O, dada por la fórmula 
70) = Ó, (h es rotación on sentido contrario a las agujas del reloj, en el 
ángulo 274). os homomorfa. Como Da, o Pa = Paru, y el giro en un ángulo 
múltiplo de 2 x, coincide con el giro unitario (on un ángulo nulo), entonces, 
Ker/ = (2nn| n€ 7). Se dice también, que f es un homomorfismo de * en 
la circunferencia Sí de radio unitario, por cuanto se tiene correspondencia biuní- 
voca entro Q, y el pnnto en Si con coordenadas polares (1, 274), 0 <A < 1. 

3) El grapo lineal completo GL (n) do las matrices reales A ((o sea, de las 
matrices con coeficientes en R) con determinantes det A distintos de cero, homo- 
mórficamente so representa sobre el grupo multiplicativo R*. de los números 
renles distintos de cero, si se hace f = det. La condición de homomorfismo 
F(AB) = f (4) f (8) es sólo otra formulación distinta del teorema 5 del $ 2 
del cap. 3. Por definición, SL (n) = Ker f. 
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4) Consideremos ol grupo ciclico C, = (4) = (1, 1) de onten 2. 
Si so quiere, se puede dur en forma abstracta como ma tabla le Cayley 


SA 
1 1 
Ap 1 


La aplicación S, — Cs con ayuda de nuestra conocida función e = sgn : A> € 
(el signo de la permutación a) es un homomorfismo del grupo simétrico Sp 
sobre C, Además, de acuerdo a la definición de grupo alternado, Kor e = Ay” 

5) Ün grupo infinito puede ser isomorto de su venta dro (propio) subgrupo. 
Efectivamente, el grupo aditivo (Z, +) contieno al subgrupo. propio n2 = 
= (n |k EZ), dondo n > 1 es un número natural dado. Es fácil vorificar 
quo la aplicación gn : Z>nZ, está determinada por la rolación g, (1) == nk 
es un isomorfismo. De notemos, que Z y aZ., son grupos cíclicos infinitos, 
on los cuales de gonerador sirvon 1 o —1 y n o —n, respectivamente; por eso, 
€n Y la aplicación k —» —nk agotan todos los isomorjismos de £ =r AZ. 

) El grupo Aut (G) e incluso un elemento no unitario @ € Aut (G) aislado, 
pueden servir de fuente de importantos informaciones sobre el grupo G. Ho aquí 
un ejemplo claro de esto tipo. Sea G un grupo finito, on el cual opora un auto- 
morfismo de orden 2 (p? = 1), sin puntos fijos: 


a e= o (a) a. 


or a, obtenemos 4 (b)-t 
a T a AS, 9 À e 


g > g, Sabiendo esto, oblenomos fi q = 
= (ebi) = ba, o sea, ¡ el grupo G resulta ser nboliano! Además, (C : o) 
es un número impar, porque G se compone de e y de pares do elementos no intor 
secados gi g7? 

7) En cuanto se puedo modificar una operación sobro m grupo, no cam- 
biando, en ol sentido dol isomorfismo, el propio grupo, lo muestra el siguiente 
ejemplo (véase también ol ejercicio 3 del $ 1). Scan, G un grupo arbitrario, 
t un clemento snyo dado, cualquiera. Introducimos en el conjunto G una mueva 
oporación: 


(Er h) > En h = gih. 


Inmediatamente comprucba, que (g; * ga) = g3 = g; + (La + gad, © sea, que la 
operación + es asociativa. Además, g+ 11 = t-i eg ~ g, yog» (gol) = 
= (figit) a g = 11, y osto significa, que (G, e) es un grupo con el 

t~, Do elemento inverso a gen{G, +), si Ag- 
aplicación 7: g-»gt-1, ostablece el isomo: 
o sea, f (gh) = f (g) = f (h). 


'odos los ejemplos indicados sirven, entre otras cosas, para ilis- 
trar una regla común: el estudio de los morfismos del grupo G da 
una considerable información sobre el mismo grupo G. 

- Clases adjuntas respecto a un subgrupo. De la definición de 
homomorfismo f: G=G” y de los ejemplos considerados so ve, que 
100392 
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todos los elementos del conjunto 
aKerf= {ab |b € Ker f), a EG, 


tienen aplicación en un mismo elemento f (a) del grupo G': f (ab) = 
=f (a) j 0) = 7 (a) e = f (a). Por el contrario, si f(g) = f (0), 
entonces, f (a'g) = f (097 (6) =1 (077 (g) =e, de donde 
a-ig = b € Ker fy g = ab € Kerf. Este hecho, muestra la convenien- 
cia de descomponer al G en subconjuntos del tipo a Ker f. Estudie- 
mos esta subdivisión en el caso general, independientemente de los 
homomorfismos. 

DEFINICION. Sea H un subgrupo del grupo G. Clase adjunta a 
la izquierda en el grupo G del subgrupo H (brevemente, G del Hy 
se llama el conjunto gH de elementos del tipo gh, donde g es un ele- 
mento dado de G, y h recorre todos los elementos del subgrupo H. 
E) elemento g se denomina representante de la clase adjunta gH. 

Análogamente se definen las clases Hg adjuntas a la derecha, 
A vecos, las clases adjuntas a la izquierda en nuestro sentido, Jas 
llaman a Ja derecha, y a las adjuntas a la derecha, a la izquierda. 
Lo importante es alenorse a una terminología dada. Si H = Ker f 
es el núcleo de un homomorfimo, entonces, gH = Hg, en vista 
de la normalidad de M en G (véase el punto 2). Hagamos notar, que 
una de las clases adjuntas, resulta ser el propio subgrupo H = He = 
= eH. Ninguna otra clase adjunta es subgrupo. Efectivamente, si 
gH os un subgrupo, entoncos, e € gH, de donde e = gh, g = h 
y gĦ = hH = H. 

'reonesa 4 Dos clases adjuntas a la izquierda en G del H, o coin- 
ciden, o no tienen ningún elemento comin. La descomposición de G 
en clases adjuntas a la izquiedra de H, define en G la relación de equi- 
valencia. 

DEMOSTRACION, Sea que las clases giff y gaH tienen un elemento 
común a = gh = gahs. Entonces gs = ginh! y cualquier ele- 
mento gsh de Ja clase g,H tiene la forma gih; 'h = gh’, done 
W = hhh € I. Quiere docir, que g cgi. Análogamente se 

n, que todo elemento de la clase gW, está contenido en 
EB, y, por consiguiente, gH == gA. 

Como todo elemento, dado de antemano. g €G, está contenido 
on gll. entonces, el razonamiento olectuado demuestra, que G se 
presenta on forma de unión de las clases adjuntas a Ja izquierda dis- 
juntas respecto al subgrupo H; 


G = U gii. 
De acuer principio general, expuesto en el 3 6 del cap. 1, esta 
descomposición induce en G la relación de equivalencia, la que se 


define de mado evidente: 
a ~ be ab EH. 
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Si se desea, de la reflexividad, simetría y transitividad de esta rela- 
ción, se puede uno convencer inmediatamente: a ~ a, por cuanto 
aa=eE H; a~ be> a™b = h c> ba = h E H < b ~ aja 
~b, bre>sblia=h, cb = h, => ca = ch, = hah € 
EH=>a=<. 

Una afirmación análoga tiene lugar para las clases adjuntas a la 
derecha. 

La descomposición en clases adjuntas surge de un modo natural 
en los grupos de permutaciones. Sea, por ejemplo, G = Sn, un grupo 
simétrico, operando en el conjunto Q = (1, 2, ...., n}. Si so exa- 
mina la agrupación de H elementos xt € Sn, tales que x (n) = n, 
entonces, como es fácil convencerse, H es un subgrupo en S,, que 
se puede identificar con S,.,. Sean, To = €, Ti = (in), trasposiciones, 
que transforman a n en í (i = 1, 2, ..., n — 1), Es claro, que 


n-i 
Sa = U aSa 
ro 


Examinemos la descomposición Sy en clases adjuntas a la izquior- 
da y derecha, del subgrupo ((12)) = Sy: 


Sy = (e, (129) U ((13), (123)} U ((23), (132); 
Sa = fe, (129) U ((13), (132)) U ((23), (123)). 


Vemos, que el conjunto de Jas clases adjuntas a la izquierda 
gSa, no coincide con el conjunto de las clase adjuntas a la derecha 
Sag’. No obstante, entre los conjuntos {gM} y (Ag') siempro se 
tiene una correspondencia biyectiva, por la cual 


z = gh E gH «> z- = hg E Hgo, 


Efectivamente, si, por ejemplo, Agj' = hagz', entonces, g; = 
= ghz y QH = gli. En particular, si fe, z, y, 5, ...) es un 
conjunto de representantes de clases simétricas a la izquierda (corres- 
pondientemente, a la derecha), entonces, (e, 27}, y", 271, ...) es 
el conjunto de representantes de clases adjuntas a la derecha (correspon- 
dientemente, a la izquierda). Las potenctasde estos conjuntos, omean 
Al conjunto de todas las clases adjuntas a la izquierda en 
de H, acordamos designarlo con el símbolo G/H (o (G/H), si surge 
la necesidad de examinar a un mismo tiempo el conjunto (G/H), 
de clases adjuntas a la derecha en G de H). Para la potencia Card 
G/H de este conjunto, se usa el nombre de síndice de subgrupo H en G» 
y se introduce la designación especial (G: H), que concuerda muy 
bien con la designación (G : e) de orden |G | del grupo G (el número 
de clases adjuntas del grupo unidad). Como la aplicación H >gH 
es biunívoca (recuerde la demostración del teorema de Cayley y la 
aplicación) £¿), entonces, Card gH = (H : e). Do este modo, tiene 
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lugar ta fácilmente memorizable fórmula 
(G: e) = (G: M) (H : e), 


de la cual se deduce 0] clásico 

TEOREMA 5 (de Lagrange). El orden de un grupo finito es divisible 
por el orden de cada uno de sus subgrupos. 

coroLario. El orden de cualquier elemento es un divisor del orden 
del grupo. Un grupo de orden primo p, es siempre cíclico y, con exacti- 
tud hasta el isomorfismo, único. 

Efectivamente, el orden de cualquier elemento g € G coincide 
con el orden dol sabgrnpo cíclico engendrado por él (g) (teorema 3 
del $ 2). Si, Juego, |G | = p es un número primo, y H un grupo 
no unitario, entonces, la divisibilidad de p por | H | significa, que 
|M |= p, de donde, H =G. Por consiguiente G coincide con el 
subgrupo cíclico, engendrado por cualquier elemento g + e. Todos 
los grupos cíclicos del orden dado, son isomorfos (teorema 1). Esto 
da derecho n habla de la unicidad. 

En relación cor ol teorema de Lagrange, surge la tentación de 
buscar, para cada nivisor de m de orden n del grupo G, un subgrupo 
de orden m en G.dPero para esto, en general, no hay fundamento. 
Quienes lo desoon pueden comprobar, que en el grupo alterno Á4, 
do orden 12, no h,ay subgrupos de orden 6. 

Poro en algunos grupos la «invocación del teorema de Lagrange» 
es correcta. Por ejemplo, tiene lugar el 

TEOREMA 6. Todo subgrupo de un grupo cíclico, esa su vez un grupo 
cíclico. Los subgrupos del grupo cíclico infinito (Z, +) se agotan con 
los grupos (infinitos) (mÈ, +), m € N, y los subgrupos del grupo cíclico 
de orden q, se hallan en correspondencia btunívoca con los divisores 
(positivos) d del número q. 

DEMOSTRACION. Para diferenciar, examinaremos ol grupo cíclico 
A = (a) 6n escritura aditiva. Cada uno de sus elementos, por consi- 
guionte, tieno la forma ka, donde k EZ o k = 0, 1, ..., q — 1, 
si A es un grupo finito de orden g (véase el teorema 3 del $ 2). Sea 
B, una matriz no nula en A. Si ka € B para algún k = 0, entonces, 
también —ka € B. Entre todos los elementos ka € R con k positivo, 
eligimos el elemento ma, donde m es e] menor. 

Escribiendo cualquior k > Ô en forma de k = Im+r,0<r< 
< m, vemos, que de ka € B sigue ra = ka l (ma) € B, o sea, r = 0. 
Quiere decir, B = (ma), es un grupo cíclico. 

Todos los grupos cíclicos infinitos son isomorfos (teorema 4). 
Tomemos en calidad de modelo al grupo aditivo (Z, +). En ol caso 
dado, sirven de generadores 1 o —, así que, por lo demostrado, 
cualquier subgrupo en (Z, +) es definido por el número natural 
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m y tiene la forma 
mE = (m-1)= (0, +m, +2m, .. 
Evidentemente, todos estos subgrupos son infinitos 
Sean ahora, (a) = (0, a, . . ., (g — 1) a), ga = 0. Sabemos, que 
B = (0, ma, 2ma, ...), donde MEN, además sa € B, s €N => 
=>s = mt. Se afirma, que m divide a q. Efectivamente sea q = 
=dm+r,0<r <m. Entonces 


0 = qa = d (ma) + ra, 


—d (ma) € B. El ser m wn mí 
y tenemos q = dm. De esle modo, 


B = (0, ma, 2ma, ..., (d — 1) ma) = mA 


es un subgrupo en A de orden d. Cuando m hace el recorrido por 
todos los divisores positivos del número g, lo mismo hace d, y obte- 
nemos exactamente sólo un subgrupo por cada orden d, divisor de g. M 
COROLARIO En el grupo cíclico (a) de orden q, el subgrupo de orden 
d | g coincide con el conjunto de los elementos b € (a) tales, que db = 0. 
DEMOSTRACION. Si dm = q, entonces, b € B = mA y db = 0. Por 
el contrario, sean, b = la € (a) y db = 0. De la condición dla = 0, 
siguo, que dl = qk = dmk, de donde, l = mk y b =- la = k (ma) € 
EmA. 
5. Monomorfismo S,—> GL (n). Recordemos, que se Ilama mono- 
morfismo de los grupos G >G’, a la inclusión isomorfa de G en G”. 
TEOREMA 7. Existe un monomorfismo f: Sn —GL (n) tal, que la 
matriz f (n), n € Sn, tiene determinante |f (7) | = Ex. 
DEMOSTRACION. À cualquier matriz (a;;) de dimensiones n X n, 
la escribimos en forma de unión de columnas: (0,) = (40, AD, |.. 
s.. AM). Sean, en particular, 


mo, conlleva ar =0 


de donde, ra = 


1 0 0 

0 1 0 
E”=||' |, E®@=|| ||, ..., zw 

0 0 1 


columnas de la matriz unidad E. Definimos la aplicación f: Sh —» 
>GL (n), haciendo 


me f (n) = (E, EMB, |., ECO), a) 
De este modo, f (1) es una n X n-matriz, en Ja que en cada una 
de sus filas y en cada una de sus columnas, hay exactamente una 
unidad y los demás lugares están ocupados por ceros. Es fácil com- 
prender, que f (1) € GL (n). 
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Sean o, z dos permutaciones arbitrarias, z = gt el producto 
de las mismas. Por definición, en la ¿-ésima fila de la matriz f (0) = 
= (an) y en la j-ésima columna de la matriz f (1) = (bay), los ele- 
mentos distintos de cero serán, respectivamente, asi] = 4 y 
bu», = 1. Por eso, para la matriz f (0) f (1) = (c1), la condición 
ca, 70, es equivalente a 07 (i) = t (j), o sea a i= ot (j) = 
= 1 (7), y esto, precisamente, significa, que f (0) f (1) = f (o7). En 
consecuencia, f es un homomorfismo. 

La propiedad Ker f = e es evidente, por cuanto, inmediatamente 
de (1) se ve, que / (1) = E => x = e. Por consiguiente, f es un mo- 
nomorfismo, 

Finalmente, sabemos que el determinante es función antisimé- 
trica de sus columnas. Por eso, |f (n) | = g (E®, .. ., 0%) es 
función antisimétrica de los argumentos E%, .. Eo. De (1), 
las definiciones de las operaciones S, sobre g (véase (5) del $ 2) 
y de la demostración del teorema 5 del $ 2, percibimos, que 


en 1f (0) | = 88 (20, EW) = (7 o g) (E®, ..., E) = 
= g (ECM, ,.., ESA) = | EW, q, E | = 
= det E = 1. Así que, |f (7) | = ex. Y 


Las matrices del tipo f (11), 7 € Sn, se llaman matrices de permuta- 
ciones. Una limitación del monomorfismo f sobre An, es el mono- 
morfismo en SL (n, R). La composición fo L de las aplicaciones L: 
G — S, (teorema 2) y f: Sn GL (n), lleva al monomorfismo G —» 
GL (n) de cualquier grupo finito G. En el caso de Sa, la aplica- 
ción f tiene el siguiente aspecto: 


100 010 004 
ejo 10l, (12) [10 0l/, (13) —[[o 1 ol, 
001 004 100 
100 0041 010 
(23) [Jo o all, (123)>/[|1 0 ol. (132) >][o o 4 
010 010 100 


Con ayuda del teorema 7, se demuestra fácilmente el llamado 
teorema sobre el desarrollo completo de un determinante. 
TEOREMA 8. El determinante 
Qy Uy --. Gin 


det 4=|%: 422 
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se puede escribir en forma de una suma algebraica de n! productos 
(denominados términos del determinante): 


det A= Ñ} Entro, üne), 2 -e tad no (2) 

HSn 
DEMOSTRACION. Designamos por medio de |AÙ, ..., AGD, 
EÙ, AGD, ..., A™ | al determinante, que se obtiene de |A | 


cambiando la columna AY con el número j, por la columna BÖ 
de la matriz unidad. La fórmula para desarrollar un determinante 
por los elementos de su j-ésima columna muestra, que para el com- 
plemento algebraico A; del elomento ar; del determinante | 4 | = 
=| 40, ..., AC |, se tiene, en forma de determinante de orden 
n, la expresión: 
A= JAD, a., AED, EO, AÍD, |0., AO), 
de donde, por la misma fórmula, se obtiene, 


dot A= Ñ aydy Day lA, aaa, AED, BO, AGD, a, AM) 


Si aplicamos esto al principio para j = 1, y luego (a cada uno de losn 
sumandos) para j = 2, etc., entonces, para det A tendremos expre- 
siones contenedoras, respectivamente, de n, n°, y, finalmente, 
n” determinantes 


det a=} an zw, AW, . 
a 


, Am] = 

=2 LOTEI È an, 218, E", 40, ..., AM] = 
7 a 

=a Giy, 1tin, a20, Em, 


eem D tz ooe ME, ES, E, 


y AM 


tt, fn in 
Aquí, i, in » - => În, recorren cualquier surtido de los números 
2, ..., n, (incluso con repeticiones). Utilizando todas las n” 


aplicaciones distintas a: (1, 2, .. ., n} — {1, 2, . . ., n} (véase el 
ejemplo 1) del punto 2 del $ 1), donde x (1) = is - --, 2 (n) = in 
escribimos de nuevo la expresión para det A de la forma 


D gaw m 
det A= J} asto, stato, a -++ Anta, ETOP, EE, aa, BO] 


(la suma comprende todos los 1). Queda por indicar que, six (i) = 
= n (j) para dos cualesquiera Índices i y j distintos, entonces, en 
el determinante | EY ,..., Em | dos columnas coinciden y, 
en consecuencia, es nulo. Por consiguiente, el determinante 
| EG, ..., EG) | sólo es distinto de cero, cuando la aplica- 
ción n es biunívoca, o sea, cuando es permutación. Pero en ese caso, 
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por el teorema 7, tenemos | ECW, ..., EEM) j= |f (7) | = 
=en E 


Observación. l'or supuesto, al tcorema 8 no es difícil demostrarlo por induc- 
ción directamente sobre n, sin ni 1 mención de los grupos, aunque los signos 
€x delante de los términos del detorminante Lienen, en último análisis, una 
naturaleza teórica de grupo. El teorema 7, presonta un interés independiente. 

Prostemos atención al hecho de que el teorema 8 se puede poner en la base 
de lu teoría de determinantes (lo que frecuentemente se hace). Precisamente, 
dando el detorminanto det A por medio de la fórmula (2), nosotros hubiésemos 
obtonido todas sus propiedades, incluyendo la fórmula de desarrollo del det A 
por los elementos de la primera (o de la j-ósima) columna, que fue para nosotros, 
en el cap. 3, el punto do partida. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que, con exactitud hasta el isomorfismo, existe solamente 
un número finito p (n) de grupos del orden dado n, (Indicación. Valorar cn su 


As 


Fig. 14 


parto suporior el número de distintas tablas do Cayley de ordon n. Los razona- 
mientos formales con el uso del teorema 2, limitan a p (a) al número ( j ) 


do distintos subconjuntos de z elementos, on Sp. Efectivamente, p (n) es signifi- 
cativamente menor, pero una evaluación buena, cercana a la exacta, hasta ahora 
no ha sido ballada). s 

2. Utilizando ol ejercicio 7 del $ 2, mostrar, que cada grupo finito puedo 
ser incluido (o sea, para ĉi existe monomorfismo) en un grupo finito con dos 
generadores. 2 

3. Demostrar, que en cualquier grupo, un subgrupo de índice 2, es nece- 
sariamente normal. (Indicación. Descomponer G por H, al principio en clases 
adjuntas a la i: rda, y Juego adjuntas a la derecha, con los mismos represen- 
tantes). 
D Con ayuda dol ejercicio 3 pruebe de demostrar, gue, con exactitud hasta 
el isomorfismo. Sa es el único grupo no abeliano de orden 6. 

5. Trato de convencerse do que en el diagrama (fig. 14), se hallan represen- 
tados todos los subgrupos del grupo alternado 44. Con el símbolo V4 se designa 
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el llamado grupo cuaternario (0 grupo de Klein) 
(14 (23), y junto a los otros vértices del diagrama 
dores de Jos subgrupos cíclicos. 

6 r, que todos los grupos de orden 4 son abel 
ssomorlismo se completan con grupos de pera 
Y, o con grupos de matrices: 


A i eeo 


-dlo sle lo -i Io tl (e ihe eeo 


Escribir en forma explicita los isumorfismos U — L, V4 -> La. (Indicación, 
Si 22 = e para cualquier elemento z € G. entonces, abab — e= nb = boturt = 
= b (b7?) (a)? u — been => ba.) 


qe. (12) (34), (13) (24), 
"han colocado los generas 


ss y que con exactitud 
ones E (12340), 


L 


$ 4, ANILLOS Y CAMPOS 


1. Definición y propiedades generales de los anillos. Las estruc- 
turas algebraicas (2, +), (2, +) ya aparecieron en calidad de pri- 
meros ojemplos de monoides, además consideramos a t, +) más 
tarde como un grupo abclia vo (prácticamente cíclico). En 
la vida diaria, sin embargo, estas estructuras casi siempro se unen 
y so obtiene lo que en matemáticas se denomina anillo. Un elemento 
importante de la aritmética elemental se encierra en la ley distri- 
butiva (o combinatoria) (a + b) c == ac + bc, que paroce trivial 
sólo debido a la costumbre adquirida. Intentando, por ejemplo, 
unir las estructuras algebraicas (Z, +), (Z, o), donde nom = 
=n + m + nm, nosotros ya no obsorvaremos un acuerdo tan evi- 
dente entre dos operaciones binarias. Antes de pasar a futuros ejem- 
plos, demos una definición exacta de anillo. 

DEFINICION, Sea K un conjunto no vacío, en el cual son dadas 
dos operaciones (binarias algebraicas), + (suma) y » (multiplica- 
ción), que cumplen las siguientos condiciones: 

K1) (K, +) es un grupo abeliano; 

(K2) (K, +) es un semigrupo; 

(K3) las operaciones de suma y de multiplicación están vincula- 
das por medio de leyes distributivas (en otras palabras: la multi- 
plicación es distributiva respecto a la suma): 

(a+ b)co=ac+bc, c(a+ b) =ca + cb 
para todos los a, b, ¢ € K. 

Entonces, (K, +, +) se lama anillo. 

La estructura (K, +) se llama grupo aditivo del anillo, y (K, -), 
su semigrupo multiplicativo. 

Si (K, +) es un monoide, entonces, se dice que (K, +, -) es un 
anillo con unidad. 

Al elemento unitario de un anillo, se adopta designarlo con la 
unidad corriente 1. La existencia del 1 frecuentemente se inserta 
en la definición de anillo, pero nosotros no haremos eso. 
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En las aplicaciones y en la teoría general de los anillos (y esa 
teoría, además, muy desarrollada, existe) se consideran sistemas 
algebraicos en los cuales, el axioma (K2), o se omite del todo, o bien 
se reemplaza por otro, en dependencia del problema concreto. En 
tales casos se habla de anillos no asociativos. Por ahora, tendremos 
sólo anillos comunes (asociativos). Esto significa, que podemos ba- 
sarnos en el teoroma 1 del $ 1 y no preocuparnos de la colocación 
de paréntesis en el producto aas ... a, de cualquier número k 
«de elementos de un anillo. 

El subconjunto £ del anillo K se llama subanillo, si 


z, yElL>:—yELyw€EL, 


o sea, si L es subgrupo de un grupo aditivo y subsemigrupo del 
semigrupo mulliplicativo del anillo. 

Es claro, que la intersección de cualquier familia de subanillos 
en K, es un «ubanillo (el mismo razonamiento que en el caso de los 
grupos) y, por lo visto, tiene sentido hablar de un subanillo (7) < K, 
engendrado por el subconjunto T œ K. Por definición, (7) es la 
intersección de todos aquellos subanillos en X, que contienen a 7. 
Si desde el principio 7 fue subanillo, entonces, (7) = 7. 

Un anillo se llama cormutativo, si xy == yz, para todos los z, y E 
€ K (la diferencia de los grupos, a los anillos conmutativos no se 
adopta llamarlos abelianos!). 

El concepto de anillo, en la forma como fue introducido por 
nosotros, resulta muy amplio. Más aun, la clase de anillos conmuta- 
tivos, que a primera vista parece bastante especial, fue objeto de un 
acentuado estudio en el transcurso de muchas décadas, y en nuestro 
tiempo la teoría de los anillos conmutativos se entrelaza con la 
geometría algebraica, una hermosa disciplina matemática que tiene 
fronteras con el álgebra, la geometría y la topología. 

EJEMPLOS. 1) (Z, -}, +) os el anillo de los números enteros, con las operaciones 
ordinarias de suma y de multiplicación. El conjunto mZ de los númoros ente- 
ros, divisibles por m, será subanillo en Z (sin unidad, cuando m > 1). Análoga- 
mente, Q y E. son anillos con unidad, además, las inclusiones naturales Z c Q E 
ER definen una cadena de subanillos del anillo R. 

2) Las propiedades de las operaciones de suma y de multiplicación en Mp (R) 
introducidas y exaustivamente estudiadas en el cap. 2, permiten afirmar, que 
Mp (R) es un anillo con unidad 1 = E. Se llama anillo matricial completo sobre 
R/y también anillo de las matrices cuadradas de orden n (o d. dimensiones n X n) 
sobre R. Este os uno de los ejemplos más importantes de anillos. Así como para 
'n > 1 las matrices, como regla, nu son permutables, entonces, Mn (R) es un 
anillo no conmntativo. El contiene en calidad de subanillos, a los anillos, 
Mn (Q) y My (©) de las matrices cuadradas del mismo orden, sobre Q y sobro Z, 
respectivamente. En general, Mn (R) está saturado de subanillos de,todo género. 
De tiempo en tiempo, algunos de ellos van a aparecer de un modo natural. 
Notemos también, que se puede considerar el jo de las matrices cuadradas 
Mn (K) sobre el anillo conmutativo arbitratio Re cuanto en caso do suma 
y de multiplicación de dos matrices A, B € Mn (K), de nuevo se obtendrá una 
matriz con los coeficientes de K, y las leyes distributivas en Mp (X) resultan 
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«consecuencias de las leyes análogas en K. Todo csto se deduce directamente 
de las reglas formales de operaciones con matrices, resumidas al final de los 
puntos 4 y 3 del $3 del cap. 2. 

3) Tuntamente con el anillo de las matrices, on distintas partes de las mate- 
máticas es ampliamente usado también el anillo de las funciones. Electivamonto, 
sean, X un conjunto arbitrario, K un anillo arbitrario. Sea, luego, XA = 
= {X — K) el conjunto de todas las funciones (o, lo que es lo mismo, de las 
aplicaciones) f: X => K, examinado junto con dos operaciones binarias, la 
suma corriente f + g y el producto corriente fg, definidas del siguiente modo: 


U + e) (2) = f) @ g (z), 

Ge) (2) = f (2) © g (2) 
{® y O son las operaciones de suma y de multiplicación en K). Esto, eviden- 
temente, no es aquella composición (superposición) de funciones, que nos llevó, 
en el caso de las aplicaciones lineales, al anillo M. Más bien, nosotros aquí 
Aceptamos el punto de vista, adoptado en el análisis matomático, cuando, por 
ejemplo, con X =R, K = R, el producto de las funciones tg y sen será ig X 

X sen: z m tg x-sen z, y no tg o son: z + tg (sen z). 

Sin trabajo se comprueba, que K* satisface a todos los axiomas de anillo. 
Asi, en vista de la propiedad distributiva de Jas operaciones on X, tenemos 


If (2) B g (2)1 © h (2) = f (2) © h (2) @ g (2) © h (2) 


para tres funciones cualesquiera /, g, h € KY, y cualquier z € X, y esto, por 
dofinición de operaciones corrientes, da (f -i g) h = fh 4- gh. La veracidad 
de la segunda ley distributiva se establece análogamente. Si 0, 4, son los olomon- 
409 coro y unidad en K, entonces 

üz: 


son las funciones constantes, que juegan ol rol de cero y de unidad en K%, En el 
«caso de la conmutatividad de K, el anillo de las funciones KY Lambión es con- 
mutativo. 
El anillo KX contieno diversos subanillos, definidos por las propiedades 
especiales de las funciones. Sean, por ejemplo, X = [0, 1] un intervalo cerrado 
en R y E = R. Entonces, el anillo RÍ’. £) do Lodas las funciones reales defini- 
das en [0, 1], contiene en calidad de subanillo al anillo R?» +? de todas las fun- 
ciones acotadas, al anillo RI9;#} de todas las funciones continuas, al anillo 
Rij! de todas las funciones diferonciables continuas, etc., por cuanto, todas 
las propiedades indicadas so conservan con la suma (resta) y multiplicación 
do las funcion 

A cada número a € R le responde una función constante a y! z a, y la 
aplicación de inclusión am» ay permite considerar a R como un subanillo en 
RŽ“. En resumen, casi a cada una de las clases naturales de funciones, lo corres- 
ponde su subanillo en RT. 

) En cualquier grupo abeliano aditivo (A, +), con la relación zy = 

para todos los z, y € A; s establece ln estructura de un anillo con multiplica- 
ción mula. 


0, iyisi 


Muchas propiedades de los anillos son reformulaciones de las 
propiedades correspondientes de los grupos, y, en general, de los 
conjuntos con una operación asociativa. Por ejemplo, Ta? = a+, 


{amj = a™ para todos los enteros no negativos m, n y todos los 
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a € K (comparar con la relación (2) del $ 1). Otras propiedades, más 
específicas de los anillos, y que se deducen directamente de los axio- 
mas del anillo, conforman, en esencia, Jas propiedades do Z. Apun- 
temos algunas de ellas. En primer lugar, 


a:0=0:4=0 para todas las «E K. a) 


Wfectivamente, a+ 0 = a= a (a + 0) =a0> a + a0 [l 
= @ =a? a0 = a t OaD lI O (análogamente, 0-a = 0). 
Ahora, supongamos por un momento, que 0 = 4, obtenemos 
a= a-1 = a:0 = 0 para todas las a € K, o sea, K está compuesto 
solamente de ceros. Por consiguiente, en el anillo no trivial K, 
siempre 0 1. Luego 
(—a}-b = a (—b) = — (ab), 2) 
por cuanto, por ejemplo, de (1) y del axioma de propiedad distribu- 
tiva, siguo 
0=40=a4(b — b) = ab + u (—b) > a (—b) = — (ab) (3) 
(—a) = a, entonces, de (2) obtenemos la igualdad 
(—a) (—b) = ab (por ejemplo, (4) (--1) = 1), —a = (—1)- a. 
El axioma de distributividad brinda, como su consecuente, la 
ley general de la distributividad 


tan) (0, + += 2 2 aby (4) 


do lo que no es difícil convencerse razonando por inducción, al 
principio sobre n (para m = 4), y luego sobre m. Utilizando ahora 
(1), (2) y (3), obtenemos 


n (ab) = (na) b = a (nb) 


para todas Jas nEZ ya, bEK. 
Finalmente, indiquemos Ja fórmula binomial (binomio de Newton) 


(at 


latre Y (Ja, (5) 
10 


cierta para todas Jas a, b, € K, pero sólo en el anillo conmutativo K. 
Cuando se demuestra (5) es necesario, basándose en (4), operar del 
mismo modo que en el $ 7 del cap. 1, donde se examina el caso parti- 
cular K =F. 

2, Congruencia. Anillo de las clases de restos. De acuerdo con 
el teorema 6 del $ 2, los subgropos no vulos del grupo (Z, +) se 
completan con los grupos mZ, donde m recorre el conjunto N 
de los números naturales. Pero el conjunto mZ, evidentemente, 
es cerrado no sólo en relación a la operación de suma, sino que tam- 
bién en relación a la operación de multiplicación, cumpliendo con 
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los tres axiomas del anillo. De este modo, es correcta la siguiente 
afirmación. Cada subanillo no nulo del anillo Z, tiene la forma 
mZ donde mEN. 

Probemos ahora, utilizando el subanillo m È c Ż, de construir 
un anillo no nulo, compuesto de un número finito de elementos. 
Con este fin introducimos la 

DEFINICION. Dos números enteros n, n’ se llaman congruentes 
respecto al mód m (con palabras: al módulo m), si al ser divididos 
por m, dan el mismo resto. Esto se escribe n = n' (m) o n= 
(mód m), y ol número m se llama módulo de congruencia. 

Se obtiene una partición de Z en clases de números, congruentes 
entre sí respecto al mód m, denominadas clases de restos o residiales 
respecto al mód m. Cada clase de restos tiene la forma 


Ln =r + mZ =(r + mk |k €Z), 


así que 
E ={0}m Ufl)m U - - - UEM — 1)m. (6) 


Observamos, que las clases de rostos, son clases adjuntas del 
grupo aditivo Z en el subgrupo mZ, y la partición (6) corresponde 
a la doscomposición del teorema 4 del $ 2. Por definición, n == 
=n' (m) => n—n' es divisible por m. La comodidad de la escritura 
næ n (m) para la relación de d ilidad m | (n ~n’) consiste 
en que, con estas congruencias se puede operar oxactamento igual 
que con las igualdades comunes, Y, precisamente, si lo == k' (m) 
y L= l' (m), entonces, k + Læ k' £ U (m) y kk' == I (m 

En particular, k == k' (m) => ks = k's (m), para cualquier s € Z. 

De este modo, con cada dos clases {k})m y (Um, independiente- 
mente de la elección on ellos de sus representantes X, l, se pueden 
comparar las clases que resultan ser sus sumas, diferencias, o produc- 
tos, o sea, en el conjunto Zm = Z/mZ de clases do restos respecto 
al módulo m, en forma unívoca se inducen las operaciones Y y O: 


Lem O [jm = {k + Limo (g) 
Jm O (Dm = {kl}m- 


Como la definición de estas operaciones se reduce a las operacionos 
correspondientes sobre los números de las clases de rostos, o sea, 
sobre los elementos de Z, entonces, (mí, O, ©} también será 
un anillo conmutativo con unidad {1}m = 4 mé. El se Mama 
anillo de las clases residuales respecto al módulo m. Cuando uno 
está habituado (y el módulo es dado), oł índice m se omite y se escribo 


Zen lugar de {k}m, así que 
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La etapa superior de adaptación de Zm, que a primera vista parece 
sacrílega, pero que representa evidentes ventajas técnicas, se reduce 
a que se renuncia a los Lrazos y círculos, y se opera con algún conjunto 
dado de representantes respecto al módulo m, más frecuentemente 
con el conjunto (0, 1, 2, . . ., m — 1) (se llama sistema reducido de 
restos respecto al módulo m). Digamos, en correspondencia con esta 
convención, —k = m — k, 2 (m — 1) = —2 = m — 2. 

Y bien, los anillos finitos existen. Traemos tres sencillísimos 
ejemplos, mostrando por separado las tablas de suma y de multipli- 
cación: 


EN +j0a12 po12 

0.0 ofo12 ofooo 

01 Z35 a 120 TERE] 

2 204 2 024 
+/0123 ¿(0123 
ojo1r2a3 ojoooo 
y 1f1230 ifooz23 
de ORALE" 2|o2z202 
3ajaoa12 alos24 


El anillo de los restos Zm desde hace mucho tiempo ¡llamó la 
atención de los Leóricos numeralistas, y en el álgebra sirvió de punto 
de partida para distintos tipos de generalizaciones. 

3, Homomorfismos e ideales de anillos. La aplicación fin => 
> {n}m poseo, en virtud de (7), las siguientes propiedades: f (k -+ 1) == 
= j (k) BF), f el) = f (k) O f (D). Esto nos da fundamento para 
hablar del homomorfismo de los anillos Z y Zm, de acuerdo con 
In definición general. 

DEFINICION Sean los anillos (K, +, +) y (K”, 0, O). La 
aplicación f: K —» K' se llama homomorfa, si conserva todas las opera- 
ciones, O sea, si 


f(a + b) = f (a) @ f (b), 
1 (ab) = f (0) © £ (b). 
Además, por supuesto, f (0) =0' y f (na) = nj (a), n €Z. 
Se llama núcleo del homomorfismo f, al conjunto 
Kerf ={2 € K |f (a) =0). 


Es claro, que Ker f es un subanillo en X. Pero de ningún modo es 
ésto un subunillo arbitrario. Efectivamente, si L = Ker f c K, 
entonces, L- = L (por cuanto f (lz) = f (D © f (2) =0' 0 f (z) = 
= (Y, para todos los Z€ Z) y z-L = L para todas las z€ K. Por 
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consiguiente, LK cL y KL c L. El subanillo Z, que tiene estas 
propiedades, se llama ideal (bilateral) del anillo K. Así, los núcleos 
de los homomorfismos siempre son ideales. 

Al igual que en el caso de los grupos (véase el vocabulario en el 
púnto:8 del 18), el homomortigana yo E > UE, 89 TIAE monemor: 
jismo, si Ker f = 0; epimorfismo, si la imagen coincide con K': 


Im f = f (K) =(0€K' |a = f (a)} = 


e isomorfismo, si la aplicación f es monomoría y epimorfa. El hecho 
de isomorfismo de anillos, brevemente se escribe en forma K = K”. 

La aplicación considerada arriba f: n — (n),, resulta, evidente- 
mente, un epimorfismo 4 —Z, con núcleo Ker/= mZ. Para 
la construcción de Zm en forma implícita, precisamente se utiliza 
el hecho, de que mZ es el ideal del anillo ¿. Vemos, que en el ani- 
llo Z cada subanillo no nulo es ideal, lo que es una circunstancia 
casual que no tiene lugar, digamos, ya en el anillo matricial M, (Z): 


el conjunto 
(Gap sez) 


es un subanillo, poro no ideal, en M, (Z). 

El ejemplo de mZ sugiere el modo de construcción de ideales 
(posiblemente, no todos) en el anillo conmutativo arbitrario K: 
si a es algún elemento de K, entonces, el conjunto aX siempre es 
ideal en X. Efectivamente, 


az + ay = a(r + y), (az) y = a (ay). 


Se dice, que aK os el ideal principal, engendrado por el clemento 
GERK. 

Si se toman anillos sólo con unidad, entonces, ideales serán los 
subgrupos del grupo aditivo del anillo, gue sufre multiplicación a la 
derecha y a la izquierda por los elementos del anillo, y en la definición 
de homomorfismo f: K — K', es conveniente introducir la condición 
1 (1) = 1'. Cuando existe epimorfismo esta condición, por supuesto, 
se cumple automáticamente, 

Los anillos isomorfos son idénticos por sus propiedades algebrai- 
cas, y solamente esas propiedades de los anillos representan un autén- 
tico interés matemático, que se conservan con aplic: 
Precisamente este hecho se tuvo en cuenta, cnando el anillo Zm si 
pensó bien como conjunto de las clases de restos respecto al módnlo 
m, bien como conjunto de los representantes de estas clases, elegidos 
de un modo arbitrario. 

á, Conceptos de grupo cociente y de anillo cociente * . Los sub- 
grupos normales de los grupos y los ideales de anillos tienen un 


*) En la Jiteratura especializada on idioma español, se usa también el 
concepto de grupo factor (respectivamente, anillo factor). (Nata del T.) 
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origen común, ellos son núeleos de homomorfismos. Esta circunstan- 
cia halla su expresión en la comunidad de la construcción de forma- 
ciones cocientes, en lo quo nos proponemos brevemente detenernos. 
Los detalles ulteriores serán discutidos en la sogunda parte del libro. 

Comencemos con los grupos. La relación de equivalencia ~ en 
el grupo G, definida por la descomposición de G en clases adjuntas 
respecto al subgrupo normal H, tiene una propiedad admirable. 
Precisamente, si a, b, son elementos arbitrarios del grupo G, y a ~ c, 
b ~ d, entonces, por definición (véase la demostración del teorema 4 
del $ 3), tenemos a” h, € H, bd = h, € H, de donde 


(ab) "led = b~ta-ted = b-t (are) d = bb (bd) = hih, € H 


y, por consiguiente, ab ~ cd. Aquí se usó la propiedad de normali- 
dad de H en G: b™h,b = hi € H. Así, 


ame, b~ d= ab ~ ed. 


De hecho, esto significa, qee la operación de multiplicación en el 
grupo G induce la operación de multiplicación por el conjunto co- 
ciente G; ~ (véase el punto 3 del $ 6 del cap. 1), al cual convenimos 
en desiguarlo con el símbolo G/H. 

Tiene sontido hablar sobre la composición (sobre la multiplica- 
ción) de los subconjuntos arbitrarios A, B, del grupo G, entendiendo 
por AB al conjunto todos los productos ab con a €A, b €B. 
La asociatividad en G trae consigo la relación 


(AB) C =((ab) c} ={a (bc)) = A (BC), 
y el subconjunto M =G es subgrupo en G, exactamente entonces, 
cuando H? = H, H- ={h7" |h € M} CH. 

Desde este punto de vista, la clase adjunta alí es igual al pro- 
ducto del conjunto unielemental (a) por el subgrupo H. El producto 
de las clases adjuntas aH, bH, es el conjunto aH-bH, el cual, ha- 
blando on general, no necesariamente tiene que volver a ser clase 
adjunta respecto a //. La descomposición S, on H =(e, (12), 
examinada en el punto 4 del $ 3, muestra, por ejemplo, que 

H1-(13) H = (13) H U (23) H. 

Una situación totalmente diferente so Liene, cuando 7 es un subgrupo 
normal del grupo G. Como gH = Hg para todos los g € G, entonces, 
ali-bH = a (Ib) H (tH) H = abH? = abli, 
al mismo tiempo, el razonamiento efectuado arriba muestra, que la 
clase adjunta «bH no depende de los representantes a, b de las cla- 

ses adjuntas alí, BH. Las propiedades 
aH-bH = abH, 
HeaH = aH- = af, 
aHeaH = aH-a™H = eH = H 
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muestran, que es legítimo el 

TEOREMA 1. Si H es un subgrupo normal en G, entonces, la opera- 
ción de multiplicación aH-bH = abH, dota al conjunto cociente GIH 
la estructura de un grupo, llamado grupo cociente de G respecto a H. 
La clase adjunta H sirve de elemento unidad en GIH, y a = (aH)"*, 
es el elemento inverso de aH. 

En el caso de un grupo G finito, el orden del grupo cociente 
G/H se determina por la fórmula 

d 
1G/B\| = -|9 = (6: H), 

que no causa asombro, luego de todo lo dicho y del teorema de La- 
grange (punto 4 del § 3). 

En el caso de grupos abelianos escritos adilivamente, la opera- 
ción binaria en G/H se introduce por medio de la relación 


(a + H) + (b + H) = (a + b) + H. 
Correspondientemente, a G/H frecuentemente lo llaman grupo G 
respecto al módulo /f, y en su aplicación al par G = 2, H = mZ 
se utiliza también la expresión «grupo Z respecto al módulo m». 

Pasando a la construcción del anillo cociente K/L del anillo K 
por el ideal L, partiremos de que, la «base» del anillo está consti- 
tuida por un grupo abeliano aditivo. Por esto, como elementos de K/L 
corresponde tomar las clases adjuntas a + L (llamadas clases de 
restos respecto al módulo del ideal L), la suma de las cuales se efectúa 
por la regla corriente: 


(a + L) 0 (b + L) 
O (a + L) 


= (a + b) + L, (8) 
—a + Lo 
En calidad de producto de estas mismas clases, tomamos 
(a + L) © (b + L) = ab + L. (9) 
Es importante estar convencido, de que este producto está deter- 
minado correctamente, o sea, no depende de la elección de los repre- 


sentantes de las respectivas clases, Sean, a' =a -+ z, Y = b-b y, 
donde z, y € L. Entonces, 


atb' = ab + ay + zb' = ab + z, 
donde z = ay + zb' € L, por cuanto L es un ideal bilateral. Por 
esto, a'b' se encuentra en nna clase adjunta con el elemento ab, 


y esto significa, que el producto (9) está correctamente determinado. 
Para abreviar, hacemos 4 = a + L, así que 


agb=aFb, aQó=ab. 
En particular, 0 = L y T = 1 + Z (si la unidad 1 se halla en K). 


Aún hay que convencerse de que para el conjunto X= K/L =(á | a € 
€ K}, considerado con las operaciones ®@, ©, se cumplen todos los 


130392 
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axiomas del anillo, pero esto es suficientemente evidente, por cuanto, 
las operaciones sobre las clases de restos en X se reducen a opera- 
ciones sobre los elementos de K. Digamos, la distributividad se 
comprueba así: 


dsSDOo7=(1F5)07=(a +0) c=ac+ de 
co r-10:0707. 


Todo esto muestra, que la aplicación 


niam á 


es un epimorfismo de los anillos K —> K’, con núcleo Kern = L. 
Del ejemplo particular del anillo cociente Zm = Z/m2, y del 
epimorlismo ` — Zm, llegamos a situaciones análogas en anillos 
arbitrarios. 

Queda por observar, aunque esto supera los límites de nuestro 
fin inmediato (explicación de la construcción de Zm desde el punto 
do vista dol álgebra en general), que todas las imágenes homomorfas 
del anillo X se agotan, en esoncia, con anillos cocientes K respecto 
a sus correspondientes ideales. Efectivamente, si f: K ko 
un homomorfismo y f (K), una imagen de K en relación con f, enton- 
ces, considerando f (K) <= K’ en lugar de K’, llegamos al epimor- 
fismo. A fin de no complicar las designaciones, consideramos desde 
el principio a f como un epiformismo, o sea, hacemos f (K) == K’, 
Da acuerdo con el principio general, expuesto en el punto 3, $6 
del cap. 4, / define la relación de equivalencia de O, sobre K; en el 
caso dado, O, viene expresado por la partición de K en las clases 
adjuntas a -|- Ker f = Ca. La aplicación f estableco la corresponden- 
cia hiyectiva /' entre los elementos a' € K' y las clases Ca, Y, pre- 
cisamente, f' (Ca) = 4, si a' = f (a). En este caso 


f Ca +C) =F (Caro) = f (a + b) = f (a) + f b) = 
=f C) +f (Coh 
E CaCa) = F (Car) = F (ab) = f (011 (0) = P (Ca) (Co), 


así que la aplicación biyectiva /' es un isomorfismo (para simpli- 
ficar, las operaciones de suma y de multiplii ción en K, en el aniilo 
de Jas clases de restos K/Ker f y en K’, se designan de la misma 
manera: +y-). 

En realidad, hemos demostrado el 

Imoxiuma 2 ` (teorema principal sobro homomorfismos de ani- 
llos). Cualquier ideal L del anillo K determina (con ayuda de las 
fórmulas (8), (9) la estructura del anillo en el conjunto cociente KIL, 
además, KÍL es imagen homomorfa del anillo K con núcleo L. Por 
el contrario, cada imagen homomorfa K' = f (K) del anillo K, es 
isomorfa al anillo cociente K/Ker f. 
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Observación. El segundo muensbro de la fórmula (1 
no coincide con el producto de las clases de restos a ~ L y È - L. enel sentido 
teórico de los conjuntos. Por ejemplo, para K = 7. L — 87, el nimero entero 
24 € 16 + 82 no está contenido en (4 + 82J%, por cuanto (4 | 30 (4 + 89 = 
= ibu. 


ablando en general, 


5. Tipos de anillos. Campo. En los bien conoculos por noso- 
tros anillos numéricos Z, @ y R de ab = 0 se deduco, que bien 
00 b=0, Pero el anillo do las matrices cuadradas M, ya no 
tiene estas propiedades. Utilizando la matriz E,, (véase la demostra- 
ción del teorema 3, $ 3 del cap. 2), llegamos a las igualdades EEn = 
= 0 para] j Æ k, aunque, por supuesto, Ei 7% 0 y En, +0. Obser- 
vemos, que E Er, = Eg 40. Se podía haber atribuido este fenó- 
meno, tan poco común para la aritmética elemental, a la anticonmu- 
tatividad del anillo Mp, pero no es así. Como vimos en el punto 2, 
en el anillo conmutativo Z, se cumple la igualdad 20 2 = 
contra de Ja notoria verdad «dos por dos son enatro». 


Ho aquí dos ejemplos más. 
EJEMPLO 1. Los pares de números (a, b) (a, b € ©, Ac Paco suma y mul- 
tiplicación definidas por las fórmulas 


(az, bi) + (ag. da) == (a, + ag. bi + dal 

(ar, bi) + (ag, Dal = (0507, biba), 
forman, evidentemente, mn anillo conmutativo con unidad (1. 1), en el que 
de nuevo nos encontramos con el mismo fenómeno: (1, 0) 10, = (0, 0) = 0. 

ESEMPLO 2. En el amllo RË de las funciones voales (véase el ejemplo $ 

en el punto 4), las funciones /: z=>| z| + z y g: z| ri — s son tal 
quo / (7) = 0 para z & Ô y g (z) = 0 para z >0, y por eso, el producto 
rriente de los mismos fg, será una función mula, aunque ¡=D y g s O. 


DEFINICION. Si ab=0 para a0 y 10 en el anillo K, 
entonces, a se llama divisor a la izquierda de cero, y h divisor a la 
derecha de cero (en el anillo conmutativo X sólo so habla de divisores 
do cero). El propio cero en el anillo K = cs un divisor de coro 
trivial. Si no hay otros divisores de coro toxcepto Oi, entonces, 
K se llama anillo sin divisores de cero. El ¿millo conmmutalivo con 
unidad 10 y sin divisor de cero, se denomina anillo integro 
tanillo de integridad o domimo de integridad) 

TEOREMA 3. El anillo conmutativo no trivial K con unidad, 
es integro si, y sólo si, en él se cumple la regla de simplificación: 


ab =a, atl=>=b=c 


para todas las a, b, c € K. 

En efecto, si en K tiene Jugar la regla de simplificación, entonces, 
de ab = 0 = a-0 sigue, que bien a == Q, o bien a se 0 poro b = 0. 
Por el contrario, si Æ cs un dominio de integridad, entonces, ab = 
=«,a0>ab—o)=0>b e=0=>bc 


i 
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En el anlo A con unidad, es natural considerar el conjunto 
de los elementos invortibles: ol elemento a se llama recíproco (o divi- 
sor de la unidad), sì existe el elemento a”*, para el cual aa = 1 = 
= ala. Más exactamente, se tendría que hablar de elementos inver- 
tibles a la derecha o a la izquierda (ab = 1 o ba = 1), pero en los 
anillos conmutativos y también en los anillos sin divisores de ceros, 
estos conceptos coinciden. Efectivamente, de ab = 1, se deduce 
aba = a, de donde a (ba — 1) = 0. Como a 0, entonces, ba — 1 = 
=0, o sea, ba = 1. 

Sabemos, por ejemplo, que en el anillo M, los elementos invertibles 
son, exactamente, las matrices con determinante distinto de cero. El 
elemento recíproco a no puede ser divisor de cero: ab =0=>a"! (ab) = 
=0=> (aa) b = 0 => 1-b = 0 = b = 0 (análogamente, ba = 0 => 
=> b = 0). Por eso no asombra que tenga lugar el 

TEOREMA + Todos los elementos invertibles del anillo K con uni- 
dad, componen el grupo U (K) respecto a la multiplicación. 

De hecho, como el conjunto U (K) contione la unidad, y la aso- 
ciatividad de la multiplicación en K se cumple, entonces, a nosotros 
nos resta sólo convencernos de que el conjunto U (K) es cerrado, 
o sea, comprobar que el producto ab de cualesquiera dos elementos 
a y b de U (K) de nuevo pertenecerá a U (K). Pero, esto es evidente, 
por cuanto (ab)! == bTlaTk (abrbrlaTl = a (bb) art = adan = 
= aa = 1), y, en consecuen ab es invertible. 

No es difícil ver, que U (Z) ={+1} es un grupo cíclico de 
orden 2. 

Homos obtemdo una claso de anillos muy interesante, los Ilama- 
dos anillos con dwisor, o cuerpos, reemplazando en la definición 
de anillo al axioma (K2) por la condición, notablemente más fuerte, 
(K2): en relación a la operación de multiplicación el conjunto 
K* = Ko (U) es un grupo. El anillo con división, por lo visto, 
no conticue divisores de cero y, en él, cada elemento no nulo es 
invertible. Las operaciones de suma y de multiplicación se vuelven 
casi totalmente simétricas en el anillo conmutativo con división, 
al que se lema campo, Pues bien, damos otra vez una 

verinicion Æl campo P, es un anillo conmutativo que posee 
unidad 1 + Ù, en el cual cada elemento a + 0 es invertible. El grupo 
P* = U (P) se lama grupo multiplicativo del campo. 

El campo se presenta como un híbrido de dos grupos abelianos, 
uno aditivo y el otro multiplicativo, unidos por la ley distributiva 
(ahora ya una sola, en vista de la conmutatividad). El producto 
ab”! se escribe comúnmente en forma de fracción (o de relación, 


de cociente) >, la cual, a fin do economizar espacio en el papel, se 


designa con la barra transversal a/b. Por consiguiente la fracción 
afb, que tiene sentido sólo cuando b 0, os la única solución de la 
ecuación bz -= a. Las operaciones con fracciones se someten a algunas 
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reglas 
=be, b, d%0, 
aitte, E iti 
b0, (103 
b, 240, 
a, b40, 


Estas son reglas «escolares» ordinarias, pero no hay que recordarlas, 
sino que deducirlas de los axiomas de campo, lo que, por otra parte, 
no presenta ninguna dificultad. He aquí el razonamiento suficiente 
para obtener la segunda de las reglas (10). Sean, z = ab e y = c/d, 
soluciones de las ecuaciones ba = a y dy = c. De estas ecuaciones 
se deduce: dbr = da, bdy = be=> bd (£ + y) = da + be = t = 
=z + y = (da + be)/bd, única solución de la ecuación bdt = 
= da + be. 

Se llama subcampo F del campo P, al subanillo en P que es tam- 
bién un campo. Por ejemplo, el campo de los números racionales Q, 
es un subcampo del campo de los números reales R 

En el caso en que F =P también so dice, que el campo P es 
ampliación de su subcampo F. De la definición de subcampo se 
deduce, que el cero y la unidad del campo P también estarán conte- 
nidos en F y que van a servir para F de cero y do unidad. Si se toma 
en P la intersección F, de todos los subcampos, contenedores de 
F y de cierto elemento a € P, no perteneciente a F, entonces, F, 
será el campo mínimo contenedor del conjunto (2, a) (el mismo 
razonamiento que para los grupos en el punto 2 del $ 2) Se dice, 
que la ampliación F, del campo F se obtuvo por «udjunción del ele- 
mento a al campo F, y este hecho se refleja en la escritura X, = 
= F (a). Análogamente, se puede hablar del subrampo F, = 
= F (a, ... ., an) del campo P, obtenido al adjuntar a F n elemen- 
tOS Mr... an del campo P. 


Una pequeña prueba muestra, quo Q, (VŽ) coincide con el conjunto de 
los números a+b Y 2, a, b€ Q, por cuanto (V3t=2 + 1{a4+b VD= 
=(a 202) —(b/(a2—262)) Y 2 para a+» Y 2 +0.Lo mismo se refiere z 
QV3Q(VA, ete. 

Los campos P y P’ se llaman isomorfos. si son isomorfos como 


anillos. Por definición, f (0) = 0 y f (1) = 1', para enalquier aplica- 
ción isomorfa f. No tiene sentido hablar de homomorfismo de los 
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impos, porque Ker j = 0 = f (a) = O, a + 0 = f (1) = f (aa) = 
$ (a fah = D-f (ah) => f (b = f(b) = f (010 
= 0-4 (0) Ù, Yb => Ker f = P. Por el contrario, los automorfis- 
mos, o sea, las aplicaciones isomorías del campo P sobre sí mismo, 
están vinculadas con las propiedades más profundas de los campos 
y son un potleeoso instrumento para el estudio de estas propiedades, 
en el marco de la llamada teoría de Galois. 

El concepto de ampliación de los campos, concuerda plenamente 
con la eterna tendencia de la humanidad, de incrementar la reserva 
de números utilizados. El proceso suficientemente lento, el que 
condicional mentose representa por medio del diagrama: (uno) nn+— 
Ay (uno más uno es dos) un, + Nanne (NO) Uns Ly 
nana NZD nmn> y que continúa hasta nuestros 
días, llevó a una extraordinaria ramificación de la red de campos, 
muy lejos de los numéricos de costumbre. No todas las etapas de este 
proceso fueron puramente algebraicas. Digamos, el paso de los núme- 
tos racionales a los reales, se basa en los conceptos de continuidad 
y totalidad (existencia do límites y sucesiones de Cauchy), y hasta 
ahora se estudia en los cursos de análisis matemático. Al mismo 
tiempo, una construcción totalmente análoga do los campos de los 
números p-wluivos, a los cuales aquí no tocamos, y del moderno aná- 
lisis p-aditivo, desarrollado sobre la base de estos números, son 
dignas obras de tres ramas, la teoría de los números, el álgebra y 
el análisis 

6. Característica de un campo. En cl punto 2 fue construido el 
anillo finito de clases de restos Zm con los elementos 


012%... m 


y con las operaciones k4-7=k-F1, k-1=kI de suma y de multi- 
plicación (renunciamos a los signos Y y O ), Si m=st, s> 1, 
t> 1, entonces, s-E=m=Ú, o sea, $ y £ son divisores de cero en Zme 

Sea ahora m = p, un número primo. Se afirma, que Zp es un 
campo (de y elementos). Para p = 2, 3, esto se ve directamente 
de las tablas «le multiplicación, escritas en el punto 2. En el caso 
general es suficiente establecer la existencia, para cada s €Z% 
del clomento inverso s” (los números enteros s y s' no deben, eviden- 
temente, dividirse por p). 

Consideremos los elementos 


Zs, .... (p—1)s. (t1) 
Son todos «distintos de cero, porque s == Ù (mód p) => ks =£ 0 (mód p), 
para k = 1, 2, ..., p —1. Aquí se usa el hecho de que p es primo. 


Por esta misma razón, los elementos do (11) son todos distintos: 


de Fs = i, kæ h, se doduciría que U — Fs =0, lo que no es 
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cierto. Así, la sucesión de los elementos de (11) coincide con la suce- 
sión de los, permutados de algún modo, elementos 


LE —1. 

En particular, se hallará un s’, 1 <s' <p — 1, para el cual Ss = 1 
Pero esto y significa, que y 7s = 1, o sea, Y es ol clomento inverso 
de s. Hemos demostrado el 

TEOREMA 5. Æl anillo de clases de restos Zm es un campo st, y sólo 
si, m = p es un número primo. 

coroLARIO (pequeño teorema de Fermat). Para cualquier nimero 
entero m, no divisible por el número primo p, tiene lugar la congruencia 


mP-2 = 1 (mód p). 


pemostRacron. El grupo multiplicativo Zi tiene un orden 
p -1. Por el teorema de Lagrange (véase $ 3), p -1 se divide 
por el orden de cualquier elemento de Z3. De esto modo, 1 = (m)P=1= 
=mP-=L, o sea, mP- — 1 = D. 

No es difícil demostrar el pequeño teorema de Format en forma 
inmediata, con ayuda de la teoría de las congruencias, multiplicando 
todos los elementos de la sucesión (11). 

Los campos Za, Zy, Zs, . . ., tan poco parecidos a los campos, 
conocidos por nosotros, Q, Q (Y 2), R, ocuparon, en Ja jerarquía 
algebraica de los campos, un puesto plenamente equiparable, por 
su significación, con el lugar que desde hace mucho tiempo fue 
asignado a Q. La cuostión aquí es ésta. Son P un campo. Como 
ya hicimos notar, la intersección f) P; de cualquier familia de 

i 


subcampos {P; | ¿€ 1), será subcampo en P. 

DEFINICION. Un campo, que no tiene ningún subcampo propio, 
se llama primo. 

TEOREMA 6. En cada campo P se contiene un, y sólo un, campo 
primo Py. Este campo primo es isomorfo, bien a È o bien a Zp, para 
algún p. 

DEMOSTRACION. Suponiendo la existencia de dos subcampos pri- 
mos distintos P', P” =P, necesariamente llegaremos a la conclu- 
sión de que la intersección de los mismos P’ f) P” (evidentemente, 
no vacía, por cuanto O y 1 están contenidos tanto en P’, como en P”), 
será un campo, distinto de P’ y P”. Esto, sin embargo, no es posible, 
en virtud de que son primos. Por consiguiente, el subcampo primo 
Pa =P, es único. 

En Po, juntamente con el elemento unidad 1, están contenidos 
todos sus múltiplos n-4 = t+... + 1. De las propiedades gene- 
rales de las operaciones de suma y de multiplicación de los elementos 
en los anillos (véase el final del punto 1) se deduce, que 


si + tA = (s+ t)-1, (5-1) (6-4) = (st)-1. s, t EZ (12 
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Por eso, lu aplicación f del anillo Z en P, definida por la regla 
j (n) = nt, es un homomrfismo cuyo núcleo, siendo ideal en Z, 
tiene la forma Ker f = mZ. Sim = 0, entonces, f es un isomorfismo, 
y las fracciones (s-1)/(t-1), que tienen sentido en P (por cuanto 
P es un campo), forman el campo Po, isomorfo a @, que será un 
subcampo primo en P. 

Y si m = 0, entonces, evidentemente, la aplicación 7* definida 
por la regla 


PR = {khm — f (k), 


será una inclusión isomorfa Zm — P. Por el teorema 5, esto sólo 
es posible cuando m = p es un número primo. Por consiguiente, 
J* (Zp) es un subcampo primo en P. 

DEFINICION. Se dice, que el campo P tiene característica cero, 
si su subcampo primo Po es isomorfo a Q; P es un campo primo 
(o finito) de característica p, si Po = Zp. Se escribe char P = 0 
o char P = p >>0, respectivamente. 

En lugar de Z,, para designar al campo «abstracto» de p elemen- 
tos, se usa habitualmente Fp, o GF (p) (Galois Field: campo de Ga- 
dois). Hay que tener en cuenta, que existe un campo finito GF (g) 
con q = p” elementos, donde p es primo y n cualquier número entero 
positivo. A esta interesante cuestión regresaremos en el cap. 9, 
pero ahora nos limitamos sólo a un ejemplo de un campo de cuatro 
elementos (0, 1, œ, $): 


+|0tap . 0ta bp 
: 0j01aB o[|oooo 
w 1 f10pa 1joiap 
a apoi a 0a8B4 
plgaro plofta 


Qué son y B por el momento no nos interesa. Se recomienda 
verificar el cumplimiento de la ley distri a. 

A veces, a la característica nula la llaman infinita, en correspon- 
dencia con su interpretación como orden del elemento 1 en el grupo 
aditivo del campo P. Análogamente, la característica finita p 
es el orden común de cualquier elemento no nulo en el grupo aditivo: 


pr=xd tap (boedo. + boo 
=(14+. +1)2=(p-1)2=0. 
7. Observación sobre sistemas lineales. Ha llegado la hora de 


dar una ojeada mental a la teoría de los sistemas de ecuaciones linea- 
les, expuesta en los capítulos anteriores, y a la, derivada de ella, 
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teoría de determinantes. Como coeficientes en las ecuaciones lineales 
y como elementos de matrices, teníamos números, racionales o reales, 
pero lo específico de estos números no se utilizó de ningún modo. 
No hay ningún obstáculo para tomar ahora, en lugar de los números, 
a los elementos del campo dado P. Al mismo tiempo, los resultados 
también deberán de formularse en términos del campo P: los compo- 
nentes de la solución del sistema lineal y los valores de la función 
det pertenecerán a P. El método de Gauss para resolver sistema de 
ecuaciones lineales, la teoría de determinantes, la regla de Cramer, 
siguen siendo legítimos (sin cambios fundamentales) para el campo 
arbitrario P. 


i. Sea dado un sistema homogéneo de ecuaciones linesles AX = 0, 
con la matriz cuadrada 
1.234 


—10 13 1445 
12 —9 1415 
12 13—815 


y con la columna de incógnitas X = [z,, zs, Zs, z4]. Cálculos directos muestran, 
que det A = 2%.41*, Por consiguientte, con ayy, 3a € P, donde P es un campo 
cualquiera de característica cero, o de característica p 2, 11 (on este caso 
los números enteros 1, 2, 3, 4, —10, . . ., 15 se reemplazan por las correspon- 
dientes clases de restos), el sistema es determinado y tiene solamonte una solu- 
ción trivial X = 0. 

Si char P = 2 (digamos, P = Z, 


A=(01)= 


mtonces, de la congruencia 


1 2 34 oto 

—10 a3 ash oaoa o, 
12 o Mas Elo 1 o a| 0ó2 
12 13—815 los 04 


llegamos a la conclusión, de que el rango del sistema es igual a dos, y el sistema 
admite dos soluciones independientes X, = [1, 0, 10, Xa 0, 4, 0, 1). 


Pa tar confusiones se tendría que haber escrito X; = (1, 0, 1, Ú), A 


= (0, 1, 0, 1), pero nos consideramos lo suficientemente preparados como 
para comprender la escritura simplificada. 
Si char P = 11, entonces, de la congruencia 


1 2 34 1234 
—10 13 1445 (12.3 4 
12 —9 1415 1234 
12 13 —8 15 1234 

se deduce, que el sistema tiene tres soluciones independientes 

X, = |9, 1,0, 0), X,=[8, 0, 4, 0), X, = [7, 0,0, 1). 

Como vemos, la respuesta depende esencialmente del campo consi- 
derado P, pero el análisis del sistema en nada se diferencia de) 
corriente. Por consiguiente, una de las ventajas del paso de R y Q 
a un campo arbitrario, se reduce a la eliminación del doblaje de 


yi 
1, 


(mód 11) 
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los razonamientos análogos. Pero, además, se tienen causas de 
más peso, 

Hablando sobre un grupo lineal completo, hasta el momento lo 
consideramos como el grupo de todas las matrices no degeneradas, 
con coeficientes de Q o de R. El conjunto de las matrices cuadradas 
de dimensiones n X n con coeficientes en uu campo arbitrario P, 
compone el anillo de matrices M, (P), y el subconjunto de todas las 
matrices no degeneradas A € M, (P) (de matrices con det A + 0) 
lleva al concepto de grupo lineal completo GL (n, P) sobre el cam- 
po P. Variando el campo P, por ejemplo, haciendo P = Fp, se 
puede, de un modo natural, obtener una serie de grupos importantes 
{vénse el cap 7. 

Los campos del tipo R, Q, Q (Y 2) y otros, se llaman habitual- 
mente campos numéricos. El campo Fp es un ejemplo de campo no 
numérico: no sería correcto llamar a sus elementos números por el 
sólo hecho de que ellos frecuentemente se identifican con los elemen- 
tos dol conjunto (0, 4, ..-, p — 1). 


En el $ 2 del cap 1 se planteó el problema (con el número 3) de la utiliza- 
ción de los campos finitos on la teoría de la codificación. Formularemos ahora 


un pequeño ejemplo sobre este tom: d 
Pa ma MIRU MIR”) en prinol- 


MPLO 2 Para la Lranswisión de la cons 
pio es suficiente la repetición de cuatro informaciones elementales, » 
T = (1, 0), R == (0, t), U= (t, 4), interpretadas como vectoros-filas del espa- 
cio lineal bidimensional E? sobre ol campo Fa œ Za = (0, 1) de dos elementos. 
Pero, duranto el tiempo de trasmisión, on el canal de comunicación aparecen 
perturbaciones (cambios dol símbolo O por ol 1, o dol t por el coro), como resul- 
tado de las cuales, en la recepción al final del' canal puede llegar, por ejemplo, 
la información RÍMU RIM. De acuordo al teorema fundamental de Shennon, 
a cuenta del aumento de la longitud de las informaciones elementales (o sea, 
a cuenta de la velocidad de trasmisión), la acción de las perturbaciones es elimi- 
nablo. Sea, digamos, que de las condiciones de trasmisión es sabido, que en 
cada información olemental do longitud cinco, no se produce más de una tergi- 
versación. Tomamos entonces en el espacio S = F$, el subconjunto Sy == 
= {M = (0. 0, 4, 1, 0, 1=(1,0,0, 4, 1), R=(0,1,1, 0,1), U=(, 
1, 0, O, 0) de los llamados vectores de códigos. Do la tabla 


Vectores, obtenidos de los vectores | 00010 | 00011 | 00101 | 01000 
de códigos, como resultado de | 00100 10001 01001 10000 
tergiversuciones 09144 | 10010 | 01100 | 11100 


10110 11014 11101 11010 


se ve, que Jos conjuntos de vectores Lergiversados de distintas columnas, no se 
ntersccan, y, por consiguiente, es posible una decodificación correcta, o sea, 
el restablecimiento de una comunicación veraz. 


*) En raso:¡ Paz al mundo! 
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Homos obtenido el cod So, que corrige un error. Pasando al espacio FP de 
dimensión n suficientemonto grande, so puede construir un código análogo, capaz 
de transmitir sin errores todo el alfabeto, o sea, cualquier toxto. A fin de que 
la decodificación no se transforme en una selección larga y muy lenta, hay que 
eligir a Sa de ua modo especial. Para esto existe una serie de procedimientos, 
entre ellos y puramente algebraicos, basados en ol uso de los campos finitos Fg. 


EJERCICIOS 


1. Desarrollando la idea del ejemplo 2) del $ 1, mostrar, que cl conjunto 
P(A) con las operaciones 


A+FB=(AUBI (A NB), AB=A NB; A. BEQ, 


ep an, anillo con unidad, y todos los elementos de su grupo adilivo son de or- 
len 2. 
2. Establecer la conmutatividad de un anillo arbitrario, on el cual, cada 
so 14 z satisface a la ecuación z?= z. ¿Es cierto esto para la condición 
-zi 
3. ¿Son isomorfos los campos Q (V3, Q (V5)? 
py y Forman un ideal los olemontos no inyeibles de los anillos: 4) Zis 
) 
Ri Mostrar, que la imagen opimórtica del anillo conmutativo, os un anillo 
conmutativo. 
6. Si K es un anillo con unidad y Z un ideal, entonces. el anillo cociente 
KIL también tieno unidad. 
7. Cualquier anillo entero finito K, es un campo. 
8. Sean, p un número primo, y K un anillo conmatativo con unidad, tal 
que, px = Ó para todos los z € X. Mostrar que, entonces 


GHP =, mm, 2, ae 
([ndicación. Utilizar la inducción sobre m, y la circunstancia de que el coefi- 
cionte binomial G) 0<k<p, es divisible por p). 


9. Demostrar, que el anillo X, compuesto do cinco elemontos, o os isomorfo 
a Z, o bien os anillo con multiplicación nula. 


10. “El ¡conjunto de las matricos triangulares superioros 7e 
=( f ¿ll la, ven), forma un subanillo en A1,(“). Convoncorse do osto 
y hacer una dosoripción de los ideales del anillo 7. 

11. El elemento z 0 del anillo K so llama nilpotente, si 4% = 0, para 
algún n € N. Mostrar, que: 

G) la nilpotencia del elemento z conlleva a la invortibulnlad del elemento 
4—% en cualquier anillo con unidad; 

ds) el anillo Sm = Z/m2 contiene elementos vilpotentes, exactamente 
entonces, cuando m es divisible por el cuadrado do un mumoro natural >. 

12. Demostrar, que en el anillo conmutativo K, con unidad y con pote 
cia infinita | X |, no puede haber un número finito n => 1 de clomentos no inver- 
tibles == 0. (Indicación. Usar el razonamiento por el contrario. Son N = 
= (a, - - ., an}, el conjunto de todos los elementos no invertiblos + 0 del anillo 
K. La aplicación Pe : ap za;, es una biyección do N— N para cualquier 
2 EX (N U (0). El núcleo Ker p de la aplicación p : z > p es infinito) 

13. San, un anillo asociativo arbitrario X, con unidad 1, y a, b, elementos 
del mismo. Mostrar, que 


(d — ab) e = 1 = e (1 — ab) > (1 — ba) d = 1 = d (1 — ba), 
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donde, d = í + bca, o sea, la invertibilidad de 1 — ab en K, lleva a la invertibi- 
lidad 1 — ba. ¿A qué es igual el elemento 1 + adb? 


14. Mostrar, que las matrices |. e al cona, b€ Zs forman un campo 


de 9 elementos, y que el grupo multiplicativo de este campo, es cíclico, de 


orden 8. 
15. ¿Es capaz o no el código S, (del ejemplo 2, al final del parágralo) de 
corregir dos errores? 


Capítulo 5 
NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS 


En este capítulo serán considerados sistemas algebraicos total- 
mente concretos, parcialmente conocidos de las matemáticas escola- 
res, pero que merecen ser objeto de una atención un poco más deta- 
llada. El punto de vista elaborado en el capítulo anterior, nos per- 
mite dirigir una mirada fresca al tradicional «campo de actividad» 
del álgebra de los siglos pasados. Al mismo tiempo, en el ejemplo 
de los polinomios, se harán más comprensibles y tangibles tales 
problemas, como la ampliación de los anillos y la univocidad de la 
descomposición en multiplicadores primos, en los anillos íntegros 
(dominios de integridad). 


$ 1. CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


Una obstinación, digna de la mejor imitación, en la historia de 
las matemáticas, se observa en la larga lucha entre los defensores 
y enemigos de los números «imaginarios», como fuente de los cuales 
sirve la ecuación algebraica 


2+1=0 (0) 


Se puede ocupar una posición simplista, limitándose a la escritura 
formal de las soluciones de la ecuación (1), en forma de + V Zi. Pero 
esto no era difícil hacerlo en tiempos más lejanos; sólo quedaba darle 
sentido a Ia escritura indicada. Resolveremos este problema a distin- 
tos niveles. Al principio, introducimos algunas reflexiones eurísticas. 

1. Construcción auxiliar. Deseamos ampliar el campo de los 
números reales R de tal modo, que, en el nuevo campo, la ecuación 
(1) tenga solución. Un modelo de esta ampliación puede ser el con- 
junto P de todas las matrices cuadradas 


Se afirma, que P es un campo (comparar con el ejercicio 14 del 
4, cap. 4). 
Efectivamente, en P están contenidos el cero O y la unidad Æ 
del anillo M, (R)- 
Luego, de las relaciones 


sal 


b 
AOS e 


a 
—b 


-| a+c b4d 
—(b+d) a+c 


Bon 
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ab —a =ð 
-|z l- —al' B 
abi ca ac—bd ad+bc 
—b allll—d c e ac—bd 


se deduco que P es cerrado con respecto a las operaciones de suma 
y multiplicación. La asociatividad de estas operaciones, es conse- 
cuencia de sus asociatividades en M,. Lo mismo se refiere a las leyes 
de distributividad. De este modo, P es un subanillo en M,. Queda 
por demostrar la existencia en P de una matriz inversa a cualquier 


a 
matriz (2), con determinante EF a? + b Æ 0 (la conmuta- 


tividad de P se desprende de la fórmula (3)). Directamente, de la 
fórmula para los coeficientes de la matriz inversa (véase el teore- 
ma 1, $ 3 del cap. 3), o por medio de la resolución del sistema 
lineal 


az — by = 1, 
bz + ay = 0, 
que surge de la condición 
ab zy 10 
—b allll —y s-h il 


hallamos, que 
abi!” 

| —b el -| 

Utilizando la regla (5) del $ 3, cap. 2, de multiplicación de” matri- 


ces por números, cualquier elemento del campo P lo anotamos en 
la forma 


a 01 
E al- aE4 bJ, donde a, DER, s-i al . 6 
El campo P contiene el subcampo {aE |a €R} œ R, y la relación 
P+E=0 


muestra, que el elemento J € P «con exactitud hasta el isomorfismo» 
es solución de Ja ecuación (1). Aquí no se puede hablar de ninguna 
mística acerca del «elemento imaginario J». 

Sin embargo, se llama campo de Jos números complejos, no el 
campo P, sino un cierto objeto isomorfo del mismo, cuyos elementos 
se representan como puntos de un plano. El deseo de tener una reali- 
zación geométrica del campo P no es casual, si se recuerda, que el 
campo R para nosotros es inseparable de la «recta real»,con un punto 
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dado, representante del cero, y una escala determinada; que define 
la situación del número 1. 

2. Plano complejo. Y bien, queremos construir un campo C 
cuyos elementos sean puntos del plano R?, siendo que la suma y mul- 
tiplicación de los puntos, sometiéndose a todas las reglas de opera- 
ciones en un campo, resuelvan nuestro problema. Elegimos en el 
plano cartesiano, un sistema de coordenadas cartesianas, con eje 
de abscisas z y con eje de ordenadas y. Escribimos (a, b) para indicar 
el punto con abscisa a y ordenada òb. Para los puntos ía, b) y (c, d), 
definimos la suma y el producto por las reglas 

(a, b) + lc, d) = (a + c, b+ d), (6) 

la, b) (c, d) = (ac — bd, ad + he) 

(el uso de los mismos signos +, », que en el campo R, no debe de 
Mevar a confusión). Una comprobación directa, pero bastante fati- 
gosa, nos convencería de que las operaciones así defmidas dotan al 
conjunto de pares (de puntos en el plano) para la construcción de un 
campo con las propiedades necesarias. No hay necesidad, por suerte, 
de esta comprobación. La comparación 


a b 
—b a 


(a, d) > 


de los puntos del plano € con los elementos del campo P, antee 
riormente construido, y una ligera mirada a las fórmulas (3) y (6), 
nos convencen de que estamos en presencia de un isomorfismo y que, 
por consecuencia, el conjunto C es un campo. Este es el que se llama 
habitualmente campo de los números complejos. Teniendo en cuenta 
la realización geométrica de este campo, C también se denomina 
plano complejo. 

El eje de abscisas elegido por nosotros, o sea. el conjunto de 
puntos (a, 0), no se diferencia en nada, por sus propiedades, de la 
recta real, y suponemos (a, 0) = a. El cero (0, 0) y la unidad (1, 0) 
del campo se hacen, con esto, números reales corrientes. Para el 
punto (0, 1) en el eje de ordenadas se introduce por tradición la 
designación ¿ «unidad imaginaria», que es la raíz de la ecuación (1): 
i = (0, 1) (0, 1) = (1, 0) = —1. El número complejo arbitra- 
rio z = (x, y), se escribe ahora en la forma acostumbrada 

2=x+8Yy, 2, yER, (mm 
sumamente cercana a la forma (5) de los elementos del campo P. 
Notemos, que Q =R =C. Por eso, Ĉ es un campo con caracteris- 
tica nula (véase punto 6, $ 4, cap. 4). 

3. Interpretación geométrica de las operaciones con números 
complejos. El eje de abscisas del plano complejo, se llama habitual- 
mente eje real; el eje de ordenadas, eje imaginario, y los números 
iy, ubicados sobre el mismo. números puramente imaginarios, anque 
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la palabra «imaginario» perdió su sentido inicial. Correspondiente- 
mente en la escritura (7), z es la parte real, e iy la parte imaginaria 
del número complejo z. Examinemos la imagen, que confronta a cada 
número complejo z = z + iy, con su complejo conjugado z = z — iy 
(operación de conjugación compleja). Geométricamente, ello se reduce 
al reflejo del plano complejo con relación al eje real (véase fig. 15). 
Es sumamente notable, la legitimidad del 

TEOREMA 4. La aplicación z >> 3 es un automorfismo de orden 2 
del campo C, que deja en su lugar a todos los números reales. La suma 


Fig. 15 


y el producto de números complejos conjugados dan como resultado 
números reales. 


pemosTRacioN. La afirmación 7=x,xER, es evidente de 
la dofinición de número complejo conjugado. En particular, Ú = 0 
y 1=1. Es igualmente evidente la afirmación sobre el orden: 
(2) = z. Nos quedan por comprobar las relaciones 

FAS +A => das (8) 

pero ellas se deducen directamente de las fórmulas (6), que sólo 
debon ser escritas de nuevo, en la forma 

(a + iy) + (ta + iya) = (1 + Ta) + êl + Ya)» (9) 

(0 + tya) + (xa + iya) = (Taza — Yaya) + i (Ziya + Tahi). 

Un caso particular de las fórmulas (9), es la afirmación sobre la 
suma y el producto del número z = z + iy, y su complejo conjugado 
i+i=2% 2=2*+y. P 


Observación. El automorfismo z >F se distingue de muchos otros automor- 
fismos del campo C en que, Él os el único continuo (que traslada los puntos 
cercanos al plano C a sus proximidades). No haremos más precisa ni demostra- 
remos esta afirmación. 


Se llama módulo (o valor absoluto) de un número complejo z = 
= z + iy, el número real no negativo |z| =V Z =V F7 
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La posición de) punto z en el plano, como es sabido, queda totalmente 
determinada prefijando sus coordenadas polares: la distancia r = 
= |z | desde el origen de Jas coordenadas hasta z, y el ángulo q 
entre el sentido positivo del eje de abscisas y el sentido del origen 
de las coordenadas a z (fig. 15). El ángulo q se llama argumento del 
número z, y se designa con el símbolo arg z = 4 = arelg y/z. Por 


Fig. 16 


definición, el arg z puedo tener cualquier valor positivo o negativo, 
pero con r dado, los ángulos que se diferencian en múltiplos enteros 
de 2x, corresponden a un mismo número. No está definido el argu- 
mento para el número 0, con módulo |0 | = 0. Las relaciones de 
«mayor» o «menor» carecen de sentido cuando se refieren a números 
complejos, o sea, a estos no se los puede unir con el signo de desigual- 
dad: a diferencia do los números reales, el argumento de los cuales 
adopta sólo dos valores principales, O (números positivos) y n (núme= 
ros negativos), los números complejos no están ordenados. 

Las coordenadas polares r y q determinan a zey por las conocidas 
fórmulas 


z = r cos p, rsen q, 2=r (cosp + iseng). (10) 


Esta es, la llamada forma trigonométrica del número z. 

La operación de adición de los números complejos z, 2” se expresa 
sencillamente en coordenadas cartesianas, precisamente, por la regla 
del paralelogramo, o, lo que es equivalente, por la regla de adición 
de segmentos orientados (vectores), gue parten dol origen de las 
coordenadas y que corresponden a los números z y z' (fig. 16). De 
este mismo dibujo, comparando los lados del triángulo con vértices 
en los puntos 0, z y z +2' (e identificando los valores absolutos 
con las longitudes geométricas correspondientes), obtenemos Ja 
importante desigualdad 


l+421<lz1+ 171 an 
12-0002 
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Observemos, que la desigualdad (11), que podría haber sido escrita 
en la forma más general 
lal—12 135123 1<121+ 12) 

es totalmente análoga a la correspondiente desigualdad para los 
números reales. 

La operación de multiplicación de números complejos, es cómodo 
expresarla en coordenadas polares. 

Teorema 2 El módulo del producto de los números complejos 
2, z’, es igual al producto de sus módulos, y el argumento, es igual a la 


z 


Fig. 17 
suma de los argumentos de los factores 

la |=|s|-12 h argzz = arg z + arg z’. (42) 
Análogamento, | ziz! | =]21/1% |, arg 3/3 = arg z — arg z'. 


pemostracion Efectivamente, sea Ja forma trigonométrica 
z= r {coso + seng), z = r’ (coso! + ¿sen q). 
Por multiplicación directa, o por la fórmula (9), obtenemos 
az! = rr! [(cos q cos y! — sen q sen q!) + 
+ dicos y sen q” + sen qp cos y), 


y esta relación, con ayuda de conocidas fórmulas, conduce a la forma 
trigonométrica de] número 27': 


12 1+1z I-Icos (q + 9) + 2 sen (p + 9). 

Si, luego, z” = z/z', entonces, z = 2'2”. Por eso, utilizando las 
ya demostradas fórmulas (12) para el producto 2'2”, obtenemos de 
ellas las fórmulas para la fracción 2/2 

En particular, zt = |z | [os (— q) + ¿sen (—4)l. Para obte- 
ner 271 en el plano complejo (fig. 17), hay que, por lo tanto, aplicar 
a z una inversión respecto a la circunferencia con radio unitario 


22 
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y centro en O (esto da el punto 2”), y, luego, el reflejo con respecto 
al eje real (o el automorfismo 2 => 2). 
De hecho, las afirmaciones sobre el módulo del producto y el módulo de la 


adición se deducen fácilmente, sin recurrir a la intuición geometrica, del teo- 
rema 1. En electo, en primer lugar, 


faz" |t 2272 ez? jal?) 


de donde |z2"|=|=|=|2"]. Luego, observando, que j| =V FF > Y F= 
= |z|, obtenemos 
O E 

12 aiH EA 121% 


De los resultados obtenidos, podemos sacar cierto principio 
general: la forma corriente (7) de los números complejos, se ha adap- 
tado para la expresión de sus propiedades aditivas; y la forma trigo- 
nométrica (10), para la expresión de sus propiedades multiplicativas. 
La inobservancia de este principio lleva a fórmulas extremadamente 
difíciles, que obscurecen la esencia de la cosa. 

4. Elevación a potencias y extracción de raíces. De la fórmula 
(12) para la multiplicación de números complejos, dados en forma 
trigonométrica, se deduce la llamada fórmula de Moivre 


[r (cos q + ¿sen q))” = 7” (cos np + 1 sen np). (13) 


legítima para todos los nEZ (en otra escritura: |z" | =|21% 
arg 2* = n-arg 2). El caso particular de la fórmula (13) para r = 1, 
la fórmula binomial (t) del $ 7 del cap. A, y lus relaciones 


P= A, = b=1, M-i 
hacen posible obtener la expresión de los senos y cosenos del ángulo 
múltiplo: 

cosnp= $ (— 1) ( 2x ) costat p-sent p, 
120 
(14) 
n 
sen ng = 2 fen (ara) Cos” i=ak -sent q, 
ha 


En honor a la verdad, cabe anotar, que el caso particular de la fór- 
mula (14) para n = 2 fue utilizado antes por nosotros, en el curso 
de la demostración del teorema 2. 


Observación. Sea e = lim (1 +2). En el análisis se demuestra, por 


medio del desarrollo de las funciones de la variable compleja en series exponen» 
ciales, la fórmula de Euler 
é? = cos + Esen p- as 


120 
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de i» cual se desprenden todos los resultados obtenidos por nosotros. Queda 
sólo por observar, que 


eiT m et O0, (eiPyn a nP. 
La forma trigonométrica del número complejo z, se reduce a la escritura 
2=|2l1-e0 

Luego, quisiéramos aprender a extraer raíces de cualquier grado 
de los números complejos, y la principal pregunta que aquí surge 
es: ¿siempre es posible hacerlo? Resulta que siempre, y la fórmula 
de Moivre da, en esencia, la solución total de esta cuestión. Seanos 
dado el número complejo z = r (cos p + E sen q), y queremos hallar 
un número 7’ = r' (cos q! + ¿sen 4") tal, que (2)* =z. Expre- 
sando (2')% por Ja fórmula de Moivre, y comparando luego en ambos 
miembros de la igualdad (z')" = z los módulos y los argumentos, 
hallamos que (1) >r y que ng’ — q + 2nk (el sumando 2% 
es el pago por la determinación incompleta dol argumento). Así, 


o DELNE 
- 


e 


(por /F se sobreentiende el valor aritmético de la raíz de n-ósimo 
grado de un número real positivo). La raíz 3/3, por lo visto, existe, 
pero está diterminada no univocamente. Para & = 0, 1, ...,n— 
se obtendrán z valores distintos de 2”, además, ollos agotan todas 
las raíces, por cuanto, de k = ng + r, O< r < n — 1, se despren- 
de que 


y Sn 2xg. 


Hemos demostrado el 
TEOREMA 3 La extracción de la raiz de n-ésimo grado del número 
complejo z= |z | (cos p + ¿son q) siempre es posible. Todos los 
n valores de la raíz de n-ésimo grado de z, se hallan dispuestos en los 
vértices del n-ágono regular, inscripto en la circunferencia con centro 
en el origen y de radio Y TzT: 
Ma- V Tal (cos AHNE y ¿o ER), (16) 


y 
kað, ipn ni. 

CoRoLARIO Las raíces de n-ésimo grado de 1, se expresan por 
medio de la fórmula 


YA 
Ellas se hallan dispuestas en los vértices del n-ágono regular, inscripto 
en la circunferencia con centro en el origen y de radio 1. 
De (16) y (17) se aprecia inmediatamente, que p/Z tendrá cero, 
una o dos raíces reales, y Y/1, una o dos. 


- en = cos LE pisen ZE, k=0, 1, co r=i. (17) 
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La raíz de n-ésimo grado de 1 se llama primitiva (o prototipo), 
si es que ella no es raíz de 1 un grado menor. Tales serán, por ejemplo 


= e= cos ŽE hisen E, y ent 


Cualquier otra raíz e, es potencia de una primitiva 


Er = eh 
lo que, nuevamente, puede ser apreciado en la fórmula de Moivre. 
Más aún, exe; = £r+n si so toma k + 1 por el módulo n. En parti- 
cular, En-a, € = 1. Siendo experimentados en la teoría de 
grupos, observamos, de este modo, que las raíces de grado n-ésimo 
de 1, forman el grupo ciclico (e) de orden n. 

Con esto mismo, se obtuvo otra realización más del grupo cíclico 
de orden n. Por el teorema 6 del $ 3 del cap. 4, todos sus subgrupos 
se encuentran en relación recíprocamente unívoca con el divisor 
positivo d del número n. Para cada d/n en (e) se tiene exactamente 


z 
un subgrupo (e%) de orden d. La raíz €m será primiliva si, y sólo si, 
(Em) = (e), o sea, si Card (e) = n, y esto sólo es posible si m y n 
son primos entre sí. Por ejemplo, para n = 12, Jas raíces primitivas 
serán e, es, e, ell, En caso de un primo n = p, todas las raíces 
de la unidad, distintas de 1, son primitivas. Desde el punto de vista 
algebraico, sin contar la representación geométrica, todas las raíces 
primitivas del grado z dado, son equivalentes. 

Volviendo a la cuestión de la extracción de la raíz de grado n 
de un número complejo arbitrario 230, observemos, que si z’ 
es alguna raíz dada (digamos, z' =% jz] | (cos + isen 2), 
entonces, las restantes raíces tienen la forma z'er, k = 0, f, 
..-, R— 1. Esta afirmación se halla en correspondencia con la 
fórmula (46). 

5. Teorema de unicidad. La ventaja del campo C con respecto 
al R podremos evaluarla posteriormente en su totalidad, pero el 
sólo hecho de que C contiene a todas las raíces de 1, justifica el 
elevado interés hacia los números complejos. Surge la pregunta natu- 
ral, de cúal es la amplitud de la familía de campos, que poseen pro- 
piedades análogas. Resulta, que es legítimo el teorema siguiente de 
unicidad del campo de los números complejos. 

TEOREMA 4 Sean, K, un campo isomorjo a R (en particular, 
K =R), y P la ampliación, obtenida de K por la adjunción de la 
raíz de la ecuación z? + 1 = 0. Entonces, P es isomorfo a C. 

DEMOSTRACION. Por la definición dada en el punto 5 del $ 4 
del cap. 4, P = K (j) es el subcampo mínimo de cierto campo F, 
que contiene a K y j. Como el campo F está dado, podemos consi- 
derar los elementos del tipo a + jb, con a, b € K, donde el producto 
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y la adición se comprenden en el sentido de las operaciones definidas 
en F. A los distintos pares, a, b€ K, les corresponden distintos 
elementos a + jb, por cuanto, en caso contrario, se encontraría 
un elemento nulo a” ~- jb’, con a' 4000 Æ 0. Si b' = 0, entonces 
evidentemente, «' = 0. Y si Y 0, entonces, obtenemos j = 
= —alb' € K, lo que es absurdo: K =R, y en R la ecuación 

2 +1 =0 es irresoluble; por Jo tanto, ¿4 K. Utilizando sola- 
mento la igualdad j? = —1 y operando en el campo F, obtenemos 
Jas fórmulas 


(a, + 56) + (a, + jb?) = (a, + ap) + j (bi + da), 
(a, + jbi)- (as + 30% = (ma, — biba) + j (arba + agb). (18) 
Además, $ 


(a-l jb) 


Esto muestra, que el conjunto fa + jb | a, b € K}, contenido en P, 
es cerrado con respecto a todas las operaciones en F y, por consi- 
guiente, forma un campo. En virtud de que P es mínimo, tiene lugar 


la igualdad 
P ={a + jb |a, bE K}. 


Luego, las fórmulas (18) coinciden con exactitud con las fórmulas (9). 

Si f: K —=KR es el isomorfismo dado, entonces, la aplicación 

f*: a+ jb — (f (0, F(0), 
que confronta a los elementos del campo P los puntos del plano com- 
plejo C con las coordonadas f (a), f (b), será, por lo expresado antes, 
un isomorfismo de los campos P y C. 

Un campo P, contenido en M,, fue examinado en el punto 1. Pero, 
tales campos, por supuesto, existen cuantos se quiera (en el pará- 
grafo siguiente se aportará otra construcción más). Según lo demos- 
trado, todos ellos son isomorfos. Observemos, que en la formulación 


de) teorema 4 hubiese correspondido escribir x* +4 = Ú, donde 
4, O. son los elementos unidad y nulo del campo X. Digamos, en el 
campo P = Ma, tenemos J? + T = Õ, donde Ý = E y Ù es la matriz 
nula. 

En el campo C, además de Q y R, están contenidos muchos otros 
subcampos. Son particularmente interesantes las ampliaciones del 
campo (2, que se obtienen al adjuntar un elemento cualquiera de €, 
no contenido on Q. 


HAT ma. 


EJEMPLO $. (campo cuadrático). Sea d un número entoro distinto de cero, 
que puedo ser negativo, y tal que, Y 24 Q. El campo Q (Y 3) > € se llama 
cuadrático real para d > 0, y campo cuadrático imaginario para d < 0. Se hizo 
mención del campo Q (yZ) on el $ 4 del cap. 4. Un razonamiento que literal- 
mente repite el proceso de demostración del teorema 4, si se sustituye j por 
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VT, y la relación j? = —1 por (V d)*= d, demuestra que, 
Q (Vi =ta+b Vila, dE) 
En particular, las fórmulas (18) se reesriben en la forma 
(0145, Vd) +0 td: V= (a Ha) Ho Hd Vd 
(atb: Vd) (aats Vd) =(010,4b1b48) Hlaba Habr) Vd 


(9) 


Luego, 
A b 
e+ d= aa t aT 


para a +b V 730 (o soa, cuando a y b no son a un mismo tiempo iguales 
a coro). 
Utilizando (19), es fácil comprobar que la aplicación 


ha+oV dao Vä 
es un nutomorfismo del campo Q (Y T) (análogo de conjugación compleja). 
So llama norma del número a = a +- b yd, el número 


N (a) = at — db? = af (a). 


Evidentemente, N (æ) = 0 <> a = 0, Luego, como f es un automorfismo, 
entonces, 

N (ap) = apf (ap) = api (œ) f (B) = af (a) -BA (B) = N (a) N (B). 
En particular, N (2)+N (a) = N (ca) = N (1) = 1. Por cso, la norma 
posos propiedades esenciales (do cuadratura) del módulo en el campo C, 

EJEMPLO 2. (campo numérico constructivo). En el plano cartesiano R? consi- 
doramos dados los puntos (0, 0) y (1, 0). Las construcciones subsiguientes se 
efectúan solamente con la ayuda de una regla y un compás. Jlabiondo construido 
dos puntos P y Q, naturalmente, podemos cónsidorar como construido ol seg- 
mento PQ que los une. Si se tienen el punto P y ol segmento r, también se puede 
construir la circunferencia de radio r con contro en el puntu P. Las intersec- 
cionos do par en par de rectas (segmentos) ya trazadas y de circunferencias, 
son constructivas en el mismo sentido. 

El número complejo a + fb € € se denomina constructivo, si, con ayuda 
de una sucesión finita do construcciones (permisibles) como las indicadas más 
arriba podemos construir, partiendo de (0,0) y (1, 0), el punto P = (a, b). 
No es difícil observar, que la constructividad do a -} ib es oquivalente a la 
constraotividad do | «| y1 91. El conjunto de los puntos del plano, construidos 
con ayuda de compás y fogla y, on consecuencia, el conjunto do Lodos los núme- 
ros complejos constructivos, los indicamos con el símbolo CS. 


TEOREMA 5. El conjunto CS es un subcampo del campo C- 

DEMOSTRACION: De la dofinición de constructividad de los 
números se deduce inmediatamente el carácter cerrado de CS con 
respecto a las operaciones de suma y de paso de z = a + DECS 
a —z = —a — ib. 

Trazando en los ejes de las coordenadas los segmentos de las 
líneas constructivas 1, œ, B, (fig. 18) y considerando los ngulos 
semejantes dibujados en los esquemas (constructivos) más abajo 
(son posibles pequeñas modificaciones), nos comvencomos de la 
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constructividad del producto y = aß y del cociente ô = «/P. Como 
las construcciones zz’ = (a -} ib) {a' + ib') = (aa' — bb) + 
+ ilab | a'b) y 17 — a (a? + b?) + ib (a? + b?) se reducen, en 
último análisis, a la construcción de magnitudes del tipo de y y 6, 
también queda establecida la construetividad del producto zz’ y del 


A 


e 
Fig. 18 


cociente 1/z. Al mismo tiempo, queda demostrado el cierre del con- 
junto CS con rospocto a todas las operaciones en el campo C. 

A cualquier subeampo P c CS se lo suele llamar campo numérico 
constructivo. Se entiende, que Qc P y que P es un campo de caracte- 
rística nula. 


EJERCICIOS 


correspondiente lugar geométrico de los puntos en el plano C. 
2, ¿Qué se puede decir del campo K (6). que fue obtenido de R por adjun 

la igualdad 54 == —1? 
3, Sean, A. D € Mp (R). Basándose en el teorema 1, demostrar que 


A —B 
c-ha alero. 


Aplicándole a la matriz real C transformaciones elementales de primer y se- 
gundo tipo sobre el campo de los números complejos C, demostrar quo 


det C = det (4 + iB}. 
5. (G. Polia y G. Segue). Usando los ejercicios 3 y 4, dar una explicación 
del sextrañu» becho siguiente. El sistema Jineal cuadrado homogéneo 
duž + + + + + dinên = 0, 


dat t + + dnntn 
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con los coeficientes complejos dy ¿ = az; + fbr; y las incógnitas 2, = z; -r 
tiene una solución no trivial (2, - ... z4) con exactitud cuando det (d) ) 
= a + ib = 0 (véase las observaciones generales sobre esta cuestión en el 
punto 7 del $ 4 del cap. 4). Esta condición lleva x las dos ecuaciones o = 0, 

= 0, que vinculan a 2n* magnitudes reales ap; ba. Por otra parte, el siste- 
ma (+) puedo ser presentado en forma de un sistema ile 2n ecuaciones lineales 
homogéneas, con 2n incógnitas reales z;, y. Ahora, la condición de solución 
po trivial, se escribe en forma de igualdad a cero de wn determinante real de 
dimensiones 2n X 2n, lo que da sólo una ecuación entre app, br. ¿Cómo con- 
ciliar entre sí estos dos resultados? 

6. Teniendo en cuenta, que los automorfismos del campo cuadrático Q (V d) 
deben dejar en su lugar a los números racionales, hallar los automorfismos de 
este campo. Respuesta. La aplicación unitaria y a- ¿y 3>a—0Y0). 

7. ¿A qué es igual la suma de todas las raíces de grado n >> 1. de 1? ¿Qu 
se puedo decir sobre la suma de las raices primitivas de grado Í2 y de grado 15 

le 


8. Hallar y representar el núcleo geométrico y la imagen do la aplicación 
(R, +) > (0%, -),0*=C>5 (0), definida por la correspondencia £ w> 


mr ¿2 (véase la fórmula (15). 


$ 2. ANILLO DE POLINOMIOS 


Juntamente coa los sistemas lineales, examinados por nosotros 
en los cap. 2 y 3, los polinomios componen vna vieja y bien estudiada 
sección del álgebra tradicional. En el lenguaje de los polinomios se 
formulan o so resuelven los más diversos problemas de las matemá- 
ticas. Esto se debe a muchas causas, una de Jas cuales consiste en la 
propiedad de universalidad del anillo de los polinomios, en la que 
nos detendremos brevemente en los puntos 1 y 2. 

Sean K un anillo conmutativo (y, como de costumbre, asociativo) 
con la unidad 4, y A cierto subanillo del mismo, contenedor de 4. 
Si t € K, entonces, el menor subanillo en K, contenedor de A y t, 
estará, evidentemente, compuesto de elementos del tipo 

a (t) = ag + at + at? H ...+a,l. 
donde a, € A, n EZ, n>0. Lo dosignamos con el simbolo A lt) 
y lo llamamos anillo obtenido de A con la adjunción del elemento t, 
y a la expresión (*), la denominamos polinomio de £ con coeficientes 
en A. Qué entender por suma y por producto de polinomios se ve de 
los sencillísimos ejemplos: 
atl) = b (t) = (as + at + agt?) + (bo + bit + dh = 
= (ag + do) + (a1 + bi) t + (as + ba) t, 

a (t) -b (t) = aobo + (agb, + abo) t + 

+ (loba + abr + aabo) t? + (aba + agb) 1° + (agba) C. 
Evidentemente, la reincción de términos semejantes, <e basa en la 
permutabilidad de dos en dos de todos los elementos ai bj t". 

Ahora es el momento propicio para recordar que £ es un elemento 
del anillo K tomado al azar, y, por eso, expresiones (+) exterior- 
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mente distintas, pueden coincidir de hecho. Si, digamos, A = Q, 
1 = VĒ, entonces t = 2 y £ £, son relaciones que de ningún 
modo se desprenden de las reglas formales. A fin de legar al concepto 
habitual de polinomio, es necesario liberarse de todas las relaciones 
secundarias semejantes, para lo cual, ¿ dobe interpretarse como un 
símbolo arbitrario, no obligatoriamente contenido en K. El está 
destinado n jugar un papel puramente auxiliar. Tienen un signifi- 
cado mucho mayor los reglas, de acuerdo a las cuales se forman 
los coeficientes de las expresiones a (t) + b (£), a (£) b (t). Teniendo 
en cuenta estas observaciones previas, pasamos a la determinación 
exacta del objeto algebraico denominado polinomio, y de la reunión 
de tales objetos, llamada anillo de polinomios. 

1. Polinomios de una variable. Sea A, un anillo con unidad, 
conmutativo arbitrario. Construyamos nuevo anillo B, cuyos 
elementos son sucesiones ordenadas infinitas 


Í= Mo fs In -+ -) h EA, (1) 


tales, que todas las f, excepto el número finito de las mismas, son 
iguales a cero. Determinemos en el conjunto 2 las operaciones de 
suma y de multiplicación, haciendo 


148 = (fo fir lo +) + Eo bio Ev) = 


= {fo + gos fi + Eu fa + En ++ do 
= (ho, hy, has da 


donde 
w D f&n h=0, 4, 2, ... 


Está claro, que, como resultado de la suma y multiplicación, de 
nuevo se obtienen sucesiones de la forma (1), con un número finito 
de términos distintos de cero, o sea, elementos de B. La comproba- 
ción de todos los axiomas del anillo (véase el § 4 del cap. 4) excepto, 
quizás, el axioma de asociatividad, es evidonte. Efectivamente, 
por cuanto la suma de dos elementos de B se reduce a la suma de 
un número finito de elementos del anillo A, (B, +) resulta un 
grupo conmutativo con elemento nulo (0, 0, 0, ...) y elemento 
>f = (fo —fis Ta ---) contrario al arbitrario f= 
= (for Jis fas - - -). Luego, la conmutatividad de la multiplicación, 
se desprende directamente de la simetría de la expresión de los ele- 
imentos hy por medio de f; y de gy. Esta misma expresión muestra, 
que en B se ha cumplido la ley distributiva (f + g) A = fh + gh. 
En lo que se refiere a la asociatividad de la operación do multiplica- 
ción, sean 


1= los fo fas de g= (Eo En Ea ---) A= (ho ls hn + 
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tres elementos cualesquiera del conjunto B. Entonces, tg = d = 
=(dp dy de ...) donde d= 2 fap t0, i E 
ijh 
y (48) h=dh donde e,= PA dh = 
Lies 


-D XA fil) h= OS El cálculo de f (gh) dael mismo 


resultado. Así pues, B es un anillo conmutativo y asuciativo con unidad 
(1, 0, 0, -..). 

Las sucesiones (a, 0, O, ...) se suman y se multiplican del 
mismo modo que los elementos del anillo A. Esto permite identificar 
tales sucesiones con los elementos correspondientes de A, o sea, 
hacer a = (a, 0, 0, . . .) para todas las a € A. De este modo, A se 
transforma en subanillo del anillo B. Designemos luego (0, 1, 0, 0,...) 
por X y llamemos a X variable (o incógnita) sobre A. Utilizando 
la operación de multiplicación, introducida en B, hallamos que, 


= (lo ên to - 


X=(0,$,0,0,..) 
X? =(0,0,1,0,-..), 
A I N 


Además, en virtud de (2) y debido a la inclusión A =B, tenemos 
(0,0, ...,0,0,0,...) = aX" = X”a. 


Así, si f, es el último término distinto de cero de la sucesión f = 
== (fos fis ++. fns 0, 0, . - .), entonces, on las nuevas designaciones 


1= fo << fu 0,0, + 
= (for - 2 » fn-z: 0, O, Thae fx 
= fo HAX + faX? + -o H hN" 68) 
Esta representación del elemento f es unívoca, por cuanto foy +. + 


- «+ fa en el segundo miembro de (3), son términos de la sucesión 
(fos +++» fas 0, --.), que es igual a cero si, y sólo si, fe = 


=h =0. 

DEFINICION. El anillo B, introducido más arriba, so designa 
por A [X] y se llama anillo de polinomios sobre A, de una variable X, 
y sus elementos se denominan polinomios. 

Desde luego, el atributo a la letra fija X, del nombre de variable 
o de incógnita, no es un hallazgo terminológico muy feliz, pero 
arriagó, por cuanto no lleva confusión. 

Hemos introducido intencionalmente la letra muyúscula X, para 
diferenciar nuestro polinomio f = X, especialmente separado, de la 
variable teórica-funcional z, que recorre cierto conjunto de valores 
(un acuerdo puramente temporal, que en el futuro no es obligatorio 
observar). Es más habitual la escritura del polinomio f en Ja forma 


FA) =0X" +0 X "14... + as 
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o sea, en el orden decreciente de las potencias de X. En adelante, lo 
escribiremos lel modo que sea más cómodo. Los elementos f; (y los a} 
so lamen coeficientes del polinomio f. El polinomio f es nulo, cuando 
todos sus coeficientes son iguales a cero. El coeficiente fọ de X ele- 
vado a la potencia cero, también se llama término constante o término 
independiente. Si fa + Ù, entonces, fa se llaman coeficiente superior, 
y n grado del polinomio, y se escribe n = deg f. Al polinomio nulo se 


lo adjudica el grado de —oo (—oo + (- 00) =—0o, —oo + n == 
= —00, —oc < n, para cada n € H). Los polinomios de los grados 
4, 2, 3, . + ., se llaman, respectivamente, lineales, cuadrados, cúbi- 
cos, ote. 


El elemento unitario 1 del anillo A, desempeña el papel de unidad 
on el anillo A [X], y se considera polinomio de grado nulo. De la 
definición de las operaciones de adición y de multiplicación en A [X} 
se deduce directamente que para dos polinomios cualesquiera 


=f+pX 1 HIA”, g= goH AX +--- + EmX" (6) 


de los grados n y m respectivamente, tienen lugar las desigualdades 
deg (f + g) < máx (eg f, deg g), deg (jg) < deg 7 + deg g. (5) 
La segunda de las desiguaidades (5). on realidad se sustituye por la 
igualdad 

deg (fg) = deg J + deg g 


siempre, cuando el producto /,gm de los coeficientes superiores de 
los polinomios (4) es distinto de cero, por cuanto, 


de = iago + ogi + h80 X +. H (gm) K (6) 


Pero, osto significa, que es cierto el 

aeonema © Si A es un anillo íntegro, entonces, el anillo A [X} 
también es integro. M 

El lugar que ocupa el anillo de polinomios dentro de los anillos 
conmutativos, en parte lo aclara el siguiente 

TEOREMA 2 Sea, que el anillo conmutativo K, contiene A en 
calidad de subanillo. Para cada elemento t € K existe un homomorfismo 
único de los anillos ly: A(X1—> K, tal que, 


(a) =a, Vaca, M(X) Mm 


DEMOSTRACION. Supongamos primeramente, que tal homomor- 
fismo Tl, existe. Como F; (f) = fı para cada coeficiente del poli- 
nomio 7, escrito en Ja forma ordinaria (3), y TT, (X*) = ([]; (X)* = 
== th (propiedad del homomorfismo y la condición (7)), entonces 

MO = M fo hX aao H hX = 


= fo + hit + o ft (8) 


t. 
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o sea, II, (f) está delerminado unívocamonte y se expresa por la 
fórmula (8). A la inversa, dando la aplicación T; por la fórmula (8), 
nosotros, evidentemente, cumpliremos la condición (7) y obtendre- 
mos el homomorfismo de los anillos. Esto está claro para la aplica- 
ción de grupos aditivos de anillos, y, en lo quo respecto a la multi- 
plicación, el empleo de Il, al producto (6), y el uso posterior de la 
ley (general) de la distributividad, da 


To (f8) = foo + (Lo + 4180) E+ +++ (fng m) 00" = 
= (È e) e) = Ae. | 


El resultado del empleo de la aplicación Tl;, determinada por la 
fórmula (8), al polinomio f = f (X), se llama sustitución de t en f 
en lugar de X, o (a duros penas), sencillamente valor de f, para X = 
=t, de modo que I, (f — f (ti. Conocer Al, (f), significa sabor 
calcular el valor de f cuando X += t. Los homomorfismos Ily, z € A, 
sirven de eslabón de enlace ontre los puntos de vista funcional y alge- 
braico sobre el polinomio. Por definición, el polinomio X — c = 
= (—c, 4, 0, . . .) nunca os igual a cero, pero, la función asociada 
a él x= z — e adopta el valor nulo para z Otro ejemplo: el 
polinomio, distinto de cero, X?+- X con coelicientes del campo 


F, (donde 1+1 =0), representa la función nula $ F>Fy, 
por cuanto 02-4- 0=0 y 124 10. 

El elemento t € K sel =A algebraico sobre A, si My (f) = Ù para 
cierto f E A [X]. Y, si M,: A [X] >K es una inelusión isomorfa 
(monomorfismo), entonces, t es un elemento transcendente sobre A. 
En el caso en que A = Q y K — C, sencillamente se habla de núme- 
ros algebraicos y trascendentes. Ejemplos de números trascendentes, 
son e y a, definidos en el análisis matemático. y ejemplos de númoros 
algobcaicos son — V3, Y 3, | 2. 4+Y3. 

Para medir la desviación del anillo A [tl Œ K, obtenido al prin- 
«ipio de este parágrafo, con respecto al anillo de polinomios A [X], 
introduzcamos en el núcleo considerado J; = Ker I, del homomor- 
fismo TI, del teorema 2. De acuerdo con (7), TI, opera un forma se- 
.mojante en A, por eso A NJ, =0. A propósito, J; =0, si £ es 
un elemento trascendente sobre A. Según el teorema sobre los homo- 
.morfismos para los anillos (teorema 2, punto 4, $ 4 del cap. 4): 


Ald =A XVJ. (9) 


El isomorfísmo (9), hablando propiamente, sirve de expresión 
de propiedad universal del anillo de polinomios A [X]. De una forma 
más completa, la universalidad del anillo de polinomios se aprecia 
de la siguiente afirmación, generalizadora del leorcma 2. 

TEOREMA 3. Sean A y K dos anillos conmutativos arbitrarios; 
t, un elemento de K, y q: A — K, un homomorfismo. Entonces, existe. 
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además es única, una continuación de ọ hasta el homomorfismo 1: 
A [X] —> K del anillo de polinomios A [X] en K, que traslada la va~ 
riable X a t. 

La demostración es una modificación insignificante de la demos- 
tración del teorema 2 y se deja al lector en calidad de ejercicio. PY 

2, Polinomios de muchas variables. Si en la situación A œ K, 
considerada al principio del parágrafo, so toman n elementos cuales- 
quiera f}, - . - fa € K y se considera en K las intersecciones de todos 
los subanillos, contenedores de A, ży, +, tn, entonces, obtendremos 
el anillo A lí,, ..., ta]. La escritura formal de sus elementos nos: 
sugiero, al igual que en el caso de z = 1, la necesidad de poner en 
uso el anillo de polinomios de n variables. Esto se hace muy senci- 
llamente. Recordemos, que la estructura del anillo B = A [X] 
incluía al anillo conmutativo arbitrario A con la unidad. Podemos 
ahora sustituir en nuestra estructura el anillo A por el B y construir 
el anillo C = / [Y], donde Y es una nueva variable independiente, 
que desempeña con relación a B, el mismo papel que X con relación 
a A. Los elementos de C se escriben unívocamente en la forma 
X bY’, bj €B, adei B se identifica con un subanillo en C, 
precisamente, con el conjunto de clementos bY° = b-1. Como, 
a su vez, 6, + Y anX' es la escritura wnívoca de los elementos 
by E B, entonces" cualquier elemento de C tiene la forma 


Ed 
DYXY, act, 


con esto se sobreentiende (por el sentido de Ja construcción), que 
los a; están permulados con X e Y, y quo la variable X está permu- 
tada con Y. 1] anillo C se Jlama anillo de polinomios sobre A de dos 
variables independientes (de dos incógnitas) X e Y. 

Repitiendo un número suficiente de veces osta construcción, 
obtenemos el anillo A [X,, . - ., Xn] de los polinomios sobre A de m 
variables independientes (o incógnitas) Xy, ..., Xn- 

El conjunto (i. - -~ in) E Ñ” de n números enteros no negativos 
lo. da (E = N U (0)) convenimos en designarlo abreviadamen- 
te con el símbolo (1). Entonces. cualquier elemento f € A (Xy, . +. 
e. Xn] se escribe en la forma 


J=] 2oXO, 49 EA, (10) 
donde X® = Xt ... Xin es nn monomio, así que f es una combi- 


nación lincal de monomios con coeficientes de A. En correspondencia 
con la definición de polinomios, todos los coeficientes an en (10), 
a excepción de un número finito de ellos, son iguales a cero. La unici- 
dad de la escritura (10) se deduce inmediatamente de la siguiente 
afirmación. 
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El polinomio f es igual a cero si, y sólo si, son nulos todos sus coefi- 
cientes Qi, ... in. Para n = 1 esto ya se hizo notar e 
de la construcción del anillo A [X], y para n > 1 lo 
utilizar la inducción en ». Precisamente, podemos ose 

O O XR D bip 


donde 


AA ca 13 


inei 
son polinomios del menor número de variables. La afirmación para 
n = í y la suposición de inducción demuestran, que 


1=0=>bin=0, Yine ai -oe na HO, Vip... bn) 


Ahora, es natural considerar dos polinomios f, g € 4 [X,, 
ı Xn] iguales, si coinciden sus coeficientes para los mismos 
monomios (de acuerdo a lo dicho más arriba (1, . la) ze 
loc in) = Xi... Xip a Xh... Xin. Por grado del poli- 
nomio f con relación a Xp, se entiende el mayor número entero, desig 
nado por dég» f, que se encuentra en calidad de exponente de X, en 
aX con al) s0. Por ejemplo, el polinomio 4: X + XY’ + 
++ X?Y? es de grado 2 con respecto a X y de grado 3 con respecto a Y. 
El número entero i -+ ... + in se llama potencia (total) del mono- 
mio Xi... Xin. El grado deg f (o la potencia total) del polinomio f, 
será la máxima de las potencias totales de sus monomios. Suponemos 
deg 0 = —oo. No tiene sentido hablar del término del polinomio 
que tiene mayor grado, por cuanto, puede ser que haya varios de 
esos términos (monomios). 

Al anillo A [X,, ..., Xn] se trasladan muchos de Jos resultados 
obtenidos por nosotros en el punto 1 para A [X]. Por ejemplo, basán- 
donos en el teorema 1 y utilizando la inducción en m, inmediata- 
mente nos convencemos de que es correcto el 

TEOREMA 1. Si A es un anillo integro, entonces, el anillo 
A IX, ..., Xn] también es integro. En particular, el anillo de los 
polinomios de n variables sobre cualquier campo P, es de integridad. $ 

Sea, luego, que A es un subanillo del anillo conmutativo 


Y lis ->e fu, los elementos de X. Entonces, la correspondencia 
Mao ta? f (Xi Xp) F (tos << o): 

MICA I eaa Had. 
determina el homomorfismo A {X,. ..., X,] — K (comparar con 
el teorema 2). Con esto se habla de sustitución de t, ..., t, en f, 
o del valor de f para X, = ly, 2.1 Xp = tn. Si Ker In o. 1, =O, 


entonces, t,, . . ., ĉn, se denominan elementos del anillo K algebraica- 
mente independientes sobre A. En el caso de elementos tj, ..., tn 
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algebraicamente dependientes, existirá un polinomio no nulo f € 
EA [Xy -s Xul, para el cual f (fr, ..., tn) = O. 

Finalmente, al Lleorema 3 le corresponde el análogo 

TEOREMA 5 (de universalidad del anillo de polinomios). Sean 
A y K, anillos conmutativos; ly, . . ., tn, elementosde K; y, p: A K. 
un homomorfismo de los anillos. Entonces, existe una continuación y 
hasla el homomorfismo Gt, +=» 1, A [Xy > «+ Xal >K, que, ade- 
más, es única y traslada X; a ti, << n. 

DEMOSTRACION. La misma se efectúa paralelamente a la construc- 
ción del propio anillo A IX}, Xal, o sea, por inducción. Basán- 
doso on el teorema 3, es natural presuponer que disponemos del 
homomorfismo Proma: A [Xo o Xud >K, continuador 
de q y tah que Gho tna (A) =l 1 Lin —1. Sustiluyon- 
do en el teorema 3e) anillo A por A [Xu . Xp-11, y el homomor- 
lismo (9 por g.m Y aprovechando la circunstancia de que 
AX. = A [Xi -o Xna) [Xn], hallamos el homomor- 
fismo Imseado Gn, in (Pt ena Ifas que traslada Xn a tu 
La unicidad de qu. m no Mocesita comprobación, por cuanto 
Pe. an queda totalmente determinada por la operación on A 
y en los elementos Xy, +. «+ Xp, quo engendran A [Xs +.) Xal- 

cononsniu A cualquier permutación n € Sn que opere en el con- 
junto $4, 2. . -., n}. le responde el antomorfismo, determinado uni- 


vocamente, n: f — uf del anillo A [Xi . Xal, idéntico en A, 
y tal que, 


A A f Xian o EST 


pruesericios fagamos, en la formulación del teorema 3”, 
K=AIlX».-.. Xah t = Xana ++ 09 in = Kain y tome- 
mos on calidad de y la limitación de la aplicación idéntica e, en A 
Como resultado, se obtiene e) homomorfismo n = ti, - -. tn 
del anillo A Xy, Xn] en sí mismo (o sea, un endomorfismo) 


=4, 1=1 y īp =p (la comprobación 


y, como m 
fue efectuada en el lema del $ 2 del cap. 4), entonces, 71 es un auto- 
morfismo. 

Sirve de especificación útil del teorema 1%, el 

TEORIMA + Sean f y g, dos polinomios cualesquiera de n variables 
sobre el anillu integro A. Entonces, 


deg (fg) = deg f + deg g. 


nimesriescion Denominemos polinomio homogéneo o forma de 
grado m, al polinomio h (Xy, - . «, Xn), en el. que todos los térmi- 
nos tienen una misma potencia total m. Las formas de grados 1,2 
3, se llaman. respectivamente, formas lineales, cuadráticas y cúbicas. 


AN 
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Uniendo todos los inonomios de un mismo grado que forman parte 
de f (o, como también se dice, que se encuentran, con coeficientes no 
nulos), representaremos univocamente el polinomio f += Y aX 
como la suma de varias formas fm de distintos grados 


I=h+P+.. +n k= deg /. 


E=f+ RA +80 1 degg, 
entonces, evidentemente, 


Íg = fogo + Ue + 1180) + -o > + rgi 
(esto se parece a la relación (6), pero, fi, g; tionen allí otro sentido), 
de donde, deg fg < k + 1. Por el teorema 1, de /, +0, 9,50, 
se dosprende que fag: 70, o sea, deg (fg) — den (hgn) -—- k -+ l= 
= deg f + deg g. 

3. Algoritmo de división con resto. Los anillos de los polinomios 
de una y de un gran número do variables independientes Lienen no 
solamente propiedades generalos, cuidadosamente destacadas por 
nosotros en el punto 2, sino que también diferencias esonciales. Des- 
cubrimos inmediatamento una de estas diferencia nos dirigimos 
a la descripción de los ideales del anillo de los polinomios. Vimos 
(punto 3 del $ 4 del cap. 4), que en el anillo Z cada ideal es princi- 
pal, o sea, se expresa como mZ. La demostración de este hecho 
se basaba en la comparación de números por su magnitud, por medio 
dol mecanismo denominado algoritmo de división con resto, ya des- 
crito para Z en el punto 3 del $8 del eap. 1. Resulta, que un algo- 
ritmo totalmente análogo tiene lugar en el anillo A [X] sobre el 
anillo íntegro A (para A = R esto prúcticamento es sabido del curso 
de álgebra elemental: recnerdo la operación de división en forma 
de ángulo ). 

TEOREMA 5. Sean A un anillo íntegro, y g un polinomio en A [X] 
con coeficiente mayor, invertible en A. Entonces, a cada polinomio f € 
€ A ÍX] se le confronta un, y sólo un, par de polinomios q, r € A [X], 
para los cuales 

f =g +r, degr< logg. (t1) 

DEMOSTRACION. Sean 


f=04P +0 a TETY 
g = bX" 4 ba Xm + bms 


donde abo 0 y bọ |1. Apliquemos la inducción en n. Si n = 0 
y m = deg g > deg f = 0, entonces, hacemos q = 0, r = f, y si 
n= m= Q, entonces, r=0 y q = agb;!. Supongamos, que el 
teorema está demostrado para todos los polinomis de grado < n (n > 
> 0). Sin limitación de generalidad consideramos a m < n, porque, 
en el caso contrario, tomamos q = 0 y r = f. Ya que esto es así, 


143—0392 


Si ahora 
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entonces, 


{= ab Xg +T, 
donde deg f< n. Por inducción podemos hallar q y r, para los cuales 


T=¿g +», además, degr<m. Haciendo 
q= apar +T 

piedades necesarias. 

ad del cociente q y del 


llegamos al par de polinomios con las pi 
'Recurriendo a la propiedad de uni 
resto r, suponemos, que 


T=getr. 
Por ol teorema Í tenemos: deg 


Entonces, (9 --9) 


(r—r) — deg (q deg g, lo que en nuestras condiciones 
sólo es posible cuando r” =r y y = g (recordemos, que deg 0 == 
= —o y que —oo -- m = —00) 


Finalmente, los razonamientos expuestos muestran, que los coefi- 
cientes del cociente q y del resto r pertenecen a] mismo anillo íntegro 
A, o sea, J, g EA [X] = g rE A IXI. B 

ossenvacion El proceso de la división euclidiana del polino- 
mio f por g se simpli „ si g es un polinomio unitario, o sea, si su 
coeficiente mayor es igual a la unidad. La divisibilidad de f por el 
polinomio unitario y es equivalente a la igualdad a cero del resto r 
en la división euclidiana de f por g- 

conorario Todos los ideales del unillo de polinomios P [Xx] 
sobre el campo P, son principales. 

prmosrracios. Soa 7 un ideal no nulo cualquiera en P IX]. 
Elegimos el polinomio t = £ (X) de grado mínimo, contenido en 7. 
Si f es un polinomio cualquiera de 7, entonces, Ja división con resto 
por £ (P es un campo, por eso no hay neci idad de preocuparse de la 
inversibilidad del coeficiente mayor de £(X) nos da la igualdad 
F=qt+r, degr<degt. De la misma se deduce, que r€ T, 
por cuanto f, t, gt, son elementos del ideal. En virtud de la elección 
de £, nos queda por concluir de que r = 0. Por consiguiente, / (X) 
se divide por t (X) y T = (t) = tP [X], o sea, se compone de poli- 
nomios divisibles por t(X). 

En lo que se refiero a los anillos de polinomios de varias variables 
independientes, entonces, ya en R [X, Y] a ciencia cierta los ideales 
no se agotan con los principales. 


EJEMPLO, El conjunto 
T= {Xf + Ygl f, ¿ERIX, YD), 
sonate de polinomios » (X, Y) tales, que > (0, 0) 0, evidentemente; 
es idealen KIX, Y}. Como 1 ER [X, Y), entonces, do T = t (X, Y) R [X, YI 
se dosprendoría la inclusión t (X, Y) € T- Por eso, £ (0, 0) = 0 y, por lo tanto, 
deg £ > 1. Aplicando ahora el teorema 4 a las igualdades 
= tu, tr, 


$3 ANILLO DE POLINOMIOS 195 


hallaremos que deg u = deg y = 0, v sea, u, v ERK Oy =u"lvX es una contro- 
dicción, que muestra que el ideal 7 no es principal. 

El corolario del teorema 5 es cómodo para una descripción clara 
dol isomorfismo (9). En calidad de ejemplo demostremos la afirmar 
ción que, en esoncia, completa al teorema 4 del $1 

TEOREMA 6, El campo de los números complejos C es isomorjo 
al anillo cociente R IXI(X? + 1) R IX]. 

DEMOSTRACION. De acuerdo con (9) € = R [i] — [X];J, donde 
J ={f ER [X] 11 (0) = Puesto que a -+ ib 0 para (la, b) + 
= (0, 0), y como E 1=0=>2+1€ J, entonces, de Jos razo- 
namientos que demuestran el corolario del teorema 5, sin dificultad 
so deduce, que J = (X? + 4) R [X]. 

Las clases adjuntas (a — bX) + J; a, b CR son los elementos 
del anillo cociente R [X]/J; la correspondencia a + ih (a+DX) + 
+ J establece el isomorfismo entre € y RIX]. i 


EJERCICIOS 


Ar _Los polinomios /(X) = X3 +] 3X4 + Xa i 4X3 — 3X —4, g (x) = 
= Xè- X + 1, pueden ser considerados como Porteuecientes al anillo Z {X 
o. digamos, al anillo Zs [X], de acuerdo a como se interpreten sus cooliciontes. 
Utilizando el algoritmo de división con resto, mostrar, que cu el primer caso 


(o, o, so divide por g (X), y que en el segundo, so divide, ¿Soría posible 
realizar la varianto opuesta? 

2. Demostrar, con ayuda del teorema 3, 
el grupo de todos los automorfismos del 
transformaciones X aX - b, donde a, b € F y a se 0. 

s Mostrar quo el polinomio / € F|X4. ... Xy] es una forma de grado 


A, si, ysl Nc ENE 

= imf (Xa, «a Xa), dondo 1 es una nueva vaclobie, 
4. Mostrar, que el número de distintos polinomioa de n variables indopen- 
diontes de potencia total m, es igual a ls il Ji (nilicación. Establo- 
cida la relación 


IUP), 


aplicar la inducción en m), 
Volviondo a las defin 


iones del punto 4, consideremos el conjunto 
4 (XII, de las así llamados sertes ezponenciales formales f (X) = J, uxi de 


, 130 
de la sucesión (ao, ay, ag, .. .) con 


de 4 [LXT] se efectúan de acuerdo a las mismas reglas que las operaciones cn 


polinomios: 
(Qux0)+(Du4x1)=Y (a-b) Xi, 
(Dax). (MJ ad a Y arty 
os 
139 
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trar, que on estas operaciones, 
es um anillo asne (t, 0,0, 

Como en la wrie expouenetal f = DaX? se incluyen potencias Xi tan 
candes como se quiorav de la variable X, entonces, en lugar de la potencia 
eg 7. que no tiene ahora sentido, es natural considerar el orden o (f) que es un 
número entero, igual al menor Índice w, para el cual a, e 0 (se supone también 
que o (U) == +00) 

Mostrar, que 

(Dot ¿min do Y), o) Gi) ed M4 oa: 

Si A es un anillo integro, entonces, w (fg) = @ (1) + eo (8). En particular, janto 
con A. el anillo A (LY también es íntegro 

Mostrar también, que A [X] es un subanillo en A [XN 

6. Los poliumuios y las series exponenciales se usan frecuentemento en 
calidad de funciones productoras de distintas magnitados numéricas. El son- 
tido de la operación con ollas lo explicaremos en dos ejemplos sencillos. 

m Establocer la relación 


AUD 


al (7) X = > Xw en ZIX] y de la 


descomposición evidente O f- XIM (1 -> Xim — (1 Xmen : 

H) Ballar ol námero 2, du tadus las disposiciones posibles del paréntesis 
en el productu de longitud » do Jos elementos de un conjunto con una operación 
binaria. Con este fm. vs cómodo intenducir la función productora, o soa, la sorie 
exponencial formal 

UX) ~ AR MA X3--2X94 
> 
es meron ya calentudus en el punto 3 del]g 4 del cap. 4. 
1 recurrente 


partiendo de la formola hin 


cuyos primeros cuece 

De la evidente relac 
nt 

in Y Ilna 


se desprende, que L(V 1(X)— X. Resolviendo esta ceuación cuadrada 


hallamos 


(el signo delante del radical está determinado por la condición 1, > 0). Voro, 
si la serie expowencial / (X) es tal, que 
f =A PAX, r CoN, entonces 


se JR 
$ 1 
100-143 MI (-9] or» 
has ima 
Gsdesarrllo en a serie de Taylora, que, por ahora, s puedo acoplar sin demostra- 
cion) En muestro oso y = 2, A = 4, y una Simple sustitución de la expre 
Sión fina 


Se propone llevar a cabo los cálculos intermedios. 
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ex de dos variables 
puto sle lus expre- 


7. El anillo A [[X, Y] de las series 
independientes (peto permutables entre sí 


siones > a¿X Yo. Comprobar, que 
120 330 


ponenciales (orina 
Y, Y. está con 


BAYII ~ AUX, Y] 


= Cll, 
constr 


cria 


u del anillo de 
de A implies 


donde B = A [[XU, € 
polinomios de muchas varia 
la integridad del anillo A 


$ 3. DESCOMPOSICIÓN EN EL ANILLO DE POLINOMIOS 


Propiedades clementales de divisibiliad. En distintos luga- 
TeS, comenzando desde el capítulo 1, tocamos las cuestiones de divis 
bilidad en el anillo Z de los números enteros, pero el lamado teo- 
sema fundamental de la aritmótica nos quedaba, ha ol momento, 
sin demostrar, Ahora ha Hogado el momento de no sólo llenar este 
huec: as las correspondiontes afir- 
maciones a una clase m; de anillos. En primer lugar, nos 
interesa el anillo de polinomios P [X] sobre el campo P. 

Comencemos con el anillo íntegro arbitrario K, Los elementos 
invertibles en K fueron denominados por nosotros divisores de la 
unidad. Frecuentemente, ellos Lambién se denomi elementos 
regulares, Es completamente evidente, que el polínowio f € A [X] 
es invertible (regular) con exactitud, cuan 0yf=f 
es un elemento invertible del anillo A, por cu 1=>degf+ 
+ deg g = deg 1 = 0. 

Se dice, que el elemento » E K es divisible por « € K (0 que b 
es múltiplo de a), si existo un elemento c € K tal. que b = ac (esto 
se donota a | b). Si a | b y b | a, entonces, a y b se laman elementos 
asociados. Entonces, b = ua, donde u |1. En virtud de la observa- 
ción hocha más arriba, la asociatividad de los polinomios f, g € 
€ A [X] significa, que ellos se diferencian solamente por el multi- 
plicador invertible de A. 

El elemento p € K se llama primo (o no descomponible,), si p 
no es invertible y no se puedo representar en la forma p = ab, donde 
a, b, son elementos invertibles. En el campo P, c: elemento no 
nulo es invertible y cu P no hay elementos primos. El elemento 
primo del anillo A [X] más frecuentemente se Hama polinomio irre- 
ducible. 

Hagamos notar las siguientes propiedades fumlamentales de 
la rolación de divisibilidad en el anillo íntegro A. 

1) Si a |b, bic, entonces, a | e. Efectivamente, lenomos b = 
=ab', e = be", donde Y”, e” E K. Por eso, e — iab’) e” = a (b'c). 

2) Si c |a y c|b, entonces, c | (a + b). Efectivamente, por la 
condición a = cu, cb” para algunos a, Y €K. y en vi 
de la distributividad de a + b = c la' + b’) 
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3) Si a[h. entonces, b|be. Es claro, que b=ab' => be = 
(ad) e — a ber 

Combinanilo 2) y 3) obtenemos 

4) Si cada uno de los elementos b. bes .. ., bm €K es divisible 
por a € K, entonces, también será divisible por a el elemento bc, + 
E baa — -l bm, londe cys Ca +. «+ Cms Son elementos arbi- 
trarios. M 

tos Se dice, que el anillo íntegro K es un anillo con 
descomposición univalente en factores primos (o que K es un anillo 
factorial, si cualquier elemento a Ù de K so puede representar 
en Ja forma 


a = UPP: - - - Prs (1) 


donde u es nn elemento invertible, y Py, Pes «+ ., Pr som elementos 
primos (no obligatoriamente distintos de dos en dos), además, de la 
existencia de otra descomposición semejante a = 09,93 - - . qu Se 
desprende, que r = s, y, para una debida numeración de los ele- 
montos p, y gy será 


Mi = tpi +e a Ge 5 Pr 


donde m, . ., t4, son elementos invertibles, 

Admitiendo on la igualdad (1) el valor r = 0, aceptamos que 
los elementos invertibles en Æ también se descomponen en factores 
primos. Es claro, que si p es primo y « es un elemento invertible, 
entonces, el elemento ap asociado a p. también es primo. En el 
anillo % con elementos ivvertibles 1 y —4, la relación del orden 
(a< b) da la posibilidad de separar el número primo positivo p, 
de los elementos primos posibles +p. En el anillo P [X] es cómodo 
considerar los polinomios irreducibles unitarios (=con coeficiente 
mayor unitario) 

Es legítimo el siguiente general 

rEouNa 1 Sra K un anillo integro cualquiera con descomposi- 
ción en factores primos. La unicocidad de la descomposición en K 
(factorizabilidad de K) tiene lugar si. y sólo si, cualquier elemento 
primo p € K, divisor del producto ab € K, dicide. por lo menos, a uno 
de los factores a, b. 

DEMOSTRACION Sea ab = pe. Si 


ala. b=110, e= hler 


som doscomposiciones de a, b, e en sus factores primos, y K es un 
anillo con descomposición wmivoca, entonces, de la igualdad 
Ta,M6, — plie, se deduce, que el elemento p es asociado con uno 
de los a, o de los bj, o sea, p divide a a o ab. 

AL contrario, establezeamos la nnivocidad de la descomposición 
en K, e pleb>pjia o p|b. Razonando por inducción, 
supongamos, que la descomposición de todos los elementos de K 
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con número <n de factores primos es única (por supuesto, con 

exactitud de hasta el orden de los factores y de la asociación de 

éstos). Demostremos ahora esto para cualquier elemento a + 0, que 

puede ser descompuesto en z + 1 factores primos. Precisamente, sean 
nti mts 


Uas f r 0) 


dos descomposiciones del olomento a con mn. La condi 
del teorema, aplicada a p = pa+ nos da, que p+, debe dividir 
a uno de los elementos 73, + . «+ fm+x- Sin limitación do generalidad 
(puesto que esto es cuestión de numeración) consideramos, que 
Pati [m+ Pero Fmt es un elemento primo, por eso, "m+1 = 
= UPn+1» donde u, es un elemento invertible. Apoyándose en la ley 
de simplificación en K (teorema 3 del $ 4 del cap. 4), de (2) obte- 
m 


a 


nemos Ja igualdad || p: = “ll rj. En el primer miembro hay un 
=i =t 


producto de n factores primos. Por suposición de la inducción m =n 
y ambas descomposiciones solamente se diferencian en el orden 
de los clomentos primos, provistos, probablemente. de algunos 
factores invertibles. 

En el anillo íntegro arbitrario K, el elemento a = 0, en general, 
no está obligado a permitir una descomposición del lipo (1). Lo 
que es más interesante, cs que se tieuen anillos íntegros, en los cuales 
la descomposición en factores primos aunque es posible, no es unívo- 
ca, o sea, la condición del teoroma 1, que parece trivial, no siempre 
se cumple. 


EJEMPLO. Examinomos el campo cuadrático imagivario Q (y =5)_(véaso 

el ejemplo en el punto 5 del $ 4), y, en él, el anilloíntogro K - fa 4- b V =51 o. 
bež). La norma N (a + b y —5) = a? + 5% do cada elevumto distinto de 
coro æ € K, es un número eutero positivo. Si æ es invertible en K, entonces 
N (a) = N (a €Z, de donde, N (a) sto solamente es posible para 
b= 0. a= ef, Do este modo, en X, al igual que en 5. solamente +1 son 
+4, entonces, Ñ (a) = 
n œ darlo, el número de 
lo, la descomposición en 


elementos invertibles. Si a = Qta ... a, #0. E 
= N (0) ..- N (æ). Como 1 < N (a) €M, para 
factoros r no puede crecer ilimitadamente. Dor lo ta 
factores primos en K es posible. 

Al mismo tiempo, el número 9 (y no solamente èli, permito dos desconi- 
iones en sus factores primos esencialmente distin 


9=3-3=(2 +1 0—V5 


pos 


La no asociatividad de los elementos 3 y 2 + Y Z5 es evidunte. Luego, N ($) 
N (2 & V Z5) = 9. Por cso, de la descomposición a -- cyte para 0 = 3 

62 + Y =5 con 0%, æ, invertibles, resultaria 9 = N (a) = N (2) N (0a). 0 soa, 

N (u) = 3, E= 1, 2, lo que es imposiblo, por cuanto la ecuación z 

= 3 con z, y € 7 no tieno solución. Con esto queda demostrado que los elenen- 

tos 3 y 2+ V —5 son primos. 


ep = 


200 NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS [cap 5 


El ejemplo examinado contiene en forma embrionaria un extenso circulo 
de cuestiones, que parcialmente hasta ahora no han sido resueltas, acerca de los 
campos cuadráticos ( (17%). El estudio de las mismas forma parte del cirenlo 
incumbeucias de la teoría algebraica de los números. 


Antes de establecer, con ayuda del teorema 1, la factorizabilidad 
de unos n otros anillos, introducimos conceptos auxiliares importan- 

. que poseen m interés independiente. 
2. Máximo común divisor (m. €. d.) y mínimo común múltiplo 
(me.m.) en los anillos, Sea Z un anillo integro. Nosotros entende- 
remos como maximo común divisor (m.c-d.) de dos elementos a, b € K, 
el elomento d € K. denotado con el símbolo m.c.d. (a, b) y poseedor 
de dos propiedade: 


G) dja, d|b; 

tii) e |a, e (b= c |d. 

Es claro, que junto con d las propiedades (i), (ii). las tiene cual- 
quier elemento asociado con él. Al contrario. si e y d son dos divisores 
máximos de los clementos a y b, entonces, tendremos e |d, d |c, 
así que e y dl son asociados. La designación m.c.d. (a, b) se refiero 
a cualquiera de ellos, o sea, en esta eseritura Jos elementos asociados 
no se destinguen. Teniendo en cuenta tal acnerdo, a las propiedades 
determinantes (i), Gi) del máximo común divisor se Jes agregan las 
siguientes: 

(iii) med (a, b) = a <= a |b; 

(iv) m.e.d, (a, D) = a; 

(v) m.c.d. (ta, th) == t m.c.d. (a, b): 

dvi) m.c.d. (m.e.d.(a, b), e) = m.c.d. (a, m.c.d. (b, c)). 
La comprobación de ellas no representa ninguna dificultad 
le deja al lector. La propiedad (vi) también permite extender ol 
concepto de m.c.d. para cualquier número finito de elementos. 

Por analogía con ol m.c.d. ía b), se introduce ol concepto dual 
de mínimo común múltiplo m = m.c.m. (a, b) de los elementos 
a, bE K, también definido con exactitud hasta la asociación, por 
dos propiedades: 

W) ajo hm 

(iN ale, bleo=>m]e 
En particular, haciendo e = ab, obtenemos, que m | ab. 

TEOREMA 2. Sea, que para los elementos a, b del anillo integro K 
existen med. ta, b) y m.com. ((a, b). Entonces: 

a) mem. ta, b) -0<=a=060b=0, 

b) a, b0, m = m.c.m. (a, bjab = dm= d = m.c.d. (a. b). 

Demostracion. La afirmación a) se desprende inmediatamente 
de la definición de m.c.m. (a, b). Para la demostración de b) nos 
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es necesario convencernos, de que el elemento +/, definido por la 
igualdad ab = dm, posee las propiedades (i), (ii). Efectivamente, 
(1) m = a'a, m = db. En es. ab — dm -da'a, de donde, 
luego de simplificar por a, lo que es permisible en cualquier anillo 
íntegro, tenemos b ~ da”, o sea d |b. Análogamente, ab - dm = 
— dbb = a ~ db”, o sea, d | a. JJemos llegado a (1). 

Luego, sean, a — ja". b — fb". Hagamos e - ja"h". Entonces, 
ab” = ba”, es múltiplo común de a y b. Do acuerdo con la 
propiedad (1i'), e == c'm para cierto ¢ € K, de donde, fem fe 
ĉa"b" = ab = dm, o sea, d -= fe' y f | d. Memos egado a (i1). Y 
De Jas propiedados (i), (ii), (1), (ii^) o del teorema 2, no se puode 
extraer ni el método de cáleulo, ni la demostración de Ja existencia 
del m.c.d. (a, b) y del m.c.m. (a, b). Por el teorema 2b) solamente 
se establoce la relación entro ellos, 

Supongamos ahora por un tiempo, quo K es un anillo factorial. 
Dosignemos por medio de P el conjunto de elementos primos en 
K tal, que cualquier elemento primo de K está asociado con un, 
y sólo con un, elemento de $. Examinando las descomposiciones do 
dos elementos a. b € K, es cómodo considerar, que en ellas hay igual 
cantidad de elementos de $, pero algunos, posiblemente, con indi- 
cadores nulos, o sea, 


e 


a= upph... pre b= v.. ph 13) 
uli vli: k>0,14>0 PEI 


Con ayuda del teorema 1 se obtiene el fácilmente momorizable 

INDICIO DE DIVISIBILIDAD. Sean, a, b, elementos del anillo 
factorial K, escritos en la forma (3). Son legitimas las afirmaciones: 

1) a | b si, y sólo si, ki £ h, è= 1, 2.015 

a mcd. (a, b) — pp pt, donde sí min {kn L}, i 
l Deg 
3) m.c.m. (a, b) = pt... pi, donde t; = måx {kn L} 1 = 
PE RT S 
De este modo, en calidad do s; hay que tomar ol menor de los 
dos indicadores k;, l, y en calidad de £,, al máximo. En particular, 
los elementos a, b € K son primos entre sí, o sea, med. (a, b) — 1, 
exactamente cuando los factores primos que forman parte de la 
descomposición de uno do los elementos no figuran en la doscomposi- 
ción del otro, El defecto de este indicio de divisibilidad consiste, 
desde luego, en que en la práctica es muy difícil obtener una descone 
posición del tipo (3). Aun en el caso en que X = “^ (con esto no se 
anticipa la factorizabitidad de Z) hay que conformarse con pequeñas 
variaciones del método de elección directa, de Jos números primos, 
menores del número dado n. Es tanto más agradable, que en los 
anillos factoriales, acerca de los cuales se hablará más abajo, existe 
una forma efectiva de cálculo del m.c.d. (a. b) y del m.c.m. ía, b). 


ESA 
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3. torizabilidad de los anillos euclídeos. En algoritmo de la 
división con resto en Z y P (X) (véanse el punto 3 del $ 8 del cap. 1 
y el punto 3 del $ 2) bace natural el examon del anillo íntegro K, 
en el cual a cada elemento a 540 se le pone en correspondencia cl 
número entero no negativo 

ô (a), o sea, so define Ja aplicación 


ê: KN (0) = K* >N U (0), 
de tal modo, que con esto se cumplen Jas condiciones: 
(El) 5 (abi > 6 (ad para todos los a, b + 0 de K; 


(E2) Cualesquiera que sean a, LE K, b + 0, se hallarán q, r € K 
(q es «cociente», r es arestos), para los cuales 


u= rm SLS o 0 0) 


El anillo íntegro K que tione estas propiedades se llama anillo 
euclideo. Haciendo 8 (a) = | a | para a €Z y ô(a) = deg a para 
a =a (X) €P ÍX), llegamos a Ja conclusión, de que Z y P [X] 
son anillos cuclídeos. 

En los anillos euclídeos existe un procedimiento de determinación 
m.c.d. (a, b) llamado algoritmo de división sucesiva o algoritmo de 
Euclides y que consiste en lo siguiente. Sean dados los elementos no 
nulos a, b del anillo cuclídeo K. Aplicando un número suficiente- 
mente grande (pero finito) de veces la prescripción (E2), obtendromos 
un sistema de igualdades del tipo (4) con el último resto nulo: 


a 
1 


mb +r $ (r) < 5 (b) 

b = Qr, + Ta S lra < 8 (r), 

Fi — Maa + Pas 6a) < S (ra), 
o A R a E E Aa (5) 

Pia = ia m ie AA < S (ds 

Pra = Isaias ata =O 


Esto es efectivamente así, por cuanto la cadena rigurosamente descre- 
ciente de los números enteros no negativos $ (b) > ô (r) > ô (1) > 
>... debe cortarse, y el corte puede suceder sólo a cuenta de que 
uno de los restos se reduzca a cero. 

Se afirma, que el último resto distinto de cero r, es precisamente 
el máximo común divisor de los elementos a y b, en el sentido de la 
definición dada el punto 2. En realidad, por condición ry | rh- 
Avanzando en el sistema (5) de abajo hacía arriba y utilizando la pro- 
piedad 4) de Ja relación de divisibilidad, formulada en el punto 1, 
obtendremos la cadena rg | Pues Pa | Fher +- + Pa Iras Ta Ira yo fi- 
nalmente, r, | b. r | a. Por consiguiente, ra es un divisor común 
de los elementos a y b. Al contrario, sea e cualquier otro divisor 
de los mismos elementos. Entonces e |ru y. avanzando ahora en 
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cl sistema (5) de arriba hacia abajo, vbtemdremos la cadena de rela- 
ciones de divisibilidad e | rs, e Pro .-.. e | re. La última de ellas 
nos convence definitivamente, de que el m.ed. (a. b) existe. al 
mismo tiompo tiene lugar la igualdad 


m.c.d. (a, b). (6) 


Prestemos luego atención al hecho de que cada resto r; en el 
sistema (5) se expresa en forma de combinación lineal con coeficien- 
tes en X de los dos restos precedentes ri, y fs. Con esto, r, se 
expresa por medio de a y de b: r =a- -pb, y 1, se expresa por 
medio de b y r}. con lo que resulta de nuevo una combinación lineal 
do a y b. La sustitución consecutiva en r; de las expresiones de ri, 
y "ig por medio de a y b nos da, para i = k, la expresión 

Tn = au + be (7) 
con algunos elementos u, o € K. 

Confrontando (6) y (7) y tomando en consideración el teorema 
2h), obtenemos la siguiente afirmación. 

TEOREMA 3. En el anillo euclideo K cualesquiera dos elementos 
a, b tienen máximo común divisor y mínimo comün múltiplo, Con 
ayuda del algoritmo de Euclides se pueden hallar tales u, v€ K, que 
se cumplirá la relación 

m.c.d. (a, Y) = au + bo, 
En particular, los elementos a, b € K son primos entre si si, y sólo 
si, cristen dos elementos u, v € K, para los cuales 


au + bw=1. R 


coronario. Sean a, b, c, elementos del anillo euclideo A 

(i) Si el med. (a, b) —4 y el m.c.d. ia, 0) > 1, entonces, 
el med. (a, be) = 1. 

(ii) Si a | be y ol m.e.d. (a, b) = 4, entonces. a | c. 

(üi) Si b |a, c | a y el m.c.d. (b, c) = 4, entonces, be | a. 

DEMOSTRACION. (i) De acuerdo al teorema 3, tenemos las igual- 
dades «4 + bo, = 1, aug -> 0 1. Multiplicando ambas igual- 
dados miembro a miembro, obtenemos a (au, Ue |- busy +- ettwa -+H 
de (vits) = 1, que da la necesaria afirmación. 

(ii) Tenemos au + bo = 1, de donde, ac-u i (be) v = c. Pero 
be = aw, por eso, c = a (cu -+ wt), o sea. a |e. 
i) De acuerdo con la propiedad (ii”) del m.c.m., 

ù |a, c |=> mem, (b, c) |a => de | a, 

por cuanto be = m.c.d. (b, c) por condición el m.e. 
m.c.d. (b, c) son iguales a la unidad. E 

El lector fácilmente hará extensiva la afirmación del teorema 3 
para el caso de un número arbitrario finito de elementos del anillo 
euclídeo. 


Th 


m. (b, e) y el 
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Como paso inmediato para el establecimiento de la factorizabil 
dad del anillo cuelídeo, sirve el 

Lema. odo anillo eculídeo K es un anillo con descomposición 
lo sea, cualquier elemento a 2 0 de K se escribe en la forma dy). 

Demosu wios Sea que ol elemento «€ K posce un divisor 
propio b: v = be, donde b y e son elementos no invertibles (en otras 
palabras, a y 6 no son asociados). Domostremos, que 8 (b) < 5 (a) 

Etectivamente, de acuerdo con (E1), tenemos inmediatamente 


Sb) 8 (he) S (a). Suponiendo el cumplimiento de la igualdas 
5:b) = 61a). aprovechamos la condición (B2) y hallamos q, r 
con b=- qu ir. donde $4) < (a) o r=0. El caso de r= 0, 


cac en virtud de la no asciatividad de æ y b. Por la misma razón 
1 — qe 1, Por consiguiente, nuevamente según (12) (con lo susti- 
tución de a por b), tenemos que 

Sto) 510): (b (1 — ye)) ~= & ib — ga) = ô (r) < ô (a) 
es una contradicción. Y bien, $ (6) < (a). 

Si ahora a asta. - u, donde todos los a; son invortibles, 


Ontonces, Um. jimte.. Un 05 divisor propio dO dmam+y -+ + Gns 
y, por lo demostrado, 


sí1—8(00...4)>5(%4...4)>.-->6(0)>6 (1). 


ta cadena rigurosamente decreciente de números enteros no nega- 
tivos tjene una longitud de z< ô (a). En consecuencia, se Licne la 
descomposición máxima de a en sus factores primos, B 

vuonima + Lodo anillo euclideo K es factorial (= K posee la 
propiedad de descomposición univoca en sus factores primos). 

pemosrracion. Teniendo en cuenta el lema y el criterio do 
factorizabilidad, contenido en el teorema 1, nos queda por mostrar, 
que si p es un elemento primo del anillo A, divisor del producto 
he de algunos elomentos b, e € K, entonces, p divide bien a b, bien a c. 

Efectivamente, cuando b = Ôo c — O no hay nada que demostrar. 
Y si be=é0 yd = med. (b. p), outonces, d al ser divisor del ele- 
mento primo p, bien es igual a £ (más exactamonte, es divisor de 1), 
bien es asociado con p. En el primer caso 6 y p resultan primos entre 
sí, y la afirmación tii} del corolario del teorema 3 permite concluir, 
que p | e. Enelsegundo caso d = up, u | 1 y, en consecuencia, p | b B 

cororaxro Los anillos 3 y P |X) son factoriales (P es un campo 
arbitrario) 

La fuctorizabilidad del anillo de polinomios P [X;, .... Xal, 
n >], que ya no es vuclídeo, se establece en el cap. 9. Alli también 
se ponon ejemplos complementarios de anillos euclídeos. 

4. Polinomios irreducibles. Especializando la definición dada 
antes de elemento primo, subrayamos una vez más, que el polino- 
mio f «de grado no nulo del anillo P [X], se llama irreductible en 
P Lal (o irreducible sobre el campo P), si él no es divisible por nin- 
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gún polinomio y € P LX], en el que O < deg g < deg /. En parti- 
cular, todo polinomio de primer grado es irreducible. Es Lola jmente 
evidente, que la irreducibilidad dei polinomio de orden > 1 o su 
descomposición en factores irreducibles, son conceptos íntimamente 
ligados con el campo básico P, como lo muestra el polinomio ya 
conocido por nosotros de la construcción de números complejo 

X? -1 = (X + 0) (X — i). El polinomio Xi -+ 4 es reducible sobre 
Q, aunque esto no es Fácil de adivina 


Xt 4 = (X°? —2X 4 2) (X? + 2X | 2 


Ambos multiplicadores del segundo miembro son irredueibles no 
sólo sobre Q, sino que también sobre R, siendo reducibles, sin em- 
hargo, sobre C. 

Tanto los números primos en Z (véase el $ 8 del cap. 4), como 
los polinomios irreducibles unitarios (o soa, con cocficientes mayores 
1) sobre el campo arbitrario P, son infinitamente muchos, 

En el caso de un campo P infinito esto es claro; ox suficiente con- 
siderar los polinomios irreducibles del tipo X —r, r € P. 

Pero si el campo P os finito, entonces sirve el razonamiento de 
Euclides. Precisamente, sea que ya fueron hallados » polinomios 
irreducibles py, Pa: El polinomio f = pps... pa l-1 tiene 
por lo menos un divisor unitario primo, por cuento dog f> n. 
Dosignemos al mismo por medio de payı- El es distinto de pj. ... 
«+ «y Pas por cuanto, de puti = ps para cierto sE n, so dorivaría 
que pel YU —P1 ++.» Pas © Sea, ps |1. 

Como los polinomios de un grado dado sobre un campo finito, 
son un número finito entonces, se puede hacer la signiente concIn- 
sión útil. 

Sobre cualquier campo finito existen polinomios irreducibles de 
grados tan grandes como se quiera. 

Esta afirmación de carácter cual 
cap. 9. 

Los polinomios irreducibles sobre el campo Q jnegan un papel 
especial en la teoría de los campos de números algebraicos, Como, al 
multiplicar por el número natural conveniente, siempre se puede pa- 
sar de un polinomio de Q [X] a un polinomio de 7. 1X], es natural 
procisar primeramente la vinculación entre las propiedades de roduc- 
ción sobre Q y sobre Z. Teniendo en cuenta otras aplicaciones, de- 
mostraremos una afirmación general sobre los polinomios sobre el 
anillo factorial K. Llamemos contenido del polinomio f = ap + 
+mxX +... + ad,X" € KIX], al máximo común divisor d = 
= d (f) de todos sus coclicientes. Hasta ahora, hablábamos de 
m.c.d. (a, b) de dos elementos, pero las propiedades (i) — (vi) dol 
m.c.d. permiten sin esfuerzo hacer extensivo este concepto a cual- 
quier número finito de elementos de un ainilo íntegro. Sid (f) es un 


ativo se hará más precisa en ol 
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elemento invertible en K, entonces, el polinomio f se llama pri- 
mitivo. 
LEMA DE GAtss Sean, K, un anillo factorial, y f, g € K IXI. 


Entonces, 
a (jg) = a (f)-d (8). 
En particular, el producto de dos polinomios primitivos de nuevo re- 
sultará un primitivo (aquí y en lo sucesivo la igualdada se entiende con 
exactitud hasta la asociatividad). 
pemostracioy. Comencemos por la última afirmación. Scan 

I-0+4X +... +aX” 

g = bot bX +.. a H bmX™ 
polinomios primitivos de K [X], el producto jg de los cuales, no es 
primitivo te, por consiguiente, un elemento primo p € K, que 
divide a d (jg). Elijamos los menores índices s, t, para los cuales 
p Ì as pì bi Tales índices existen en virtud de que f y g son primi- 
tivos, EJ coeficiente de X*+ en fg será 


Cate = asly + (Arpa + odia) + (asibiti H ama Dia 


Como as; y bii para ¿>0 se dividen por p por condición y 
p | C,+1 por suposición, entonces, tenemos la relación 
pu = at; + pv, 

de la cual se sigue, que p | asb; En virtud de Ja factorizabilidad de 
K tenemos p | a, o p | b¿, lo que os una contradicción, que demuestra 
nuestra afirmación. 

Pasando al caso general, escribiremos los polinomios arbitrarios 
f, g € K [X] en la forma 


=à (Aio g= d (8) £o 

donde fo, Zo, son polinomios primitivos. Como fg = d (f) d (8) foga 
y, do acuerdo con lo demostrado, d (fage) œ 1, entonces, pues, 
d Ue) ~ 1l (H à (e). 

corotakto. Æl polinomio f €D [X], irreducible sobre Z, sigue 
siendo también irreducible sobre Q (deg f > 0). 

DEMOSTRACION. De acuerdo con el corolario del teorema 4, Z es 
un anillo factorial, por eso, el lema de Gauss es aplicable a Z [X]. 
Supongamos, que f = gh, donde f € Z [X], y g, k € Z [X]. Multipli- 
cando ambos miembros de esta igualdad por el mínimo común múl- 
tiplo de los denominadores de todos los coeficientes de g y de h, 
la escribimos de muevo en la forma af = bggħs, donde a, DE Z y 
Eor ho, son polinomios primitivos sobre Z. Según el lema de Gauss 
ad (f) = b (es este caso sin limitación de la generalidad la asociati- 
vidad so sustituye por la igualdad), así que se obtiene la descomposi- 
ción f = d (f). Zhe sobre Z. Queda por recordar la irreducibilidad 
defenZ (XI E 


) 
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CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD (de Fizenshtein). Sea 
Í (X) = X*+ aX... pa X + an EF IX) 


un polinomio unitario sobre Z, cuyos coeficientes ay, .. ., u, son di- 
visibles por cierto número primo p, pero a, no es divisible por p?. Enton- 
ces, f (X) es irreducible sobre Q. 

Efectivamente, presuponiendo lo contrario y utilizando el coro- 
lario del lema de Gauss, escribimos f en forma de producto de dos 
polinomios unitarios sobre Z: 


TA) = (Rd AX eds 
st>0, 

esta descomposición también se conserva en el anillo cociento 
Z [X] (p) = Zp [X], cuyos elementos se obtienen do los polinomios 
enteros, tomando sus coeficientes por módulo p. Por condición 
a = Ü, donde 2; es una clase de restos por módulo p, correspondien- 
tes al número entero a. Pero el anillo Zp |X] es factorial (corolario 
del teorema 4). Comparando dos descomposiciones: 
XXt = A ES n shta 
inevitablemente llegamos a la conclusión, de que b; = Ô = ĉj, o 
sea. que todos los coeficientes b; cj, se dividen por p, En este caso, 
An = bc; divisible por pè es una contradicción, que estableco la 
legitimidad del criterio de Eizenshtein. $ 

OBSERVACION. El criterio opera también en el caso en que el 
coeficiente superior ay es distinto de 1, pero no se divide por p. 


EJEMPLO. El polinomio : (X) = X»- + XP- 4 
cible sobre Q para cualquier p primo 

Es suficiente observar, que la cuestión de la jrreducibilidad de / (X) es 
equivalente a la cuestión do la irreducibilidad del polinomio 


AREA o {P 0 az > 
A OS H(p2,) x+(p21)+ 
cuyos coeficientes, a excepción del mayor, son divisibles por p a la potencia 
ino (propiedad de los coeficientes binomiales, mencionada en el ejercicio 8 
del $ 4 del cap. 4) y a cual, en consecuencia, lo es aplicable el criterio de Eien- 
ehtein. y 


et Xohi es trredu- 


EJERCICIOS 

1. Mostrar, que 

nZ + mZ = Z-m.c.d. (n, m). 
n7 N mZ = Z-m.c.m. (1, m). 

2. Sean f, g, polinomios unitarios de Z [X]. Mostrar, que en la expresión 
m.c.d. (f, g) = fu + go, con u, v, E Z EX] se puedo considerar dog u < dog g, 
deg v < deg f. 

3. ¿Son o no factoriales los anillos Z [V =3) y Za IX}? 
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4. Descompouer on factores irreducibles en 2 1X] los polinomios X” — 1 
para 5< n < 12. 
Demostrar. que los factores irreducibles del polinomio homogéneo 


IXY) = Xn Y H. ona H XV M4 ap Y EQ IX, Y] 
sou homogéneos y que / (X, Y) es irreducible si, y sólo si, es irreducible el poli- 
nomio f(X, 1) = aX" Ea XA. aX + an EQ IX]. 
6. Sean, P un campo y f (X) = Di, X mua serie exponencial formal on 


iza 
P ALX) (véase el ejorcacio 5 dol $ 2). La enadición ay # 0, o, lo que es equiva- 
lonte, w (4) == 0, es nosesaria y suficiente para la existencia de la serie exponen- 
cial 00€ P HXI, de f: fg = 1. Por ejemplo, (L — X)A= Y) X‘. 


150, 
Con exactitud h: la asociatividad, X es ol único elemento primo en P [X]. 
El anillo P IIX]] es factorial. damentar estas afirmaciones. 


7. Mostrar, que el del (2) Y) Patata -++ Zatmdon 63 un plinomio 


En, 
homogénea irveducible de grado n de n? variables independientes zyj. (Indica- 
ción. Razonando a la inversa, suponer que det (eij) = gi (s. s Zig ++) X 
X gel- sayo -- -À Como dot (zy) es un polinomio lineal homogéneo do 
variables que so encuontran en una colwnna dada, entonces, uno de los factores 
Ku Kgs 03 polinomio lineal homogéneo de zij, 1 < £< n, para } dado, al mismo 
iiompo que al otro factor no depende en absoluto de zij, 1 © / < n. Razonn- 
mientas análogos s efectian al reemplazar las columnas por filas. Sea, diga- 
mos, que sy pertenece a gy. Entonces, gy no contiene a zij, 1</<n, de 
gonde se dude. que ge no contiono u zig. 1 < f f Ç m, © Sa, que g os una 
constante). 
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1. Construcción del campo de relaciones de un anillo íntegro. 
En los dos parágrafos precedentes fueron ostablecidas muchas pro- 
piedades, comunes para Z y P [X]. Nuestra finalidad inmediata, es 
incluir P [X] en un campo, además, csto se debe hacer de la manera, 
más económica, para la cual puede servir de modelo la inclusión de 
Zon Q. Do hecho, no es en nada más difícil resolvor el mismo pro- 
blema para nn anillo integro arbitrario A. 

Examinemos el conjunto A X A* (A* -= A N (0)) de todos Jos 
pares (a, b) de elementos a, b € A con b æ 0. Este conjunto lo divi- 
dimos en clases, haciendo pares (a, b) y (c, d) pertenecientes a una 
misma clase, solamente como ad = bc; en la escritura: (a, b)= 
~ (e, d). Es claro, que siempre (a, b)~ (a, b). Luego, (a, b) ~ 
~ (c, d) => ic. d)~ la, b) y. finalmente, (a, b)= (c, d), (e, d) ~ 
~ (e, A <> la, h)= te, f). Efictivamente, tienen Jugar las igualda- 
des ad = be, ej = de, de donde adf = bef = bde, o sea d (af — be) = 
= 0. Pero d Æ 0, y en virtud de la integridad del anillo A obtenemos 
af = be, lo que significa (a, b)~ (e, f). Y bien, Ja relación ~ es 
reflexiva, simétrica y transitiva, o sea (véase el $ 6 del cap. 1), 
es una relación de equivalencia en el conjunto A X A* y, en con- 
secuencia, determina la división de A xX A* en clases disjuntas. 
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Sen Q (A) el conjunto de todas las clases de equi 
que es lo mismo, Q (4) os el conjunto cociente A x A*/= del con- 
junto A x A* por relación de equivalencia ~. Designaremos con 
el símbolo la, b] la clase, en la cual se encuentra el par ordenado 
(a, b). Por definición 

la, bl = le, dl = ad = be, () 

Si en el conjunto A X A* se plantean las operaciones de suma y 
mutiplicación por medio de las fórmulas 
(a, b)+ (c, d) = (ad + be, bd): (a, b) (e, d) = (ac, bd) 

(y`esto es posible, por cuanto en A de b > 0, d + 0, se signe bd + 0), 
entonces, estas operaciones binarias pueden trasladarse a Q (4) 
Efectivamente, debemos mostrar, que 
(a, b) (e, d) ~ (a', 0) l-le, d), 
(a, b)-(c, d) ~ (a', bc, d), 
Lo mismo se expresa por medio de las rolaciones 
(ad + be) b’d = (a'd + b'c) bd, 

ac-b'd = a'c» bd, 
Ja veracidad de las cuales se desprende directamente de la condición 
a'b = ab', Un resultado análogo obtendremos, suststuyendo (c, d) 
por (c', d’), donde cd” = cd. Llegamos a la conclusión de que en 
Q (A) las operaciones de suma y multiplicación, que no dependen 
de la elección de los representantes on las clases de equivalencia, 
serán 
la, b} + lc, dì = lad | be, bal; la, bl lc, dí = lac, bd). 2) 
Aquí hubiese sido necesario escribir la, b} @ le, dl y la, b] O le, dl, 
pero, sin pérdida de claridad, $ y © ban sido reemplazados por los 
signos comunes de suma y multiplicación. 

Convenzámonos ahora. ae que Q (4), examinado junto con las 
operaciones de (2), os un campo. Efectivamente, por ejemplo, de las 
relaciones 

la, bl + (le, d] + le. f = la, bl + lef + de, df) = 
lad + def + bde, bdfl, 
ad + be, bdl + le, fl = 
= ladf + bef + bde, bafl 
e deduce la ley de asociatividad para la operación de suma, La 
asociatividad de la multiplicación es evidente. Luego, las rolaciones 
lla, bl > [e, dl)-fe, 11 = lade + bee, bdfl, 
la, bife, fl + le, dl le, 1 = adef - beej, bfd]) = 
= [(ade + bce) j, (baf) fl 


(a, Y) (0, >| 


(la, b) + le, dl) Te, A 
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y las condiciones (1) de igualdad de las clases de equivalencia mues- 
tran, quo se cumple la ley de distributividad. Con la misma facili- 
dad se comprueba la conmutatividad de Jas operaciones de suma y 
multiplicación. Para la suma, el cero es [0, 11 (10, 4] + la, òl = 
= la, bl), y la unidad para la multiplicación es [1, 1]. Luego, 
fa, b) =I—a, bl, por cuanto, la, bl + [—a, bl = [0, b°] = 
= [0, 11. Todo esto, tomado conjuntamente, significa que Q (4) 
es un anillo conmutativo con unidad. Si fa, b] 410, 11, entonces, 
a0 en A, por consiguiente, (b, a] € Q (A) y la, b] lb, al = 
= [1, 1], así que de multiplicativo inverso de la, b) + [0, 1) 
sirve [b, al. Así pues, se ha mostrado que Q (4) os un campo. 

La comparación a+» la, 1] define Ja aplicación inyectiva f: 
A >0(4), que de hecho es un (mono) morfismo de Jos anillos 
(f la + b) = f la) 4-10), (ab) = f (a) f (b); aL b= f (a) 7 10))- 
Para cualquier elemento x = la, b} € Q (A), tenemos 

lb, 1] z = la, íl, 

así que z es la crelación» f (a)/f (b) de los elementos de j (4). Por 
esta causa, Q (4) se llama campo de relaciones del anillo A. 

Es cómodo identificar a cada elemento a € A con su imagen 
1 (a) = ta, 4] € 0 (A), o sea, sustituir A por f (4). Se puede proce- 
der de un modo un poco distinto: sustituir cada uno de los elementos 
la, 11 € Q (A) por los a € A, sin cambiar todos los restantes elemen- 
tos del campo Q (A), y realizar los cambios correspondientes en las 
fórmulas (2). Precisamente, corresponde hacer 

a + lb, cl = lac + b, cl; a[b, c] = lab, cl. 

En consecuencia, el anillo íntegro A, desde un principio resultará 
ser un subanillo de un campo isomorfo a Q (4) y expresado habitual- 
mento con el mismo símbolo Q (4). Luego de tal identificación, es 
razonable llamar a los elementos fa, b] fracciones, y escribirlos bre- 
vemente y en la forma acostumbrada 


la, =F. 


Las reglas de operaciones con las clases la, b], introducidas más 
arriba, repiten, «do lo que no es difícil darse cuenta, las reglas de 
operaciones con fracciones en un campo (véase (10) en el punto 5 
del $ 4 del cap. 4). Ha sido demostrado por nosotros el 

weonwma t Para cada anillo íntegro A existe un campo de relacio- 
nes (o un campo de cocientes, campo de fracciones) Q (A), cuyos ele- 
mentos tienen la forma alb, a€ A, OH DEA. Las operaciones con 
fracciones se someten a las reglas (1), (2), donde corresponde hacer 
la, bl = ab. Y 

La construcción de los campos de relaciones se usa en las matemá- 
ticas con suficiente frecuencia. Su naturalidad se justifica, aunque 
más no sea, porque el campo Q. no es otra cosa más que un campo de 
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relaciones Q (Z) dol anillo Z. Es fácil ver (Icompruebe esto!), que 
Q (4) = A, si A es un campo. 

OBSEVACION. Se puede demostrar, que si el anillo íntegro A es un 
subanillo en P, en el cual cada elemento x se escribe en forma de 
relación a/b de los elementos a€ A, O%bE€ A, entonces, P & 
= Q (A). Por ejemplo, Q (1d) = Q (ZIV d)). 

2. Campo de fracciones racionales. Sean P un campo, y P [X] 
el anillo de polinomios sobre P. EL campo de relaciones Q (P [X]) 
del anillo P [X] se denota con el símbolo P (X) (reemplazando los 
corchetes por paréntisis) y se llama campo de fracciones racionales de 
la variable X con coeficientes en P. 

Cabe hacer notar, que el campo de fracciones racionales P (X) 
siempre contiene un número infinito de elementos, y que su caracte- 
rística siempre coincide con la del campo P. El campo F, (X) brinda 
un ejemplo de campo infinito de característica p > 0. 

Cada fracción racional del campo P (X) se escribe (además, de 


distintas maneras) en forma de f/g (oÉ, si no se tiende a una econo- 


mía de papel), donde f, g, son polinomios del anillo P |X], g + 0. 
Por definición, f/g = f/g, <> fg, = fig. Es corriente llamar a f 
numerador, y a g denominador de la fracción f/g. La fracción no varía, 
si su denominador y numerador se multiplican por un mismo poli- 
nomio no nulo, o se simplifican por cualquier factor común. En 
particular, el número entero (positivo o negativo) deg / — deg g, 
no depende de la representación de Ja fracción racional no nula en 
forma de relación (de cociente) f.g de dos polinomios. Este número se 
Mama grado de la fracción. Una fracción racional de la variable X 
se llama irreducible, si su numerador y su denominador son primos 
entre sí. Con exactitud hasta un factor de P, común para el numerador 
y el denominador, cualquier fracción racional //g se determina uní- 
vocamente por medio de cierta fracción irreducible. En efecto, la 
división de f y g por el m.c.d. (f, g), conduce a una fracción írredu- 
cible, y la igualdad f/g = fig, de dos fracciones irreducibles, expre- 
sada en la forma fg, = fig da f = cf, c € P, g = cg, (utilizar el 
corolario del teorema 4 del § 3). 

Si deg (f/g) = deg f — deg g < 0, entonces, la fracción (irre- 
ducible) f/g se llama propia (el polinomio nulo se incorpora a las 
fracciones propias, por cuanto hemos convenido en considerar 
dog 0 = —o). 

TEOREMA 2 Cada fracción racional de P (X) es univocamente 
ezpresable en forma de la suma de un polinomio y de una fracción 

ropia. 
P mostracion. — El algoritmo de la división con resto, aplicado 
al numerador y al denominador de la fracción f/g, da la igualdad 
1 = qg + r, donde degr < deg g. Ahora, f/g = q + rig os la escri- 
tura buscada, la comparación de la cual con cualquier otra expresión 
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dol mismo tipo fig = 7 + T/E (9, 7, E € P [X], deg 7 < deg g) con- 
duce a la relación 


g—4=rig—rig=(rg—Te) g8. 
Dado que q --3 € PIX], y 
deg (rg —7e)/g8) = deg (Fg —Tg) — dog g — deg g <0, 


entonces, esto es posible sólo en el caso en que g — g = 0 y rig = 
= rig. 

3. Fracciones elementales. La fracción racional propia f/g € 
€ P (X) se lama elemental, si g = p", n>1, donde p = p (X) es 
un polinomio irreducible, y, además, deg f < deg p- 

EL teorema fundamental sobre las fracciones racionales, es el 

MLOREMA 3 Cada fracción racional propia puede ser descom- 
puesta, y, además, de la única manera, en una suma de fracciones 
elementales. 

Demostracion — sta se divide en dos partes: la existencia de la 
descomposición, y su unicidad. 

1. Sea f/g € P (X) la fracción racional propia dada, en la que, 
sin limitación de generalidad, el polinomio g se puede considerar 
unitario, Supongamos que g= 8,8. os el producto de dos polinomios 
unitarios primos entre sí. De acuerdo con los resultados del $ 3 
tiene lugar la relación 


1 = Ug, + Uso 


con algunos uy, Us € P [X]. Multiplicando ambos miembros po fa 
obtendremos 
f = fug + fla 


Si fur = qUe > Uy, dog v, <Mdeg ga, entonces, 
f = 018: + Vagn (8) 


donde v, — qg -H fus- Como deg va < deg ga, y deg j < deg g, en 
virtud de la condición de fracción propia, entonces, (3) puede cum- 
plirse solamente cuando deg v, < deg f- 

Dividiondo ambos miembros de la relación (3) por g1£2, obten- 
dremos ja descomposición de la fracción f/g en la suma de dos frac- 
ciones 


te = Wg + 


ambas fracciones en el segundo miembro, son propias. Si en 
cualquiera do estas fracciones el denominador g; es nuevamente el 
producto de dos polinomios primos entre sí, entonces, con respecto 
a esta fracción se pueden aplicar los razonamientos precedentes y 


obtener para olla una descomposición del mismo tipo. Operando de 
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este modo, llegamos en resumidas cuentas a la suma 


(4 


m.c.d. (a, pi) = 1, deg a; < ni deg pi, donde Jos denominadores 
son las potencias př? do los polinomios unitarios irredncibles p;, 
pertenecientes a la descomposición g: 


(5) 


g= prp} 
(Pi p; para izj) o e 
Expongamos la fracción propia a/p" a una desintegración poste- 
rior. Como, por condición, deg a < n deg p, entonces, el algoritmo 
de división con resto nos lleva al sistema de igualdades 
a= api + ry 
Ti = pP"? + ra 
Taoa = Ga-aP + Pn-y 
Tn = Qn> 
donde deg q; < deg p para todos los cocientes gy, .... q. Obsor= 
vamos, que 


A n H GaaP H gas 
de donde 


A EE La 
Pp pd oe paa 


Como deg q: < deg p, entonces, las fracciones q;/p* son elementales. 
II. Pasando a Ja cuestión de la unicidad de la descomposición, 
supongamos, que, exceplo la representación obtenida por nosotros, 


m De. 
L-I (3%), dega, < deg p, (6) 
+ 2 (24) u 


de la fracción propia //g, en forma de la suma de fracciones elemen- 
tales, se tiene otra descomposición más 


y E 
j 
—2(27) 
hmt imi A 
en la cual, posiblemente, se encuentran los sumandos by “gh con divi- 


sores gi, que no figuran en (6). Agregando, si os necesario, en ambas 
expresiones de f/g sumandos con mumeradores aj, y ba, nulos, y 
restando luego una expresión de la otra y reduciendo los términos 


214 NUMKROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS [CAP 5 


semejantes (con denominadores iguales), llegaremos a la identidad 
mo N j 
Y (Y 434) =0. (7) 
il 2 Pi ) 

Aquí M< m~ p y para ¿> m, como pi se toman algunos gr, Y 

N, están elegidos de tal modo, que 


ai, yi — bi, v 0. (8) 


M 

Multiplicando la identidad (7) por [] p?, obtendremos la identi- 
pas 

dad polinomial 


M 
(ar, m — bs, mi) [) prè + pu = 0. 
122 


La forma del polinomio u no nos interesa. Es importante, que de 
M 


esta identidad se deduce la divisibilidad de (as, m—bi, m) |], pi 
po 


M 
por pz. Poro, el m.c.d. (4 prip) =1, por eso, pyl(a1, m—ds, m). 


Queda por recordar, que deg (a, y, — bi, n) S max {deg a, y 
deg by, x,} < deg pı. Por lo tanto aj, x, — Ùi w, = 0, peso a Ja supo- 
sición (8). 

La demostración del teoroma 3 es completamente constructiva (si 
se considera conocida la descomposición (4)) y puede ser usada para 
una representación efectiva de una fracción propia en forma de suma 
de fracciones elementales, 

Notemos, que si g = (X — c)"h, h (c) + 0, entonces, 

La 4 -EN 
O TS 


Maciendo b, = / (e)'h (e), obtendremos, f (c) — bih (e) =0 y, por 
lo tanto, f — bih = (X -- c) f, (véanse el $ 1 y el cap. 6). De este 
modo. 


¿A h 
Xh (Keh 


Aplicando el mismo procedimiento a esta fracción, menguamos en 
una unidad más el exponente de X -—c en el denominador, y así 
sucesivamente. Luego de n pasos llegamos a la descomposición 


¿MEN f "ax 
E REIR 
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Si h (y, en consecuencia, g = (X — cì” hise descompone total- 
mente cn factores lineales, entonces, separando por turno las fraccio- 
nes elementales bp; (X — c:)* y utilizando, además, la propiedad de 
unicidad. por un camino un tanto distinto, Megaremos al resultado 
formulado en el teorema. 

En el caso, cuando todos los factores ivreducibles p; en (4) son 
Jineales o cuadráticos y, en consecuencia, las fracerones elementales 
tienen la forma 


HE, 0 bien Hebe 
ay en (Zefa X Tn (9 
a, b, c, d, e E P, 


es también cómodo usar el método de coeficientes indeterminados. 
Este método consiste en que hay quo escribir a //g en Jorma de la 
suma de fracciones del tipo (9), multiplicando ambos miembros de la 
igualdad por g y, en la relación ontro polinomios obtenida atribuir a 
X E valores convenientes de P para la obtención de las coeficientes 

. . Como se deducirá de Jos resultados dol capitulo siguiente, 
el método de los coeficientes indeterminados opera sin limitaciones, 
si P os un campo do números complejos o reales. Precisamente, sobre 
estos campos las fracciones elementales con mayor frecuencia se 
consideran como representando el papel de instrumento técnico en la 
integración de las funciones racionales. 


EJERCICIOS 


1. Construir el ampe de relaciones R ((X)) del anillo R 11X]] de las series 
exponenciales formales de X con coeficiontes en el canıpv K. Apoyándose en el 
ejorcicio 6 del $ 3, mostrar que cada clemonto del campo ` ((X)) tiene la 
forma de la llamada serte exponencial meromorfa 


PO) S AX H a X MA e e aX i 
F ag H ES 
en la cual se admite ua número finito do exponentes negalivos. En otras palabras, 
q (X) = X 1 (X), donde f (X) es una serie exponencial corriente de K [LX]. 
2. Entenderemos por R (X, Y) (correspondientemoento, K ((X, Y))) ol cam] 
de relaciones del anillo de los polinomios RIX, Y] (correspondiontemente, 
anillo íntegro R (IX, YI; véase el ejercicio 7 del $ 2). Muestra, que 
R (X, Y) = (RAN (Y ) = RIXD O 
¿Son isomoríos los campas R ((X, Y)) y (2 (00)) (Y)? 
(Respuesta. No). 
3. Sea la sucesión infinita de números realos ae, aj, ay, s.. periódica, 
a, partir g jes ciorto término. Mostrar que la serio exponencial f (X) = apk aX + 
+a,X 4... s escribe en forma de fracción racional do R (X). 
4, cea K, un campo conmutativo“con la unidad 1, no necesariamente 
íntegro; M, un submonoide del monoide multiplicalivo cn K, S$ = K X M. 
Mostrar que la relación binaria P œ S*, definida por la rolación 


T= (fla, b), (e, d)) ES*] (ad — be) u = O, u € M} 
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(so tione en cuenta cierlo u € M), es una relación de equivalencia en S, (Lndiz 
tación. La reflexividad y la simetria de T son evidentes. Si ahora ((a, b), (e, d)) € 
ET y (f. d. (e. MET, de modo que {ad — be) u = O y (ef — de) v = 0, 
para ciortos u, v © M, entonces la primera igualdad debe multiplicarse por fv, 
Y la seguuda por hn. La snma miembro a miembro de las mismas determina la 
igualdad (af — be) due — O, con duv € M, por cuanto d, u, vE M, y Mes 
un monoide. Por lo tanto (a, è), (e, 1) EY, y la transitividad de P ha sido 
establecida). 

copiando la den 
del conjunto S 


5. C 


campo do parciales Ọ (K). (Indicación. Sea afu = la, b) una clase de eq 
ad € S. Introducir las dos oporaciones binarias GO: 
"do Jos representan 


para cierto u € M, entonces el 
¡Mos a — a/l es un monomorfismo (inclusión) sólo 


Capítulo 6 
RAICES DE LOS POLINOMIOS 


Ocupémonos de aquello, para Jo cual on el pasado se estudiaba 
álgebra: de las raíces de los polinomios. Esta cuestión ha dejado de 
ser dominanto en el álgebra. pero su importancia no es diseutida por 
nadie. El hecho es que hos problemas de las matemáticas, en 
resumidas cnentas se reducen al cálculo de raices aislalas de poti- 
nomios concretos, o a la descripción cualitativa del conjunto de 
ellas. Nos será posible tratar solamente las propiedades elementos 
de las raíces, poro ellas, en todo caso, serán suficientes para apreciar 
en plena medida el Jugar especial que ocupa ol campo € do los nú- 
meros complejos. 


$ 1. PROPIEDADES GENERALES DE LAS RAÍCES 


1. Raíces y factores lincales. Sea que el avillo conmutativo A 
con unidad está contenido en el anillo íntegro A. 

DEFINICION. Ll elemento e E K se llama raíz (o cero) del polino- 
mio f € A [X], si f (c) = 0. También se dice, que c es raíz de la ecua- 
ción f (2) = 0. 

La neçesidad de la consideración de los anillos, contenedores de A 
en forma propia, resulta comprensible, si se recuerda que el polino- 
mio f (X) = X? + 1 sobre R no tiene ceros cn R, pero f ( = 0, 
LEC = R [i]. Primeramente consideremos, sin embargo, el caso 
en que K =A. 

TEOREMA t. (teorema do Bezout). El elemento c € A es raíz del 
polinomio f € A |X] si, y sólo si, X — e divide a f en el anillo A [X]. 

DEMOSTRACION. Este teorema es parte de nna afirmación más 
general, que hubiésemos podido demostrar hace mucho. Y, precisa- 
mente, el algoritmo de división con resto (teorema 5 dol $ 2 del cap. 5) 
dice, que /(X) = (X —-¢) g (X) +r (X), donde degr(A)< 
< deg (X — c) = 1. En consecuencia, r (X) es una constante. La 
sustitución de c en lugar de X (o sea, el uso de la aplicación TI, del 
teorema 2 del $ 2 del cap. 5) da f (c) = r, así que siempre 


$ (X) = (X — 0) q (X) + f (0). (i) 


En particular, } (e) = 0 < f (X) = (X — 0) q (X). 

La división del polinomio f (X) con coeficientes en el anillo 
íntegro A, por el polinomio lineal X — e, es cómodo realizarla por 
el llamado esquema de Horner, más sencillo que el habitual algoritmo 
de división con resto. Precisamente, sea 


HA) = X" 4 aX 0 a; €A 
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De acuerdo con la 


Fórmula (1) 
MAN) bA- A y AEN 


dgnalando en esta fórmula los coeficientes para iguales potencias de 
X (comenzando por las mayores), luego de una pequeña transforma- 
«ción obtendremos 


h= a 


ceros a 


Arata maf omara -B 


así que de paso se calcula ol valor de f para X = c. Las fórmulas de 
recurrencia (21, en Jas que se encierra el «squema do Horner», son 
cómodas para el cálculo. 

En virtud del teorema 1, es natural introducir la siguiente, más 
general. 

DEFINICIÓN El elemento e € A se llama raíz múltiple de k (o cero 
múltiple de kı del polinomio / € A [X], si f se divide por (X —c)”, 
pero no se divide por (X — à**t, La raíz de multiplicidad 1 so 
llama rais simple (correspondientemente, para k = 2 y 3 se habla 
de raís doble y triple». 

Asi pues, e E 4 es una raíz de multiplicidad Æ del polinomio 
JEAIX] si, y sólo si, f(X) = (X —0)'g (X), donde m.c.d. 
{X --c, g (X)) = 1. La última condición, en virtud do la fórmu- 
la 1, se expresa también con la desigualdad g (c) + 0. Luego, en vista 
del teorema £ del $ 2 del cap. 5 observamos que deg f = k + deg g, 
de donde kss deg f. Tiene lugar el importante 

trokima è Sean A, un anillo integro; f 720, un polinomio de 
ATXI Yes... e, sus raícesen A con las respectivas multiplicidades 

Ar y kr. Entonces, 


1 iX) = (X — c)... (X — c)" g (X), 
g (X) EA [X], g (e) #0, i=1,.. ur 


En particular, el número de raices del polinomio f € A 1X], consi- 
deradas punto con sus multiplicidades, no supera el grado del polinomio 


kı + ka +.. o 4 kr < dog f. (3) 


DIMOSPRAGION Es suficiente pasar al campo de relaciones Q (4) 
(si es que el anillo A no era un campo desde el principio) y aprove- 
charse de la univocidad de la a descorrosenién en factores primos (en 
este caso, en X -ep ..., X — c) en el anillo Q (A) [X] (resulta- 
dos de los $$ 3 y 4 del cap. 3. Sin embargo, no hay ahora necesidad 
de un arma tan polerte; Razonaremos directamente. 

Como deg f(k, +... + k,) + degg, entonces, la desi- 
gualdad (3) es consecuencia de la divisibilidad de f por (X — e)™. 
- + (X — c't, que establecemos por inducción en r. Para r = f 
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no hay nada que demostrar. Sea que ya sabemos que, 


IX) = (X =e)" mm. 


Como tenemos que c, — c, 70, ..., Cr- C0 y A es un 
anillo íntegro, entonces, el elemento c, no es raíz del polinomio 
(X — e)". A cr)", Poro, c es la raíz de multiplicidad 


k, del polinomio f, o sea, / (X) = c,)'u (X). Por eso, h (c) = 
= 0. Correspondientemento, A DŽ = (X —o Yo (X), s< hip. Tono 
mos, 
(X — c)" u (X) = f (X) = (X — e" . . o (X — er)" X 

X iX — cp) (X). 


illo íntegro A [X], He- 


Utilizando la ley de simplificación en el a: 
gamos a la conclusión de que s =k. B 

Sin la hipótesis de la integridad del anillo A, el teorema 2 deja de 
ser cierto, como lo muestra el ejemplo del polinomio f (X) = X? 
sobre el anillo Zy: f(0) = j (2) = f (4) = f (6) = 0. La descom- 
posición de f en factores primos en Zę[X] tampoco es unívoca: 


1 = X? = X (X —4)? = (X — 2) (X? + 2X +4) = 


= (X -= 0) (X? — 2X + 4). 

Del teorema 2 se deduce el 

CoROLARIO. Dos polinomios f, g € A [X] de grados 
tan iguales valores al sustituir n -+ 1 elementos disti 
íntegro A, son iguales: f = g. 

DEMOSTRACION. Hagamos h = f — g, así que degh< n. Por 
condición h(c)=... —hlca+1) =0 para distintos pares de 
elementos Cw, . + ., Cay EA, o sen, el polinomio h de grado< n, 
tiene por lo menos n + 1 raíces. La contradicción obtenida con res- 
pecto a la desigualdad (3) se puede eliminar, solamente reconociendo 
que h =0. 

2. Funciones polinómicas. El corolario del teorema 2 permite 
resolver la cuestión antes tocada (véase el p. 4 del $ 2 del cap. 5) 
sobre la relación entre los puntos de vista teorético-funcional y alge- 
braico acerca de los polinomios. A cada polinomio f € A [X] se le 
pone en correspondencia la función 


F: a—=$(a) Vaca. 


El conjunto de todas estas funciones constituye el anillo Apo) de 
las funciones polinómicas (o racionales enteras), que son un subanillo 
en el anillo de las funciones A^ = (A —» A} con suma y multipli- 
cación corrientes (véanse el ejemplo 3 en el p. 1 del $ 4 del cap. 4, 
y el teorema 2, $ 2, cap. 5). De un modo totalmente análogo, se 
introducen las funciones polinómicas de varias variables indepen- 
dientes. 


< n, que adop- 
s del anillo 
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Como ya se observó antes, el polinomio distinto de cero X? + X € Fs |X| 
define una función nula En general, si f (X) = (X? — X) g (X) es un polinomio 
sobre un campo finito de p elementos, entonces, Fes una fonción nula, por cuanto 
20 — z = z (P= — 1) — 0, para todos los z € Fp. Sólo en el caso en que deg j < 
<p—1, el polinomio /€ -p[X] se determina por su función f. El polino- 
mio arbitrario f ¢ F p [Aj puedo ser univocamente sustitudo por un determinado 
polinomio reducido f* de grado < p — 1, tomando en calidad do f* el resto de 
la división de / por Xr — X. Entonces, evidentemente, F= F. 


En el caso de campos infinitos o de anillos íntegros, la situación es consi- 
derablemente más sencilla, 


TEOREMA Si A es un anillo íntegro con un número infinito de 
elementos, entonces, la aplicación del anillo de los polinomios A [X] en 
el anillo de las funciones polinómicas Apow definida por la corres- 


pondencia f —»[, es un isomorfismo. 
Hablando con propiedad, esto es una reformulación de corolario 
del teorema 2, por cuanto se habla solamente de confrontar al poli- 


nomio f = Ù con la función no nula f, o sea, f (a) + 0, aunque más 
no sea, para un a € A. En realidad f no tiene más de n ceros en A, 
si deg f = n. 

En base al teorema 3, el anillo de polinomios sobre el campo in- 
finito P se identifica con el anillo de las funciones polinómicas 
(designadas f (z) con la letra Jatina minúscula z), y queda sólo por 


resolver la cuestión de cómo por 7 (y de hecho, por algunos valores 
dol polinomio /) reconstruir en forma explícita el propio polinomio. 

La exacta formulación del problema de la «interpolación» se re- 
duce a lo siguiente. Sean ba, b, . . .. bn, (respectivamente, Cas ĉis -> 

y Cn), n-A- L elementos cualesquiera (respectivamente, distintos) 
del campo P. Se roquiere hallar el polinomio f € P |X) de grado< n, 
tal que fte) = bi, i — 0, 1, ..., n. De acuerdo con el corolario del 
teorema 2 la solución del problema, si es que existe, es única. Pero 
un polinomio / con las propiedades dadas siempre existe, como lo 
muestra Ja fórmula de interpolación de Lagrange 


(toa) (ta) e E y 


tercio (Ci 0141) +.» (04—Cn) 


(e) o 


1x)= Y 0, E 
a 


Por otra parto, la existencia y la unicidad de Ja solución se percibe 
inmediatamente del sistema linea] 


atag... - 
ah + agt 
para los cvelicientes ay, . . -, 2, del polinomio buscado f. El deter- 


minante de este sistema, que es un determinante de Vandermonde, 
es distinto de cero, y las a; se encuentran por la regla de Crámer. La 
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comodidad de la fórmula (4) se debe a su sencillez y a la facilidad 
con que se la retiene en la memoria. Algunas ventajas tiene a veces 
la fórmula de interpolación de Newton 


PO a ls sera (E 0) 109 


dh 6) 


donde los coeficientes uo, ty, . . ., Uy se determinan por medio de 
Ja sustitución sucesiva de los valores X = co, X pe 
Las fórmulas de interpolación (4), (5), hallan vtil 


el cálculo y en la representación gráfica de la función q: R >R, 
dada por una tabla u obtenida en la práctica. Sabiendo, por algunos 
razonamientos indirectos, que Ja función q so comporta lo suficien- 
temente bien en el intervalo 7 de la recta roal R, <o trata de repre- 
sentar a p en Z por una función tan «lisa» como la polinómica. Ade- 
más, en calidad de los llamados «nudos de interpolación» se utiliza 
una parte de los puntos co, Cu -. -, Cn dentro del intervalo Z, en 
los cuales (y sólo en ellos} se conocen los valores de q (ci) = bi 
A la delicada cuestión de la elección de los mulos de interpolación y 
a la elaboración de los métodos generales de aproximación de las 
funciones, se les han dedicado secciones enteras de Jas matemáticas. 
Cabe anotar, que el uso de los procesos de interpolación jugó un 
gran papel en el desarrollo de la teoría de los números trascendentes 
(la definición de los números algebraicos y trascendentes, véase en 
el $ 2 del cap. 5), así que aquí convergen los interesos de la teoría 
de funciones, de la teoría de los números y del áblegbra. 
Observemos finalmente, que a cada fracción racional irreducible 
jig EP (X) (véase el $ 4 del cap. 5) y a cada ampliación PP 
con un número infinito de elementos, se les confronta la función 


racional Jig: Fyr >F con campo de dofinición Ferg, obtenida de 
F por soparación de un número finito do elementos nulos del polino- 
mio g en F. Se puede demostrar, que para las condiciones dadas, la 


apli ación fig fig es hinnívoca. Esta afirmación no nos es neco- 


222 RAICES DE LOS POLINOMIOS [CAP. 6 


saria, Intnitivamente ella es clara. A pesar de esta correspondencia, 
hay que hacer una diforenciación precisa entre las fracciones raciona- 
los y las funciones racionales. La función racional x > 1/z no está 
definida en el punto a — 0, al mismo tiempo que la cuestión de la 
determinación de la fracción racional 1/X en general no se plantea. 

3. Dilerenciaciones del anillo de polinomios. El punto de vista 
funcional sobre los polinomios, hace natural la siguiente definición, 
Sen 


A O i nna H lna N H an 
un polinomio de grado n sobre el campo P, Se llama derivada del 
mismo al polinomio 
F (X) = naX" 4 (n — 1) aX" t. po (6) 
Si P -= 4 os el campo do números reales, y/es una función poli- 


nómica vinenlada con f, entonces, la definición (6) de derivada 
coincide con la habitual dofinición de la misma como límite 


im LEI. 
yn Tengo 
En el caso de un campo P arbitrario, hablar de cualquier propiedad 
de continuidad de la función polinómica no tiene sentido (¿qué es 
una sucesión convergente en Zp?) y es necesario partir de la defini- 
ción formal de (6) 

Tienen lugar las relaciones, bien conocidas en el análisis mate- 


mático 
(af + Pay = af + Pg”, a, BEP, y 
Gey =FE + f. (8) 
La rolación (7) se deduce directamente de (6) y de la definición 
de suma de polinomios. Utilizando (7) y la definición de producto de 
polinomios, la comprobación de (8) se puede llevar al caso cuando. 
J= Xt, g= X'i 
(XY = (k + D) X-i = (EXP) X? + XX (Xt) = 
= (XX + XA (XY. 
Sirve de generalización de (8) la fórmula fácilmente demostrable por 
inducción en k, 


A 
(hiha e W= D ha IS 


En particular, 


(PY =ke. (9) 
Las relaciones (7), (8), reescritas en términos do la aplicación 
111 Wambién so dice que gy- es un operador de diferenciación) 
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sugieren la idea de introducir para su examen la aplicación J: K — 
>» K, para el anillo arbitrario K, poseedora de Jas propiedades 


D (u | 0)=Du+ Do, (7°) 

L (uv) = (Du) v +4 u (Zv). {8') 

Tal género de aplicaciones del anillo K en sí mismo, Uamadas diferen- 
ciaciones, son muy útiles para el estudio de K, y el conjunto de ellas 
Der (K) resulta un objeto muy interesante, que sirvo de introducción 
en un amplio dominio de las matemáticas (grupos y álgebras de Lie). 

Sirve de generalización de (S') la fórmula de Leibniz 
m 


Drw) J; (q) Dugo, 8) 


obtenida por inducción en m= 1 (aplicación do Z a (8°), el uso de 
(8”) y la relación ( Kah J+(5)= (a) dan (8°) para m -+ 1). 
En el caso de K = P [X], de las relaciones (7), (8'), complemen- 


tadas por la regla 

D(p=ADf, REP, 
se deduce inmediatamente, que 

D[(X) =f (X) IX. 

De este modo, cualquier diferenciación del anillo de los polino- 
mios P [X] se determina dando un único polinomio ZX. Pare 
DX = 1 obtenemos el habitual operador de diferenciación 2 

4. Factores múltiples. El resultado de utilizar m veces conse- 
cutivas la aplicación 5 a f (X) habitualmente se designa con ol 
símbolo /™ (X). Es evidente, que 
1) =H. H a 

= fM (X) = nla [0D 1X) = 0. 
Si P es un campo de característica nula, entone 
deg’ = deg f —1. 
Sin embargo, para los campos de característica finita p esto ya no 
es así, por cuanto 
(XP = kp XP = 0. 

De cnalquier modo, alguna utilidad de la considoración de la 
derivada se puede obtener también en el caso general. Vividiendo el 
polinomio arbitrario f € P [X] por (X — Y, c € F, FP, y eseri- 


biendo luego el resto (lineal) en forma de (X —e s+ r, donde 
s, r€ P, llegamos a las relaciones f = (X t-l- (X -e)s +r, 
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P = (X —0) [20 + (X —c) t'l + s. Sustituyendo en ellas el valor 
X =c, obtenemos r (ch, s = f’ (e), o sea, 

PO = X t H E 04 AO 
Arribamos a lə siguiente afirmación. 

ICOREMA 4 Sean P, un campo arbitrario, y F' una ampliación 
cualquiera de este campo. El polinomio f € P |X] tiene raiz múltiple 
c € F si, y solo si, f (ù = f (c) = 0. 

EJEMPLO 1. En cualquier campo de característica p, el polinomio X® — 1 


tieno solamente raíces simples, si n no se divide por p. Efectivamente, las raíces 
de la derivada nX™-: no "pueden sor raíces de X^ — 4. 


A continuación se supone que P cs un campo de característica 
nula y que sin limitación de generalidad se puede entender por P 
nno de los campos í2, R o C. El polinomio irreducible unitario 
pi (X) en la descomposición 


HX =p (Xp (X pr ar, AEP (10) 


del polinomio f (X) € P [X] se llama (por analogía con la definición 
de raiz múltiplo) factor de multiplicidad k: para /. Anteriormente, 
ya se dijo que obtener la descomposición (10) en la práctica es bastan- 
te difícil. Describamos brevemente el método basado en el concepto 
de derivada y que da la posibilidad de sabor, si f (X) contiene facto- 
res múltiples sobre el campo P dado (o sobre su ampliación). 

teoremas Sea p(X) un factor irreducible de multiplicidad k 
del polinomo fE PIXI (k> 1, deg p (X)> 1). Entonces, p(X) 
será un factor de multiplicidad (k — 1) de la derivada f' (X). En parti- 
cular. para k = 1, j' no se divide por p (X). 

pemosmacion Por condición f(X) = p (XYg (X), dondo el 
med (p (X), g (XN = 1, asea, g (X) no se divide por p (X). 
Empleando las reglas (8) y (9), hallamos 


PAX = p OO ikp" (X) g (X) + p 00 g (Ol. 


Es suficiente mostrar, que el polinomio encerrado entre corchetes 
no so divide por p (Xì). Si esto no fuera así, entonces, el polinomio 
kp’ LX) g (Xì se dividiría por p (O, lo que sin embargo, es impo- 
sible (vénnse los corolarios de los teoremas 3 y 4 del $ 3 dol cap, 
por cuanto g (X) no se divide por p (X), y deg Ep” (X) < deg p (X). I 
Es elaro, que on el enrso de la demostración se nsaron, esencial- 
mente, la irreducibilidad de p (X) y la condición char P = 0 
coroLarto + Para el polinomio f (X) con coeficientes en el campo 
P de caracteristica cero. las dos condiciones siguientes son equivalentes: 
(Ù En alguna ampliación F >P del campo P, f tiene una raíz 
con multiplicidad k; 
(ii) ¡D11=0, 1<j<k—4, pero (®© (c) 40. 
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Para demostrarlo, hay que usar £ veces el teorema 5, teniendo en 
cuenta el factor lineal p(X) = X —c y sustituyendo desde un 
principio, en caso de necesidad, P por su ampliación #, contenedora 
de la raíz c. 

COROLARIO 2 Si el polinomio [E P |X) de grado>1 tiene la 
descomposición (10), entonces, la descomposición del múrimo común 
divisor de f y de su derivada f' será 


m.c.d. (f, f) = pr (Xp, (X n p (RJ A) 

(el m.c.d. siempre puede ser considerado como polinomio unitario). 
Efectivamente, por el teorema 5, cada uno do los divisores primos 

pi (X) del polinomio f (X) con la descomposición canónica (10), 
entra en la descomposición de f' (X) con el exponento k; — 1, o sa, 


FAX) = m (X'p, (XA O, 


< r (se supone que py (X)? = 1), 
bilidad (véase 
el punto 2, $ 3 del cap. 5), coucluimos que el m.c.d. (f, F) se cal- 
cula por la fórmula (1. 

Utilizando la expresión (11) para el m.c.d. (/, /'), obtenemos un 
medio para liberarnos de los factores múltiples que entran en la 
descomposición de f (X). Precisamente, el polinomio 


E(X) = AD px) PA 0. px) 


m.ed.(f, 10 
contiene los mismos divisores primos que f (X), pero con multipli- 
cidad unitaria. Es importante señalar que el polinomio g (X) se 
puede hallar desconociendo de hecho las descomposiciones para f 
y f', usando solamente el algoritmo de Euclides, 


EJEMPLO 2. El polinomio ¿E Xt — 3X? |- 2X7 -+ 2X% GX + A 
y su derivada f' (X) = 5X* — 12X? -- 6X? + 4X tienen en calidad de 
in.c.d. el polinomio unitario X3 — 3X3 + 3X — 1 = (X — 1}. El polinomio 
elibre de cuadrados» g (X) = j (XX — 1) X3 4 = (X — 1) (X 4 1) 
tiene dos raíces +1. De oste modo, f (X) = (X — 1)* (X 4 4) posee la raíz —-1 
de multiplicidad 4 y la raíz simple — 


5. Fórmulas de Viete. En relación con la teoría de los sistemas 
de ecuaciones lincales, ya tuvimos la oportunidad de hacer mención 
acerca de la influencia favorable que tuvo sobre su uvolución el 
buen sistema de designaciones, que levó, en particular. a los deter- 
minantos. Esto es mérito de los matemáticos del siglo XVTIT y de 
principios del XIX. Pero, mucho antes, cuando el álgebra aún se 
confundía con el «análisis de ecuaciones», los perfeccionamientos 
decisivos de las desiganciones algebraicas de F. Viete y R. Descar- 
tes tocó la teoría de los polinomios y de las ecu aes algebraicas. 
De los tipos particulares de ecuaciones con coeficientes numéricos, 


150392 
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que escondian las leyes generales, fue dado un paso audaz a las 
ecuaciones con coeficientes literales. La nueva forma de escritura 
frecuentemente genera nuevos resultados. Para Descartes esto con- 
clayó en la revolucionaria aplicación del álgebra a la geometría. 
Nos detendremios en el logro más modesto de su antecesor Viete. 

Supongamos. que el polinomio f€ P [X] unitario (con coefi- 
ciente mayor = 1) de grado m, tiene en el campo P, o en alguna 
ampliación del mismo, n TAÍCeS ti, Cas - > => Cno enlre las cuales, po- 
siblemente, las hay iguales. Entonces, en correspondencia con el 
teorema es legítima la descomposición 


FIX) = (X — e) (X — ca) +. AX — Cp). 
Escribamos f (X) en forma habitual, por potencias de X: 
JX NI Ca A OS 


para ello multípliquenos todos lus binomios X — c; y simplifique- 

mos los términos semejantes. Entonces, para los coeficientes ay, . . 

a, se obtienen expresiones por medio de las raíces Cy, + + -+ Cn? 
a= (ti +i ... Cm), 


a, 2 Ela ++ Sigo (12) 
ES in 
an =(— 4)" cier -+ Cne 


Las fórmulas (12) se llaman fórmulas de Viete. 

Si el polinomio f no fuera unitario, o sea, si tuviera el coeficiente 
mayor ay + 1. entonces, las fórmulas análogas a (12), darían la 
expresión de la relación aj/ap. 

Las fórmulas de Viete, que establecen una relación implícita 
entre las raíces y los coeficientes de un polinomio arbitrario (unita= 
rio), son notables por el hecho de que sus segundos miembros no 
varían para cualesquiera permutaciones de las raíces cy, .. »» Cn; 
Esto nos da lugar a introducir el concepto de función simétrica, del 
mismo modo que, en relación con los determinantes resultó cómodo 
examinar las funciones antisimétricas generales. De acuerdo con la 
definición dada en el corolario del teorema 3' del punto 2 del $2 
del cap. 5, el elemento x del grupo simétrico S, opera en la función 


Fien - «+ 7.) de n argumentos de acuerdo a la regla 


GO lar + Ea) = f (Ena + Do) 


La función 7 se llama simétrica, si a} = f para todos los n € Sn. 
Sirven de ejemplos de funciones simétricas las Hamadas funciones 
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simétricas elementales sy: 


Sklep eser 2,)= x Tytn 
igiri l. <an 


(13) 


T 


w 


Ellas permiten reescribir las fórmulas (12) en la forma 
ar = (AY 51 (Co o-s Cah k=, 2, amn (12) 


así que con exactitud hasta el signo, el coeficiente a del polinomio 
7 es valor de la función s, en el conjunto de las raíces dol polinomio 
7. Prestemos atención al hecho de quo, por definición, a, € P, aun- 
que las raíces Cy - . -, Cn, hablando en general, están en alguna 
ampliación F> P. La cuestión de la existencia de /' no se toca por 
ahora. Pero, a veces, la descomposición de nn polinomio en factores 
lineales es consecuencia directa de las propiedades del campo P. 


EJEMPLO. Consideremos el polinomio XP-1 — 4 sobre el campo finito Fy. 
Sabemos que 20=! — { para todos los x €F}, o sea. todos los elementos no vulés 
son raíces del polinomio Xp-! — 1. Por consiguiente. tiene lugar Ja descomposi 


ción 
= (X= MD(X— 2)... (X — (y — M. (14) 
So supone que nos hemos familiarizado con el campo Fp en tal grudo que distin- 


guimos sin dificultad la naturaleza dual de Jos números 4 sap 
como elementos ordinarios de 7 y como clomeutos del campo Py = 7/pZ (repre- 


sentantes de las clases de restos {i}p). De (7), (5) y (8) obtenemos 


m2. p—1=0(m0dp), kmt, 2 kad 
AAA E AT 


La última relación, escrita de nuevo en la forma 
Ww— 1) +10 (mod p) (15) 


y conocida como tal hajo el nombre de teorema de Vilson, expreso el realmente 
necesario y suficiente criterio de simplicidad de un númoro entero p. Efecti- 
vamente, acabamos de demostrar el cumplimiento de (15) para Jos p primos, 
Por otro lado, p= pmp, = (p — 1)! = mt = (p— 1)! 4-1 sé 0 (m de 
= (Pp — 1) + 4 ae Y (mod p). m 


EJERCICIOS 


1. ¿Será íntegro el anillo de las funciones polinómicas sohre el campo de 
p elementos? 

2. Sean P un campo ini 
Basándose on el teorema 
cia de Apo. y 
fismo PX, .. 
sobre P. 

3. El proto no nulo f € Zp |X. ..., Xp) de grado << p en cada varia- 
blo posee la propiedad formulada en el ejercicio 2: + (m. ay) O para 
los cuales ar, - -an E Zp. Mostrar que eualquier polinomio j € Zn IXa, =. o 

s Xn) puede ser escrito en Ja forma 


PAN 


to. y f, un pe 
y utilizando Li 


de n variables 


A Na o XPD HA p Xah 
£ 
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ti) Sea (Xy 
a ASIR 


) una forma (polinomio howoyénew) de grado m. 
lad de la identidad de Luler 


n 
- H, 
D Arga An o Xm 
hal 
A la inversa, si char P =0, entonces, la identidad de Euler se satisface sola- 
mente por las formas de grado m=1, 2,3, ... 

10. Mostrar, que la ausencia de factores lineales en c) polmomio XT + 
ES + an € Za [X] es equivalente al cumplimiento de la condi- 
ción a, (1 + Da;) * 0. Para n < 3 los polinomios irreducibles sobre Za se 
agotan’ con Tos siguientes: X, X +4, X3+ X +4. NIE XL, XE 
+ X? -+ 4. Acotar todos los polinomios irreducibles sobre Z, para n = 4 y 5 
(ellos serán, respectivamente, 3 y 6). 

41. A partir de la congruencia 

X5 — Xi 4 X? (X -+ 1) (X° + X -H 1) (mod 2) 


establecer la irreductibilidad dol polinomio X5 — X3- 4 sobre 
ción. Utilizar el corolario del loma de Gauss (3. del cay, 5) y el ejorcic 
y también fundarse en la factorizabilidad del anillo Za [X]. 

Análogamente, demostrar la irreductibilidad del polinomio X$— X — 1 
sobre €), pasando a la congruencia por mod 3. 


(Indica- 
anterior, 


$ 2. POLINOMIOS SIMÉTRICOS 


1. Anillo de los polinomios simétricos. Siguiendo la defini- 
ción de funciones simétricas, dada al final del parágrafo anterior, 
introducimos un concepto análogo en el anillo A |X}, +... Xn] de 
los polinomios sobre el anillo íntegro A. El teorema 3 del $ 1, ex- 
tendido a los polinomios y funciones de muchas variables, parece 
hacer superfluo este traslado. Pero, hay que considerar, que en esto 
teorema el anillo íntegro A de los coeficientes es infnito, mientras 
que nosotros queremos tener una estructura universal. 

Y bien, recurriendo de nuevo al corolario del teorema 3' del 
punto 2, $ 2 del cap. À, ponemos en correspondencia! con; cada 


permutación xESn el automorfismo 2 Alp -o Np) 
A Xp...) Xal que traslada el polinomio arbitrario f€ 
EA IX, +. -+ Xp] en el polinomio af: 
O EE TA 
El polinomio f se Jlama simétrico, si af = f para todos a € Sn. 
Al igual que para las funciones, se introducen Jos polinomios simé- 
tricos elementales s}: 
AI Xa) = y Xy Mig 0.2 
Iire ias. En 
Hablando en rigor, hubiese correspondido e: 
1Y) = YX) (Y —Xy Y-—X, 
= yr any sY" 


ye 


ninar el polinomio 


Faset (is (2) 
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sobre A [X,. - - - Xp) de la mueva variable Y, y observar, que sa 
es un poliuomio simétrico, por cuanto el primer miembro de la 
identidad (2) no varía para cualesquiera permutaciones de los facto- 
ves lineales Y - Xp... Ka 

Prestemos atención a la circunstancia de que, Juego de sustituir 
Xn por cero en ambos miembros de la identidad (2), obtendremos 


(YX) -Y -Xd Y = Y" — Vez m 
+ aja =E (Sp-ado Y. 
donde (sy) es el resultado de la sustitución X, = 0 en Sp. Simplili- e 
cando ambos miembros s por Y (en base al teorema 3, $ 4 del cap. 5, 
aplicado a A [Xp -n Xu YI), Jlegamos a la identidad 
Y — AX) Y — Xp.. Y — Xr) = 
= Y nt (8) Y 02 APA (sa-i) (8) 


Comparando (2) con (3), llegamos a la conclusión, de que (Syu, + -- 
on polinomios simétricos elementales de las n—Á varia- 


pos e ados 
bles Xy, Xaa- 

Como, además, z es un automorfismo del anillo A [X,, -a Xanh 
entonces, cualesquiera combinaciones lineales de polinomios simé- 
tricos y de sus productos, de nuevo serán polinomios simétricos. 
Esto signilica, que el conjunto de todos los polinomios simétricos 
forma un anillo, que es subanillo del anillo A {X,, . . .. Xn). Nuestra 
tarea inmediata, es comprender la conformación de oste subanillo. 

2, Teorema fundamental de los polinomios simétricos. Resulta, 
que el método más general de obtonción de polinomios simétricos, 
es el siguiente. Hay que tomar un polinomio arbitrario g € 

Púa ea on Lal y sustitul Piress Loy, DOL Miro «01 Bj 1085 
pectivamente. Como resultado, se obtiene el polinomio 


AO ECO A E Da (Ais -as Xa) 


que es, por supuesto, 
Observamos tambi el monomio Yi, H 

parte de g, al sustituir y. = hy (Xp... Xa) pasa a ser un polino- 

mio homogéneo de Xy. ..., X, de grado ¿+ 24... + nin 

por enanto dog sy — k. 


, Yip, que forma 


La suma (y + 2i, —...+ ni, se llama habitualmente peso 
del monomio Yp .. . Yin. Es natural considerar como peso del po- 
linomio g\Y,. . -., Yn) al máximo de los pesos de los monomios 


que entran on g 
La afirmación Fundamental acerca de los polinomios simétricos 
la expresa el 
TEOREMA 1. Sea f EAX, ... Xu), un polinomio simétrico 
de grido total m sobre el anillo íntegro A. Entonces, existe, y además es 
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único, un polinomio g E AÍYw +++ Yn] de peso m para el cual 
A EOS 

La demostración se compondrá de dos partes. 

1. DEMOSTRACION DE LA EXISTENCIA DEL POLINOMIO g. li 
la inducción para dos parámetros n y m (véase el $ 7 del cap. 1). 
Para n = 1, el teorema es evidente, por cuanto s, = X, y f (Xy) = 
= jı (5). Suponiendo que la afirmación sobre la existencia de g 
ha sido demostrada para los polinomios de < n -— 1 variables, ra- 
zonaremos, on caso de n variables, por inducción para m = deg f. 
Como para m = 0 no hay nada que demostrar, entonces, suponemos 
m > 0 y consideramos establecida la existencia de g para cualquier 
polinomio de grado < m. 

Sea ahora f (Xi, « - «+ Xn) el polinomio simétrico dado de grado 
m. Haciendo X, = Ú tendremos, por presupuesto de la inducción 
Í (Xo Xaas 0) = Es (So. + + ++ (Sn do, 
donde g, es algún polinomio de A (Yn, - . «+ Y y] de poso < m (el 
grado de j, con la sustitución X, = 0 puede mermar), y (S1)0, +++ 
7. «y (8n=:)o son polinomios simétricos elementales de Xy... 
Maa (véase (3). Además, evidentemente, deg gi (81 -++ 

Loa Sai) m. De este modo, el polinomio 

h (Xo o- Xn) =f (Xo eeo Ka) — Er Go oos Saa) A) 
tiene un grado total en Xy, - - . Xn no mayor que m y (como dife- 
rencia de dos polinomios simétricos) es simétrico. Además, 
h (Xa <- Xn- 0) = Ô, de donde se deduce, que X, divide a 
hih f. Pero en virtud de la simetría de fi = ah = 
= Xain (010), Va € Su, o sea, fy contiene on calidad defucloros 
a Xi Xa -o Xa y, en consecuencia, y el producto de Jos mismos 
Sn = XXa. w ASÍ pues. 


MR Xn) = Ba o Nido 6) 


donde f; es de nuevo un polinomio simétrico, esta vez de grado 
deg f, = deg fi —n<m —n. Por presupuesto de la inducción, 
existe un polinomio gy (Vis + «+ Y y) de peso <m —2, pora el 
cual fa (Xi 1 Xp) = 8a (81 , Sa). Teniendo en cuenta (4) y 
45). para j obtenemos la expresió 
A E A 
y la existencia del polinomio g = gı Yn +» Vd VU + 
Lo. Yn) do peso <m, queda determinada. Como degf— m, 
entonces, el peso del polinomio g no puede ser menor quo m y, por 


lo tanto, es exactamente igual a m. 
11. DEMONSTRACIÓN PE LA UNICIDAD. cistieran dos polinomios 


Eu gẹ distintos entre sí, con la condición f == gı (M1) <- n Sa) = 
= ga (S1 - -e Sy), entonces, tendríamos el polinomio g (Vip ... 


232 RAICES DE LOS POLINOMIOS ear. 5 


ce. Yn) = 2 — g +0, para el quo g (Sy. s Sn) =0. En 
otras palabras, si... ., 8, resultarian algebraicamente dependien- 
tos sobre 4, en el sentido do la definición del punto 2, $ 2, del cap. 5. 
Mostremos (otra vez por inducción en z), que esto no es así. Efec 
vamente, razonando a la inversa, elijamos un polinomio g (Y, . . 
mitre E de grado mínimo, que se reduce a cero con la sustitución 
s nsidorundo a g como un polinomio eo Y, sobre 
AIYn -a Ynah lo escribimos en la forma 


EEr A aa a as 
H E Yi Yaa) Y, k=deg, g- 


Si go — 0, entonces. g - donde REA IY, ..., Yn]. Por 
suposición Je (8, . y como el anillo A IX}, . +. Xp) 
es íntegro (teorema 1”, $ 2 del cap. 5), entonces, de aquí se deduco 
la igualdad h (s1. .--, 8) =0. Esto. sin embargo, es imposible, 
por cuanto deg (Y3... Yp) = deg g (Yn . n Yn) — 1. Por lo 
tanto, ga 0. Examinando ahora la identidad 
E A CE =O 
en A [X,, Xal, sustitayamos X, por 0. Entonces, todos los 
términos. excepto "l primero, se reducirán a cero, y obtendremos 
Bo ((5dor - + -+ (S,-1d0) = 0, 
donde (8)u, +. -+ (S/-1)o son pol ios simétricos elementales en 
las variablos Xy, -.., Xn- (véase (3)). Ellos, por presupuesto de 
la inducción, son algebraicamente independientes sobre A. Al 
mismo Liempo, tenemos ga 3 0. La contradicción obtenida concluye 
la demostración do unicidad, y, junto con ella, la de todo el teo- 
roma 4. 
Notemos, quc la del 


stración de la primer parte del teorema fue 
constructiva. y ella puede ser utilizada para la búsqueda práctica 
del polinomio g. Además, de los razonamientos se deduce, que Jos 
coeficientes del polinomio buscado g se encuentran en un subanillo 
del anillo 4, engendrado por los coeficientes de polinomio / dado. 
En particular, para A = 2 los coeficientes de los polinomios f y g 
serán números entoros, 

coronario Sea f(X) = X*+ aX tn., ETN 
un polinomio unitario de grado n en una variable X aiaa campo P, 
que tiene n raices Cy. -.., C, en algún campo mayor F> P., Sea, 
luego, R(Xi, -.-.. X,) un polinomio simétrico cualquiera de 
PIX, ..., Xul. Entonces, su valor h (cı, .... Cn), obtenido al 
sustituir Xi por ci, i = 1, ..., n, pertenecerá al campo P. 

Demostracion. De hecho, por el teorema fundamental sobre los 
polinomios simétricos, existe un polinomio PA 
EPI y... Yal tal, que $ (Xi... Xd = g (81 (Xy, Cn). 

a Ah es An Por oso, A Ciano Ca) =8 (8, (61, - 
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seer Onde oaos Su (Cs +. ns Cp), y puesto que, de acuerdo con 
las formulas de Viete (12) $ 4, Sy (C ..., Cn) = (Ia EP, 
entonces, también g (—a,, . . ., (—1)'a,) € rB 

3. Método de los coeficientes indeterminados. Existen varias 
demostraciones distintas del teorema fundamental sobre los poli- 
nomios simétricos, y, respectivamente, distintos mélodos de expre- 
sión del polinomio f dado, pur medio de polinomios ximótricos ele- 
mentales. A fin de describir uno de los métodos más nsados, intro- 
duzcamos un nuevo tipo de polinomio simétrico, Para precisión 
tomaremos en calidad de A el anillo '2 o el campo R, Sea v = Xp, 
+ + + Xin algún monomio. Convengamos en llamar a v monomio mo- 
nótono, si h> h>.. Designemos con $ (w) la suma do 
todos los distintos monomios de la familia de »! monomios del 
lipo nv, a € S,. Expresándolo ile otro moila, 

Su= » xe 
asasi 
donde la condición 1 € S, H significa que a recorre el conjunto de 
los representantes de las clases adjuntas a la izquierda de nH de 
grupo S, por el subgrupo H ~= {t ES, | w — v} (corresponde re- 
alizar la sencilk. «omprobación de que el subconjunlu //, detorminado 
de este modo, realmente es un subgrupo). Pur ejemplo, 
Ph (Xop a Xa) S XE) E MEX Ne, (6) 
es la llamada suma de potencias. Aquí, evidentemente, H = Sni 
Luego, S (XXa... Xa) + 8a (Xi... Xa) (¿con qué coincido 
aquí H?). Es claro, que S (1) es un polinomio simétrico homogéneo 
de un mismo grado total que v. Como $ (1) — S tav), Vo E Sn. 
entonces, es natural considerar solamente las sumas $ 12) con mono- 
mios monótonos ». Por ol sentido, os elaro también que cualquier 
polinomio simétrico f sobre A, os una combinación lineal, con coefi- 
cientes de A, do polinomios del tipo S (v): 
j= $ 498 (0). 

Habitualmente, esta escritura se obtiene inmediatamente («a ojo»). 
De este modo, la tarea se reduce a la expresión ile S (vì por medio de 
polinomios simétricos elementales. 

Convengamos en disponer los monomios en $ im en forma lexico- 


gráfico (por el principio de ordenación de los diccionarios), o sea, 
de tal manera, que el monomio v= X¿Xp... Nia antecede al 


monomio (o, es mayor que el monomio) w — h... Xin ie >u) 
exactamente entonces, cuando la sucesión dr- 7, da — jy... 
+ 0 da — jn tiene la forma 0, ..., Ô, £, . donde t >Ù (a la 


derecha de £ pueden haber diferencias negativas i, j). Natural- 
mente, el principio lexicográfico de ordonamiento de los términos se 
puede aplicar no sólo con respecto a S (v), sino que a cuniquier poli- 
nomio f € A [X,, ..., Xal. En el sentido lexicográfico, el término 
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superior (o primero) de la suma $ (v) con monomio monótono v, será 
v. Para el monomio monótono v = XP Xi, Xin tenemos dere- 
cho a considerar e} producto 


g= isg... aitas. S; 


A o Xa 0) 


en ol cual el término superior resultará una vez más 


y Xp (X, Nghe. Mo Xp ini (X, o o Xan 


(a fin de obtener el término superior en el producto, hay que tomar 
el término superior en cada uno de los factores). De aquí se deduce, 
que el término superior de la diferencia S w) — gw, Será menor que 
v. En consecuencia, 


S(0)—8E.= Y, ruS (w), 


donde n EZ. y la suma se roaliza por el conjunto de los monomios 
monótonos w <= v. Las potencias Lolales de v y de todas las w coin- 
eiden, 

Ahora so diseña el método sigwiente de expresión de S (4) por 
medio de polinomios simétricos elementales, Sea dog v= m. Se 
toman todas las particiones «monótonas» 


mhii botin hi>. hA 


del número entero m, tales, que w— XiXh... Xi <v, Se 
examina el conjunto AF, de la totalidad de tales monomios w. Para 
cada w E Mp se conforma el monomio gw (véase (7). Ya sabemos, que 


S(0)=80 4, Nukus (8) 


donde m son ciortos números enteros. Los coeficientes indetermi- 
nados sn (y de ahí el nombre: mátodo de los coeficientes indeterminados) 
se encuentran sustituyendo sucesivamente Xy, ..., Xn en (8) por 
algunos números enteros, habitualmente, ceros y unidades. Los 
valores de £,. gu y S (el son dados, y para mu se obtiene, notoria- 
mento, un sistema común de ecuaciones lineales. 


A A nS S, go = t 


My | XiX; XiX2Xa 


Rre 518% 


En este caso, Ja cenación ($) tiene la forma 
o ES 


O para ¿> 2, entonces, py = 2, sı =2, s =t, 
Xa =1, X; = 0 para i > 3, entonces, py = 3, 
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8 = 3, s= 3, sa = 1. Del sistema obtenido 
2 a-24 +00, 
=P 4-33 i bA, 

, 0 sea, Pa = SẸ — 35184 —- 367. 


hallamos a = —3, b 


Para la expresión de las sumas de potencias py (Xy, . 
forma de polinomios en sy, Sy, ..., Sa se tienen formulas 
modas, llamadas fórmulas de Newton: 


Pr — Prsi Picar +- AA ps ls = 


para 1<k<n; (9 
Pr — Pr-i81 + Pr-:83 +--+ A) 

Pr-ntSn-i T (AV Pio = 0 a0) 
para k >n. 


A fin de demostrarlas, utilicemos las evidentes relaciones 
XP XP o + (— 1 8 Xp (1) 08, -=0, 
que se obtienen al sustituir Y = X, en (3). Multiplicando cada una 
de estas relaciones por X!” (k z> n): 
MaX O i Ae At 0 
y efectuando luego la suma por ¿de 1 a n, obtenemos no sólo la 
fórmula (10), sino que también Ja fórmula 9) para k= 
=n(p =X? +... + X% = n). Examinemos, luego. ol poli- 


nomio homogéneo simétrico fn, n degrado k << n (0-00, si fn n == 
= 0): 


Mn Bo 


s Xn) = Pr — Prisi + 
eoa = A pisai toee Fl D kaii 


Utilizando la inducción en r= n—k, demostromos que fnn es 
idénticamente igual a coro. Para r = 0, este hecho se acaba deesta- 
blecer. Haciendo X, = 0 y observando que los así obtenidos poli- 
nomios simétricos (S/)o, (po), coinciden con los polinomios s; Y py 
determinados para las n» — f variables X, ..., X, (véanse (3) 
y (6N, llegamos a la igualdad 


O O 0) = 
= (Pado — (Prio (800 ++ + (AY (du (Sido + 
T (CAN k isro = fa, 


¡Ur e 


pues, n — 1 —-k =r —1 <r, y os aplicable el presupuesto de la 
inducció 
La relación fy, n (Xis - -3 Xn- 0) = 0 mues 


nomio fy n se divide por Xa: fain = Xafi- Utili 


que el poli- 
do la simetría 
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de fr, (véase el correspondiente razonamiento en la demostración 
de la primera parte «del teorema 1). obtenemos 


fren Xis o es Xu) = A Xa) E (Xis o o Xn). 
lo que es posible, sin embargo, sólo cuando g — 0, por cuanto deg sy- 
=p, y dez), = k< n. Y bien, fr,» = 0, y la demostración de 


la fórmula (07 ha concluido. 
4. Discriminante de un polinomi 
examinemos el polinomio 


En el anillo PIX,» -a Xal, 


Xi- 
gici 
el que, evulentemente, se puedo presentar en forma de determinante 
de Vandermonde 


Xa an 


R T a E 
Comu el determinante es una función antisimétrica de sus columnas, 
entonces, n (Ap) = end, es el signo do permutación a € Sp. Pero, 
en tal caso, Aj ex un polinomio simétrico y, por cl teorema fundamen- 
tal, él puede ser expresado eu forma de un polinomio en funciones 
simétricas elementales 
A3 = |l (X, — X, = Dis (81. 
El polinomio Dis en s (Xy... No), m AR 
lama discriminante de la familia Xy, Xa. Sus coeficientes, 
evidentemente. pertenecon a 2. Al sustituir X; por z; € F, i 
1.2, ..., n (F ox alguna ampliación del campo P), se puede ha- 
blar del discriminante de una familia de culesquiera n elementos 
dle) campo F. Si no todos los 7. . 2 € F son distintos, entonces, 
el discriminante de esta familia se reduce a cero, por cuanto, por lo 
menos mw de los factores z; — xy será igual a cero. La propiedad 
del Dis de separar este caso explica el propio término discriminante. 
Un método cómodo de obtención del discriminante se basa on la 
interpretación de Aj como el producto del determinante (11) por el 
determinante Iranspuesto: Aj = ALA, (recordemos, que det ʻA = 
= det A, para cualquier matriz cuadrada A). 
Operando de acuerdo con la regla de multiplicación de matrices, 
inmediatamente hallamos 


n Pi Pe Pn-1 
Po ps Pr 
Pa Pe Pros (12) 


Pras Pn Parts +++ Ponz 
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donde pa son las sumas de potencias (6) conocidas por nosotros. 
Calculando p, por las fórmulas recurrentes (9) y 110), llegamos a la 
expresión explícita de Dis (S, .-.. Sa). En particular, Py = Sn 
Pa = $ — 257, así que 

de à 


Dis(sp +, 8)= 


MEA P 
PEA (13) 


Sea nos dado ahora el polinomio unitario 
F(X) = X" + aX" d+ Op X + an € P IXI, 


que tiene en P, o en alguna ampliación del mismo F, n raíces cp, +... 
+ «+5 Cn. Como sabemos de las fórmulas de Viete, an = (si X 
X (Cr + « .» En)» 
DEFINICION. E} discriminante de la familia do raices cy, ..., Cp 
del polinomio /, o lo que es equivalente, el valor del discriminante 
Dis (8, , Sn), obtenido al sustituir są por (—l)“az, se llama 
discriminante del polinomio f y se designa con el símbolo D (f). Se 
llama también discriminante de la ecuación algebraica 
fE ma a nan H apo + a c+ 0, (14) 
Es claro, que D (f) € P (recordemos, en relación con esto, el coro- 
lario del teorema 1). Como se ve de Ja definición de diseriminante, 
es también legítima la 
PROPOSICION. D(f) = 0 si, y sólo si, la ecuación (14) tleneratces 
múltiples (por lo menos una raíz de multiplicidad k >> 1). 
Teniendo en cuenta el corolario 2 del teorema 5 del $ 1, tenemos 
ahora dos métodos, que no requieren salir fuera de Jos límites del 
campo fundamental P, para resolver si tiene o no ol polinomio : f€ 
€ P [X] raíces múltiples. Pero, la importancia del discriminante 
no se reduce sólo a esto. Digamos, la fórmula (18). aplicada al tri- 
nomio cuadrado f (x) = X? — aX + b con coeficientes reales a, b, 
a D (f) = a? —- 4b, expresión conocida del álgebra elemental. En 
particular, del signo del D (f) depende el que las raíces de Ja ecuación 
2% + ax + b=Ó0 sean reales o complejas conjugadas. 


En calidad de ejemplo calewlemos también el discriminante de la Mamada 
ecuación cúbica incompleta 


In=P"ar+b=0 (15) 
dado s, = 0 y el cálculo de py por 1 


n el o 
s= 0 p= si 
— hsls: + hss + 283 


fórmulas recurrentes da py = 
. Pa = 5] — 30187 + 34, = —3b, py = s) — 
2 E ho tando, pul Aa rdla (42) Gnn 


3 0 —2 
0 —2a —3b | 
—2a —3 2? 


La oxpresión do D (f) adquiere un aspecto más complejo (en comparación con (16)) 
en el caso de la ecuación cúbica completa 1? + aya? -r apx -i ag = 0, sin 


D= Aad 27h? 


116) 
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embargo, uno puede liberarse de su examen, tul como lo muestra el siguiente 
razonamiento general. 


Pasemos del argumento x a i Sustituyendo z=y — a en la 


ecuación (14)), y usando la fórmula bi 


0 (y E) = Hay an 


o sea, en la nueva conación el coeficionte de y”- es igual a coro. Conociendo 
e 
n 
de la ecuación original (14). Por eso, sin limitación de generalidad so puede 
considorar que a, = 0. 

Si so intenta hallar uva fórmula general para la resolución do la ecuación 
(45) (lo que lograron los matemáticos medievales Escipión del Ferro, Cardan 
y otros), entonces, obligatoriamente, el discriminante (16) entrará en juego 
(véanse las fórmulas (2), $ 2 del cap. 1). 


ial, hallamos, que 


la roiz ya de la ecuación (17), hallamos fácilmente también la raíz zo = yo — 


5. Resultante. La propiedad fundamental de D(f), formulada 
en la proposición del punto anterior, también se interpreta como 
criterio de existencia de raíces comunes (o de multiplicadores comu- 
nes) en el polinomio f y su derivada f’. En la base de este criterio se 
encuentra, al fin de cuentas, el algoritmo de Euclides. Esto da moti- 
vo para suponor, que se tiene un criterio análogo que permite, en 
base a los coeficientes de dos polinomios cualesquiera f, g € P |X], 
resolver inmediatamente Ja cuestión de si tienen o no estos polino- 
mios multiplicadores comunes. Y bien, sean 

PX) = aX" Pr n Una X + dp, 

GAN) = dx O H bm 
dos polinomios con coeficientes en el campo P. Aquí n > 0, m > 0, 
pero no se excluye la posibilidad de que a, =0 o bien bp = 0. 

DEFINICION. Se lama resultante Res (f. g) de los polinomios f y 
£, el polinomio homogéneo (función polinómica homogénea) de sus 
coeficientes (de grado m con respecto a ap, -.-., an, y de grado n 
con respecto a Bos... bm} del tipo 


ly t an 
REE w s 8 
PO IA O 
a) a 4 ün 
Ret a= a O in 
g de n filas 
E a ei 


Esta definición de resultante contiene cierta afirmación acerca 
de los grados de ella como polinomio. Pero esta afirmación se deriva 
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inmediatamente de las propiedades de los delerminantes: si se sus- 
tituye en las primeras m filas a; por taz, entonces, Res (f, g) = 
= (" Res (f, g), después de lo cual queda por referirse al ejercicio 3 
del $ 2 del cap. 5. 

Deduzcamos ahora las principales propiedades de la resultante, 

Res 1. Ros (f, g) = 0 si, y sólo si, ay — 0 =- bo, v si f y g tienen 
multiplicadores comunes en P [X] de grado > 0. 

Convencémonos al principio de que la condición sag = 0 = bp, 
o que f y g tienen multiplicadores comunes en P IX] de grado >> 0» 
se cumple si, y sólo si, existen los polinomios /,, g, no iguales a coro 
al mismo tiempo para los cuales, 


larfg=0, degf <»m degg <m. aš) 
Efectivamente, sea = m.c.d. (f. g), degk=0. Entonces, 
{= hf, g = —hg, y. en consecuencia, fg, + gh = 0. Adomás, 
ileg jı < n, deg g, < m, así que tiene lugar (18). Para ay = 0 = by 
podemos hacer fı = f, - 


A la inversa, alcala con el cumplimiento de (18), que m.c.d. 
(f, 8) = 1, en virtud de la factorizabilidad de P [X] (véaso el $ 3 
del cap. 5) llegamos a la implicación fg, = —2/, => f j 818 
Así que, deg/<n, degg <m, de donde «y =0 

Demostremos ahora la equivalencia de las cond 
Res (f, g) = 0. Haciendo 


hea aap ae EEA a 
a tE de 


y calculando, por las reglas denle los coeficientes del polinomio 
je, + hg do grado < n + m — 1, ese os la condición (18) en 
forma de un sistema cuadrado homogéneo de ecuaciones Jincales 


jones (18) y 


con (n + m) incógnitas du dy os Amas Cos Cis -> Ca 
Apdo + + baco 
ado + agd, +... + bico + boti a9) 


azdo + ad, + ada + + deta bits + bata 


El determinante de i matriz del sistema a (rá exactamente, el 
determinante de la matriz transpuesta) precisamente coincide con 
Ros (f, g). Por consiguiente, el sistema (19) tiene solución no nula 
exactamente entonces, cuando Res (f, g) y cualquier solución 
no nula lleva al par de polinomios fi, g}, que cumplen la condición 
as). E 

Res 2. Sea que los polinomios f y g se desagregan totalmente en 
multiplicadores lineales en P [X]: 


J (X) = a, (X — a) ... (X — 0%.) 
g (X) = bo (X — Bi) -.. (X — Pm). 
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Entonces 


Res(/, ap || g) = (00 11 AG) = arts [| (2. 
pemosmaciox Es claro, que las fórmulas aquí indicadas, si son 
correctas, deberán tener carácter universal, independiente de lox 
tipos particulares de polinomios f, g. Esta sencilla «filosofía», en 
cuya naturaleza no queremos aquí entrar, nos permite limitarnos a 
la consideración del «caso general» cuando, digamos, todos g (%;), . +. 

++ 8 (2%) y todos f (Bi). - - -» F (Bm) son distintos de dos en do: 
Luego, como les (g, /) = (—4)"" Ros (f, g) (véase la dofini- 
ción), entonces, es suficiente convencerse de la voracidad de la rela- 
ción Res (/, g) = ar [| g (œ). Con este fin introducimos una nueva 
variable Y y sobre el campo de las fracciones racionales P (Y) consi- 
deremos los polinomios f (X) y g (X) -- Y. De la definición de re- 
sultante, donde hoy que sustituir bm por bm — Y, se obtiene que 


ParYr +... + Ros (f, 8) 


es un polinomio do grado n con rolación » Y con cooficiento superior 
(—i)"am y con término independiente Res (f, g). Los polinomios 
FIX) y g(X)- g(a) con la raíz común œ; son divisibles por 
— e. En virtud de la propiedail Res t, tenemos Res (f, g — 
—g (a) =0. 
Por el teorema «le Bezout, el polinomio Res (/, g — Y) debe ser 
divisible por g (a) —Y, 1<i<mn. Como todos los g (ai) son 


Ros tg Yi ( 


distintos, entonces, Res (f, g —Y) = aẸ || (g (a) —Y). Para 
iai 


Y = 0 obtenemos la expresión nec: 
Traslademos la definición do discriminantes, dada en el punto 4, 
al caso de polinomios no unitarios, haciendo 


D (f=agr-2 || (a —api=taj=" |} (2,21%, 4970. 
¡Sen Pa 


Ros 3. Tiene lugar la fórmula 


Di) A a Res tf, 1). (20) 
Efectivamente, ile acuerdo con Res 2, 
Best, j= a= f] (00. 


Pero 
F(2)=4 |l (a; — a), 
it 
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que es una consecuencia sencilla de la sustitución X = æ; en la 
expresión general 


"(X)= ed 
r= 2 1] (Aa) 
obtenida por la diferenciación del producto f (X) = aJl, 1X —a) 
De esto modo, E 
Res (f, $) =aj=* [] [| (0,0) 
st 


mo 


=a (1) * a (a; — aj)? = a) (—1) 


DO. | 


La fórmula (20) brinda una expresión explícita para el discrimi- 
nante. 


EJERCICIOS 
1. Con ayuda de las fórmulas de Newton (9), (10), mostrar, que 


—1 (mod p), si m s divido por p—1, 

0 (mod p), si m no so divide por p—1. 
ca, raíces complejas del polinomio X*— X +1. ¿Qué 
Ta ampliación Q (t + ep + e? 

3. El polinomio f (Xy, . . .. X) sobre ol campo P, de caracteristica s42, 
se llama antisimétrico (o alternativo), si (nf) (Xi, » . Xn) = Enf (Xas t Xn) 
Vx € Sa (como siompre, e, es el signo do la mtación). Como ejemplo do 
polinomio antisimétrico, puede servir A, = [] (X; — X). Mostrar, quo cual» 


S 
uier polinomio antisimétrico f € P[Xy, ..., Xn] tiene la forma f = Ay-g, 
donde g es un polinomio simétrico. (Indicación. Considerar / Tomo un poliginio 
con relación a X, con coeficientes en P {X}, ..., Xni). Prestar atención 
4 quo, en virtud do la antisimetría / = O cuando X, — X,- y, en consconencia, 
f os divisible por Xp — Xn -1)- 

4. Usando la propiedad Res 2 y el hecho de la existencia dol campo de 
descomposición de un polinomio (véase el teorema 2 en el parágrafo siguionte), 
mostrar que 


Res (fg, h) = Res (f, h)-Res (g, h). 
5. Del ejercicio 4 y de Ros 3, deducir la fórmula: 
D (ts) = D (f) D (g) [Res Y, JP. 
6. ¿A qué es igual la resultante Res (/ (X), X — 1}? 
ainai) 
7. Mostrar que D(Xn+a)=(—1) T nnam, 
8, Soa [(X)=X"-14 X0-24...-+1. Empleando la relació 
Y 
=(X—4)f (X) y ol ejercicio ant 
HA 
100392 


ior, mostrar que D(f)=(—1) 
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$ 3. CIERRE ALGEBRAICO DEL CAMPO € 


1. Formulación del teorema fundamenta). Scan, P un campo y 
j un polinomio arbitrario sobre P. Como ya se indicó en el punto 2 


del $ 1, la conducta de la función polinómica f; P =P, asociada 


con f, depende esencialmente del campo P. En particular, Im f = P, 
si, on cuanto deg f > O y con respecto a P es aplicable la siguiente 
pericos El campo P so llama algebraicamente cerrado, si 
cada polinomio del anillo P [X] se descompone en factores lineales. 
Esto mismo se puede expresar con otras palabras: El campo P es 
algebraicamente cerrado, si son irreducibles sobre P solamente los poli- 
nomios de grado 1 (polinomios lineales). 

Si cualquier polinomio f € P |X] tiene en P por lo menos una raíz, 
entoces, el campo P es algebraicamente cerrado, Electivamente, enton- 
ces f (X) X -a)h (X), a €P, h €P [X], pero, por condición, 
para el polinomio $ en P también existe, por lo menos, una raíz. o 
sea, A(X) (X —ù)r (X), bEP,r € P [X]. Continuando cste 
proceso, llegamos al fin do cuentas a una descomposición total de f 
en factores lineales. Como f es un polinomio arbitrario, entonces, el 
campo P satisface la definición de cierre algebraico. 

Aunque es legítima Ia afirmación de que, para todo campo P 


existe una ampliación P >P, que os un campo algebraicamente 
cerrado (teorema de Steinits), en un principio no sólo es díficil com- 
prendor la construcción de una ampliación algebraicamente cerrada, 
sino que también la propia idea de tal ampliación. Por eso es más 
grato, quo disponemos, de hecho, de un ejemplo claro y muy impor- 
tanto de campo algebraico cerrado, tal como lo dice el llamado «Leo- 
rema fundamental del álgebra». Precisamente, es correcto el 

TEOREMA 1. Æl campo de los números complejos © es algebraica- 
mente cerrado. 

Formulemos de nuevo esta afirmación fundamental, ahora ya en 
términos de raíces: 

Un polinomio arbitrario f (X) de grado n > 1 con coeficientes com- 
plejos (o reules), tiene exactamente n raíces complejas, teniendo en 
cuenta sus multiplicidades. 

El elevado título de «fundamental» el teorema 1 lo obtuvo ya en 
los tiempos cuando la resolución de ecuaciones algebraicas era una 
de las principales ocupaciones de los algebraistas. En nuestros días, 
el teorema 4 es una de las afirmaciones ordinarias, aunque importan- 
tes, 

Por primera vez la demostración rigurosa del «teorema funda- 
mental» fue propuesta por Gauss n 1799. Desde entonces, han apare- 
cido muchas variantes de demostración, que se distinguen entro sí, 
digamos, por el grado de su algebraicidad. La necesidad de apoyarse 
en Tas propiedades de continuidad de los campos R y € (de otro modo: 
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en la topología de los mismos) se manifiesta de una u otra forma; 
existe incluso una demostración muy breve no algebraica, basada en 
el relativamente profundo concepto de función analítica de variable 
compleja. A continuación se expono una demostración que, por su 
espíritu, es la más algebraica de todas las accesibles a nosotros. Lo 
más natural sería quizás, una demostración que utilizase los medios 
de la teoría de Galois, pero nos limitaremos a esta breve mención. 

La parte no algebraica de la demostración del teorema 1, se 
reduce a los dos lemas siguientes. 

LEMA t. (sobre el módulo del término enperior). Sea 


FX) = aX” + aX aX e ln (1 


un polinomio de grado n >1 con coeficientes complejos arbitrarios. 
Entonces, para la aplicación polinómica 3 —»f (z) del campo © en 
sí mismo, se puede indicar un número positivo r € R tal, que para 
12 | >" se cumplirá la desigualdad 


lar | > [a"n + an 1. 
DEMOSTRACION: Hagamos A = máx (|a |... Jan ) y r= 
=i + 1. Sise toma |z | >r = 1, entonces, obtenemos | ay | > 
7 
> pŠ» de donde, de acuerdo con las reglas de 


las oporaciones 


î fi $ 
con los módulos de los números complejos (véase el $ 1 del cap. 5), 
tendremos, 


=A (j n l+) > lay] [2/24 ... t anl lH anl 
Sjah ae H lanl 1, | 2 284... 4 anza |] 


COROLAKIO. Sea que el polinomio (1) de grado n > 1 tiene coeficien- 
tesreales. Entonces, para lodos los i alores de x € R, suficientemente gran- 
des por su valor absoluto, el signo (del número real) f (2) coincide con 
el signo del «término superior» ay". Ml 

LEMA 2 Kl polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene, 
por lo menos, una raíz real. 

DEMOSTRACION. En virtud de que zes impar, el término superior 
aga" de la aplicación polino» signos, 
según sean positivos o negativos los valores de z €R. Tomando 
estos valores de x lo suficientemente grandes, por sus magnitudes 
absolutas, podemos afirmar, de aeuerdo con el corolario del lema 1, 
que también f (z) tendrá distintos signos. Si, por ejemplo, ay > 0, 
entonces, f (—1) < 0, y f (r) >O, donde r es un número real, to- 
mado de la demostración det lema 4. Del curso de análisis mato- 


169 
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mático es sabido (y esto no es difícil de demostrarlo inmediatamente), 


que la aplicación polinomial f es continua (de otro modo: la función 
racional enlera z —> j ((z), es continua). La función continua f tiene 
ta propiodad de tomar, en el intervalo — < z < r, cualquier valor 
intermedio entre f (—r) y f(r). En particular, para algún c con 
Le | <r será f (c) = 0. El mismo razonamiento sirve para ay < 0. $ 

Con esta afirmación geométrica e intuitivamente clara, nuestros 
razonamientos algebraicos concluyen. La etapa siguiente la leva- 
remos a cabo en un contexto que no tieno relación directa con €, 
y presentaremos una estructura que es interesante por sí misma. 

2. Campo de descomposición de un polinomio. Como frecuente- 
mente sucede, una «mirada desde afuera» a un jemplo muy cono- 
cido, brinda la posibilidad de comprenderlo mejor y de pasar a gone- 
ralizaciones razonables. Recordemos la realización del campo © 
en forma de anillo cociente R [xl/(x* + 1) R [X] (teorema 6, $ 2 
del cap. 5). Sustituyendo aquí R por el campo arbitrario P, y X* + 4 
por cualquier polinomio f € P [X], llegamos al «anillo de clases de 
restos por el módulo (f» o, lo que es lo mismo, al anillo cociente 
PIXV(), donde (A = f-P [X] es un ideal en P [X]. El ideal (f) 
está compuesto de todos los polinomios divisiblos por f y es, de 
acuerdo con el corolario del teorema 5 del $ 2 del cap. 5, el ideal 
más goneral en P [X]. La analogía entre los anillos E y P(X] se 
hace extensible a los correspondientes anillos de Jas clases de restos 
Z, = Zin) y P LX. Es útil repetir las principales etapas de la 
construcción de Z, en el $ 4 del cap. 4. 

Sirven de elementos dol anillo cociente P {X]/(f) las clases de 


restos g = g + (f). cada una de las cuales puede ser expresada en 
la formar r + (f), donde deg r < deg f. Como en el caso de Z, sirve 
de demostración la misma división con resto: si g = gf + r, enton- 
ces, g + (f) = r + gf + (f) = r + (fh, por cuanto af € (f). Es fácil 
observar que los elementos a, a € P, forman en P [X]/(f) un suba- 
nillo isomorío al campo P. Luego, la reducibilidad del polinomio f 
sobre P, o sea, la posibilidad de escribirlo en forma de / = fify 
donde f; € PIX) y 0< dog fi < dog f, implica la existencia de 
i ales de cero en P [X1/(f); precisamente, f; = 0, 
i=1, 2, pero, hja = fa =1=0. 

Supongamos ahora que f es un polinomio irreducible. Si deg 
r< deg f (r 0), entonces, el m.c.d. (r, f) = 1 y ur + vf =1 para 
algunos u, v € P [X] (véase el teorema 3 del $ 3 del cap. 5). En otras 
palabras, 


+ (0) uM = rut Eeo NIA A, 
de donde 


ru=ru=1. 
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Por consiguiente, cualquier elemento 7 =*Ú tiene en P [XIMf) su 
recíproca'u = r”!, Esta observación muestra gue, en el caso de un 
polinomio f irreducible, el anillo cociente P [XT'(f) es un campo, 
contenedor de un subcampo isomorío a P. 

Prestemos atención al clemento especial Y € P [XI4f. Para 
cualesquiera Ap, 4}, - - -, Am € P tenemos 


RA RAR 


OAMI A O. 


En resumen, si g (Y) = Y) a,Y* € P [Y], entonces, g (Ñ) = g (X). 
La escritura g (X) tiene, por supuesto, sentido cuando P se identifica 
con el campo a él isomorfo, contenido en P [X1/(f). En particular, 


t= =1+()=(1)=0, 


o sea, el elemento X € P [XJ/(f) es raíz del polinomio (f). 

Así, es legítimo el 

TEOREMA 2. El anillo de las clases de restos (anillo cociente) P [XI 
resulta un campo st, y sólo si, f es un polinomio irreducible sobre P, 

coxoLanio. Para cualquier polinomio irreducible f(X) sobre el 
campo P existe una ampliación F >P en la cual f (X) tiene, por lo 
menos, una raíz, Como F se puede tomar un campo isomorfo a P [X1i(f) 

De acuerdo con la terminología establecida, es aceptado decir 
que la ampliación F se obtuvo adjuntando a P una raiz e del polino- 
mio f: F = P (e). Con esto = (X —c) g (X), donde g € F [XL 
Se nos ha presentado Ja posibilidad real de construir la ampliación 
del campo P, en el cual el polinomio f se descompone totalmente 
en factores lineales. 

DEFINICIÓN. Sean, P un campo y f un polinomio unitario (no 
necesariamente irreducible) de grado n de P[XY). Entonces, la 
ampliación F DP se llama campo de descomposición de j sobre P, 
si f (X) = (X — cı) . . . (X— cn) en f [X] y F K £m)» 
o sen, F se obtiene de P con la adjunción de Jas raices cp...» Cp 
del polinomio f. 

TEOREMA 3 Para todo polinomio unitario f € PIX] de grado 
n > 0 existe por lo menos un campo de descomposición. 

DEMOSTRACION. La condición de unitariedad no es esencial y 
se usa sólo para comodidad. Sea 


11X) =h (X)... f} X) 
una descomposición de f en factores unitarios irreducibles en P (X). 


De acuerdo con el corolario del teorema 2, existe una ampliacióu 
P, >P, en la cual se tiene por lo menos una raíz del polinomio fy- 
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Esta raíz e, será, por supuesto, lambién raíz de f. Sea que se halló 
la ampliación Pk 5... > Py > P, sobre la cual f tiene la descompo- 
sición 

HX) = 1X — 0)... (X — en) i (Xx)... gs (X) 


con % (no necesariamente distintos) factores lineales, k < n. Utili- 
zaudo do nuevo el corolario del teorema 2 respecto al campo Pr 
y al polinomio unitario irreducible g, € P, [X], construimos el 
campo Prsi > Py, que permite desprender el factor lineal X — Cpu 
Con Crs E as del polinomio £, (X), y, en consecuencia, también 
del polinomio f (X). Si continuamos operando de un modo somejante, 
llegamos a la descomposición total del polinomio f en sus factores 
lineales sobre alguna ampliación P, >P. Bien P,, bien algún 
subcambio suyo /', sorá precisamente el campo de descomposición 
para /. No se excluye, que F coincida con P. 

La demostración dol teorema 3 contiene demasiada arbitrariodad, 
como para lablar de la unicidad del campo de descomposición de 
polinomio j; y, aunquo de hecho el campo de descomposición, con 
exactitud hasta ol isomorfismo, está definido unívocamente, demos- 
trar esto es bastante difícil. No nos os necesaria, por el momento, 
esta propiedad complementaria del campo ¡lo descomposición. 


EJEMPLOS. 3 El tanpi, cuadrático W(y d), cs ef campo de descomposición 
del polinomio X? — 

Si se agrega a A ¿Ta raíz 9 del polinomio irreducible X? + X -+ 1, enton- 
ces, se obtiene el campo Za Br (0, 1, 0, 1, +0} de cuatro clomontos, išo- 
morfo, tanto in al campo Za (XXS A X -È 1), como al campo GF (4) dol punto b, 

Co X +X +1= (X —0) (X a MA O 
Erie del potinomio X? + X + 

t + 1 no sólo os irreducible sobre E annann 
¿lgnos otros canipos, por ene 


composició 
de matrice 
la aplicación 
mos Alención 


Ho aquí, 
Prest 


=i- 5 o soa, ol 
rave indi slicatevd Hol compo 24 (0) aos olamonte aPellano, sl que enS 
bién ciel 


4) De acuerdo con el critorio de Eizenshlein, el polinomio X? — 2 es irre- 


ducible sobre Q. Como no todas sus raíces son reales, entonces, Q (1/2) no 
puodo sor campo de descomposición. Do hecho, de campo de descomposición 


para X? — 2 sirve Q (/2, e), donde e es la raíz primitiva de potencia 3 de 4: 
X'—2= (XD (X—e T3) (X—e? 12). 

3. Demostración del teorema fundamental. Del punto anterior, 

solamente nos son necesarias la definición de campo de descomposi- 


ción y la afirmación del teorema 3. 
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De acuerdo con la observación hecha inmediatamente después 
de la definición de campo algebraicamente cerrado, es necesario 
establecer la existencia de por lo menos una raíz compleja del poli- 
nomio (1). Supongamos primeramente, que todos sus coeficientes 
son reales, además, sin limitación de generalidad, consideraremos 
que ay =1, an +0. Soa 

deg f = 2"n,. 


donde ny es un número entero impar. Si m = 0, entonces, por 
el loma 2, el polinomio / tiene raíz, incluso real. Aplicando la 
inducción en m, supondremos que el teorema ha sido demostrado 
para todos los polinomios con coeficientes reales, la potencia de 
los cuales tiene Ja forma 2», con m' <m -1 (para el factor 
impar ro no se establece ninguna limitación). 

Examinemos el campo de descomposición P iel polinomio 
(X? + 1) x f (X), existente, por el teorema 3, y contenedor de © 
en calidad de subcampo. Soa t4, Us, » . -, tn, las raíces del polinomio 
f en F. Consideremos en F los elementos 


vy = Uy + a (uu), 1<i<jsnm (2) 


donde a es algún número real dado. Hubiese correspondido oscribir 
vıy (a), pero no lo haremos, para no complicar los símbolos, El 
número n’ de los elementos del tipo (2) es igual a 


donde n', es un número entero impar. 
El polinomio 
O O A aa bm 
15H jan 

del anillo F {XI tiene grado n’, y sus raíces, por delfín: 
todos elementos de (2). De acuerdo con las fórmulas de Viete (12) 
del $ 1, los coeficientes bı, . . ., Öns del polinomio fa (X) serán, con 
exactitud hasta el signo, funciones simétricas elementales s, de Vij. 
Sustituyendo en sy (V, + a Un-1 n) las expresiones de los ele- 
mentos viy a trav «y Un, obtenemos Ja función 
hp (Urs + -sy Un) = dr ns, 
que también es simétrica. Efectivamente, para cualquior permuta- 
ción 17 ES, (Sn es un grupo simétrico de grado n) lonemos 


MVE Uat) HA (ay) HU) = Vaio, ap 


(o va(j) a(i), sim (i) > a (f), así que a induce la permutación q 
en un conjunto de elementos del tipo (2). En virtud de la simetría, 
Su (Wis Dres + > => Ono n) no varía con la permulación de los argumen- 
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tos, por eso 
(ERA) (yo ouan Up) = Sa (Wia, Pas -o ar Waai, n) = 

In (Vaza Viss s-os Vnos, n) =h (bs veer Un). 

Notemos, que Ry (ly, - . ., Un) es, cuando X; = un i= 1, n, 

el valor del polinomio simétrico k, (X,, . . ., Xn) con coeficientes 


reales que dependen solamente de a € R. 
Por el teorema fundamental de los polinomios simétricos (teore- 


ma 1 del $ 2), existirá un polinomio ga (Y, . . .. Y„) con coeficientes 
reales tal, que žy (X,, ..., Xn) = 8r (1 (Xi o Xanh oo 
==. Sn (Xi - - =» Xn)). En consecuencia, 

(—L)D4 = hp (tiy -© ey Un) = En (83 (Uts o 0 or nda + + 


2001 Sn (Uas oo a Un)) = Eu (~ans + + ny (—1)” an) ER 
(recordemos, que a; son los coeficientes del polinomio unitario 
j ER IX], considerado). 

Y bien, Jos coeficientes b, del polinomio f (X) resultaron reales 
para cualquier a €R. Como deg j, = n’ — 21 nj (véase (3), 
entonces, por presupuesto de la inducción, f,, tiene por lo menos una 
raíz compleja, que, por supuesto, debe coincidir con uno de los vij. 
Modificando el parámetro a € R, que se encuentra a nuestra dis- 
posición, obtendremos otros polinomios f, (X) con coeficientes 
reales. Pero, a cada uno de ellos, le corresponde un par de índices 
i< j (dependionte de a) tal, que el elemento viy = uu; + 
+ a (us + uy) € F está contenido en el subcampo € del campo F. 
Como los distintos pares de índices i< j son en total (2), y los 
números reales a € R son infinitamente muchos, entonces, se en- 
contrarán dos números reales distintos a, a”, con un mismo par de 
índices correspondientes, digamos, 1, j = 2 (esto es cuestión 
de cómo se numeran las raíces t, . . ., uy) para los cuales 


Uy + a (Uy + u) = 


ihug + a (w +u) =e, ad, 6) 


serán números complejos. Del sistema de ecuaciones (4) se deduce, 


que también 
ee ee” 
aLa ll = CA 7 


u+u= 


pertenecen al campo C. En tanto esto es así, los elementos uy, tg 
serán raíces del polinomio cuadrado 

(X — 11) (X — ua) = X? — (u, + 89) X + Ugo 
con coeficientes complejos. Por las fórmulas conocidas 


m yti / (AF) 
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así que u,, uz también resultan ser números complejos. De este modo, 
para el polinomio examinado f (X) con coeficientes reales, se han 
hallado incluso dos raíces complejas. 

Sea ahora 


FO) =04P +22. Ek as 
un polinomio de grado n con coeficientes complejos arbitrarios 
(puede considerarso a = 1), pero esto no tiene importancia). Susti- 
tuyendo todos los a; por los números complejos conjugados, obtene- 
mos el polinomio 

HX =a X" =a X a. + ik Tn 
Introduzcamos el polinomio 
e (X) =1(X)7() = oX +eXMI+...+ em 
de grado 2n con coeficientes 


e= Y aan k=0,1, 2n 
dm 


Como la operación de conjugación z— Z es un automorfismo de or- 
den 2 del campo C (teorema 1, $ 1 del cap. 5), entonces, e, = 
= aiaj = er, y esto significa, que e, € R. Por lo demostrado, 


el polinomio e(X) con coeficientes reales tiene por lo menos una raíz 
compleja c: E 
He) rf (c) = e (e) =0. 

De aquí se deduce, que bien f (c) = 0, y el teorema queda demos- 
trado, bien f(c) = 0, o sea, áy? + OA od = 
= 0. Aplicando a ambos miembros do esta igualdad el automerfismo 
de la conjugación compleja, obtenemos ay? -+ arts. 
+... F an- +6, =0, o sea, $ (0) =0. 

El cierre algebraico del campo C (y también el hecho de la exis- 
tencia del campo de descomposición del polinomio) es cómodo 
usarlo en la resolución de distintos problemas. 


EJEMPLO. Sea, Sa (1) el conjunto de todas las raíces distintas del polino- 
mio f € € [X], y S, (f) el conjunto de todas sus «unidades»: d € S3 Y) > (d) = 
= 1. Sean ahora f y g, dos polinomios cualesquiera de C [X]. Es necesario 
mostrar, quo 

So) = Sa (8), 5 (=$ 6) =>/()= g (1). 

Como, ovidentemente, So (/) f Sı (1) = Ø, entonces, de acuerdo con los 
resultados del $ 1, es suficente mostrar que | Se () U Sı () >in +1, donde 
n= degj. Por el teorema 1 


y P 
P= [| (X—=c0%, Hia [] Xap, er det, 
i=1 j=l 
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donde 


As=n=YN ty v+n=1S (US, (Ml. 
De acuerdo con el teorema 5 del $ 1, tenemos 
at 


» 5 
ror=e y= |] e |] aa T 
pa pa 


de modo quo (1— v) + (2 — p) =X (a — 1 + — 0 < deg / (Xy = 
=n — Í. En consecuencia, 
v+n>n.1. 


$ 4. POLINOMIOS CON COEFICIENTES REALES 


1, Descomposición cn factores irreducibles en R [X]. Del teo- 
rema 1 del $ 3 se deriva quo cada polinomio f de grado n en C [X] 
puede ser escrito y, además, de un modo único (con exactitud hasta 
la permutación de los factores) en la forma 

FX) = a (X — c1) (X — ea) aoa (X — Ca), 


~+» Cn SON números complejos. Sea ahora f (X) = 
... H aânX +un un polinomio unitario con 
jontos roales aj, . . ., A, y € alguna raíz compleja del mismo: 
e = u + iv, v 0. Aplicando a la relación f (c) = 0 el automorf 
mo de conjugación compleja, tal como hicimos en la demostración 
del teorema 1 del $ 3, obtenemos que también f (c) = 0, por cuanto 
a, = aj. Por consiguiente, f (X) es divisible por un polinomio de 
sogundo grado 
g (X) = (X — 0) (X — ©) = X? —(0+0X + e [l 
= X? — 2uX + (ué + v’) 

con discriminante negativo D (g) = 4u? — 4 (u? — v?) = —4v? < 0. 
La condición D (g) < U es necesaria y snficionte para que el poli- 
nomio cuadrado g ER [X] sea irreducible sobre R. 

Si, luego, Æ es la multiplicidad de la raiz e del polinomio f (X) 
y L< k os la multiplicidad de la raíz c, entonces, f (X) se divide 
por el polinomio de l-ésimo grado g (X): 

1 (X) = g (X)! g (X). 

EL cociente q (X) de dos polinomios de R [X] también será polino- 
mio de R [X], ade para k > l el elemento c EC será su raíz 
de multiplicidad k — l, mientras que 7 no es raíz. Vimos, sin om- 
bargo, que esto no es así, Por lo tanto, k = 1 (la suposición 1 > k 
se examina logamente), o sea, las raíces complejas de cualquior 
polinomio de /? [X] son conjugadas de dos en dos. Llegamos a la 
conclusión de que para los elementos del anillo factorial R [X] 
es legítima la siguiente afirmación. 
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vronemaı Cualquier polinomio unitario f € 3 [X] de grado n 


se descompone de un modo único (con exactitud hasta el orden de los 
factores) en el producto de m < n polinomios lineales X — ci, que 
corresponden a sus raíces reales €, - ~., Cm, y de (n — 10)/2 polinomios 
cuadrados, irreducibles sobre R y correspondientes a los pares de raices 
complejas conjugadas. PM] 
OBSERVACIONES. 4) Un pol 
lineal, bien es 
2) En las des 


mio irreducible de R [X] bien es 
drático, con discriminante negativo. 
maciones del teorema 4 tiene lugar Ja relación 


DiN =i) IDP 


o sea, el signo del discriminante queda determinado por el número 
de pares de raíces complejas conjugadas. lista relación puede obte- 
verse directamente do la definición de discriminante, o bien con 
ayuda de la fórmula contenida en el ejercicio D del $ 2 

3) Las fracciones racionales elementales en el campo R (X) 
tienen la forma (9) del $4, cap. 5. 

2. Problema de localización de las raíces de un polinomio. Exa- 
minaremos el polinomio / ER [X] como una función de valores 
reales z — f (2) del argumento real x, representando la última con 
una gráfica en el plano con el sistema de coordenadas cartesianas 
20y. A las raíces reales del polinomio f (x) (o a los ceros de la fun- 
ción f (x)) responden las abscisas de los puntos de intersección de 
la gráfica con el oje de las x. 

La primer cuestión importanto, con Ja que habitualmente se 
tropieza en la práctica, se roficro a los límites de las raíces reales, 
o sea, al intorvalo a < x < b, dentro del cual deben estar todas las 
raíces reales del polinomio f dado. Hablando con propiedad, del 
lema 1 del $ 3 ya sabemos, que para la [> +4 (ay os el 
coeficiente superior, A = máx (Jar |, ---, 14, 19) la función f (2) 
no se roduco a cero, incluso sí pasáramos al plano complejo. En los 
ejercicios 1—4 se indican límites más exactos para las raícos. 

El problema más general de localización (separación) de las raices 
de un polinomio consiste en indicar para cada ima de las raíces 
reales el intervalo dentro del cual se encuentra solamento una raíz 
real. La primera resolución satisfactoria de este problema, aunque 
un poco voluminosa, fue obtenida por Slurm en 1829. Nos limita- 
remos a la demostración de resultados más parciales, leniendo en 
cuenta, que la resolución total del problema de localización de las 
raícos (especialmente si se consideran todas las raíces, incluyendo 
las complejas, cuando no se habla de intervalos sino qne de domi- 
nios sobre el plano complejo C) se obtiene a un precio muy alto, y 
su simplificación a unas u otras clases especiales de polinomios, 
es objeto de particular preoenpación de los especialistas, No nos 
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releriremos en absoluto acerca de los métodos de cálculo de la «raíz. 
localizada» con un grado de oxactitud dado. La moderna matemática 
de computación dispone de un amplio arsenal de medios para este 
fin. Entrar en detalles aquí, sería inoportuno. 

Felizmente. en muchos casos puede ser suficiente un cuadro 
cualitativo aproximado de la ubicación de las raíces. Una infor- 
mación fundamental brinda la construcción de la gráfica de la fun- 
ción z — f (z), cuyos valores fueron calculados (por ejemplo, con 
ayuda del esquema de Horner) aunque más no sea para los puntos 
donde cl argumento x toma valores enteros. 


Cabo esperar que las raíces de la ecuación algebraica f (2) = 0 
se hallen entre los puntos extremos (o en los puntos extremos), que 
son a sn voz raíces de la ecuación algebraica f’ (z) = 0 de grado 
inferior. El examen de la gráfica permite, en todo caso, obtener 
evaluaciones por debajo el número do raíces positivas y nega- 
tivas, precisamente evaluaciones y no valores exaclos, por cuanto, 
hablando en general, lus oscilaciones de la función x— f (z) en 
algunos intervalos angostos pudieron ser no tomadas en cuenta por 
nosotros. Es notable la circunsta de que las evaluaciones por 
encima para estas mismas mag tudes se obtienen de razonamientos 
muy sencillos, señalados por Descartes ya en 1637. Introduzcamos 
la siguiento 

DEFINICION. Sean 


ao Mis Gim eo y OKUL. (1) 


todos los coeficientes no nulos del polinomio f(X) = aX" + 
aX”... € RIX], escrito en un orden dado. Si aināiry < Ô, 
entonces, se dice, que en el (Æ + 1)-ésimo término tiene lugar un 
cambio de signo. El número tolal de los cambios de signos en la 
sucesión (1) se de con el símbolo £ (f). 

Es claro, que siempre 0 < L (f) < deg j además L (—f) = L (f). 
Notemos también, que / 7) — b uA" -), donde 
el exponente / ce la única AA pa n— y aa, >0. 
tonces, evidentemente, f no tiene raíces positivas. 
puede no tener raíces positivas aún en el caso en 
que L (f) = dey f. Ejemplo: f (X) = X? — X + 1. De todos modos, 
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como veremos, el símbolo £ (f) tiene relación directa con el número 
de raíces positivas del polinomio f. 

LEMA, Sic > O, entonces. L ((X — c) f) = L (f) + 1 + 2s, donde 
sEZ,s>0. 

DEMOSTRACION. Se supone, claro está, que f + 0, así que el sim- 
bolo Z (f) tiene sentido. Si deg f = 0, entonces, L (f) =0, y el 
lema es válido cons — 0. Ruzonando por inducción con respecto 
a deg f, supongamos que el lema está demostrado para todos los 
polinomios de grado < n. Sea, degf =n y 


E TS n EET SS E 
donde an es el primer coeficiente, después de ap, distinto de cero, 


si os que tal existe (k >1). Como £(—f) = L (f), entonces, sin 
limitación de generalidad, consideramos que ay >0. Hagamos 


B(X) - aX" lp X t n 
Es claro, que 
L (f) = L(g) + £, (2) 
donde 


== 
.=3( TER 
Nuevamente se supone que g + Ô, do Jo contrario, Ja demostración 
para f es evidente. Hagunos también, para lo sucesivo, 
(X — c) g (X) — aX HA <- h (X) 
(observemos que g 0 =h DA 
Por presupuesto de la inducción, en virtud de la igualdad (2) 
LUX 08M) =La 1 2UWL) de +2 (8) 
También Lenemos 
(X — c) f = aX" (X — c) — (X —0)g = aX” 
age X" ay X UH + h (Xe 
Si k>1, entonces, evide emaite; TE T, E PES 
+ L((X — 0) g), por cuanto e > 0 (2 — e es el número de cambios 


de signos en la sucesión ap, —ayc, ap). Tomando en cuenta (3) ob- 
tenemos 


LIX —09f=L(M+t +! 
Falta examinar el caso cuando k = 1: 
(X — 6) f = aX™ + (a — ac) X” + h (X). 
Si a, y a, — aye tienen igual signo, entonces, 


L ta, — aye) X” + h (X)) = L (X — 0) 8) 


, donde s=t +1—e>0, 


254 RAICES DE LOS POLINOMIOS (CAP. 6 


m 
LEX =) >e kL- 9g =LA Hs, s=t 
Si a, y 41 — age tie no contrario, lo que es posible sólo cuando 
ay >Ù y e =0, entonces, 
L (a, — ao — agr) X* © h (XY) = LX =98 LE +1i= 
L()+1+2%z+1 


y 
LUX —= 09) > 1 L (la, — aoe) X R(X) LH 1 + ds, 


donde s +- t ó 1-4. Finalmente, si a, -- aye = 0, lo que, nueva- 
mente, es posible solamente cuando ay >0 y e ==0, entonces, 
LUX —= 0) f) <= La XA (X)) — L (a X” + h (X)) 

-LX -989 LA: 14%, si M 

Con ayuda del lema demostrado se obtiene fácilmente la regla 
de los signos de Des 

Teone y El número de raíces positivas del polinomio f con coefi- 
cientes reales coinride con L (f) o es menor en un número par. 

DENOSTIAGIÓN. Sean Cys Cas ++ +s Cms las raíces positivas (no 
necesariamente tas) del polinomio f(X)- aX" +. 

¿+ yx por condición, ao >0 y 4,-, es el último 
coeficiente distinto de cero. Recordando la forma canónica de des- 
composición de un polinomio (teorema 1), podemos escribir: 

MX) = (X — 61) «+ (X — cm) g (X), (4) 
donde gX) — uX" 4 a >0,b>0 (v>0). 
Como ay y b son de igual signo. entonces, Æ (g) ++ 2t es un número 
par. Tomando en cuenta el lema y la descomposición (4), se obliene 
la cadena de igualdades 


IAN 
LUX — es) 9 (x =o) g 2(8—0+1 4 2s > 

Lemy 2 As F sm +0. 
as precisamente expresa la afirmación del teorema, E 
m< L (f). Nos dolendremos ahora en el im- 
portante caso p cuando, por alguna razón, sabemos de ante- 
mano que toda ces del polinomio f son reales. Entonces Liene 
lugar la especificación del teorema de Descartes. 

Tronima 3 Si todas las raíces del polinomio f son reales, entonces. 
para un número m - (f) = m de sus raíces positivas, leniendo en cuenta 
las multiplicidades, es legítima la igualdad m (f) ~ L (f). 

DEMOSTRACIÓN Ilubiese sido relativamente deducir el 
teorema 3 del 2, pero es igualmente sencilla (y, además, instructiva) 
la demostración independiente en la que nos detendremos. 


2 (sitst t), 


La última de ell 
bien, s 
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Por el conocido teorema de Rolle del análisis (o del teorema del 
valor medio), entre las raíces a” y b' de muestro poliuomio 10%. 
existe un número cER, a <c<b', para el que f’ (c) Do 
aquí se deriva que todas las raíces de la derivada f’ (X) son ala 
y que m (f') = m (f) o m (f) — 1. En efecto, sean 0, < cs < 

+ < e, las raíces del polinomio f de multiplicidades my, Me, > +. 
tales quen, | ns- «> - + n, =deg] m n. Porel teorema y del $ 1, 
la derivada f’ Liene las raíces Cy, Les + +, ĉr de multiplicidados n; —1, 
mT i, as mp — 1, y en lo: iervalos entre ellas, por el teorema 
de Rolle, por Jo menos una raíz más ES - A M total, se 
obtienen (m, — 1) =.. 
Jes. Como deg f' >41, entom 
Metr < 0, Y Cp -... Cr iis 
dades ny + ., Ry Ri 3 
«+ e € de multiplicidades 2 S 
cl y, posiblemente, también la raíz cf-ų se 
deJa derivada f' (X), o sea, el número de ellas 
o m (f), como se afirmó. Sirve presión analítica de este hecho, 
la casi toutológica fórmula 


mon lla e A PI, 6) 


Observemos también. que si 
FO) =a XxX" yA, (6) 


doude 4,-y es el último coeficiente distinto de coro, enlonces, en 
correspondencia con la escritura de (4), @p-v = (—1)™ nCis- > Cimb 
donde ĉip >O y b >}. En otras palabras, 


(yoo a, >0. 0 


Razonando ahora por inducción con respecto a n - deg f. supon- 
gamos que el teorema está demostrado para todos los polinomios de 
grado < n. Si en (6) v > 0,0 sea, a, = O, entonces, f (X) — X ef, (X) 
además, m (f) = m (fi) = L (f) = L (f) (m fi) = E (fi), por induc- 
ción. Queda por examinar el caso en que 2, -- 0, Sea 


FAX) =MQ4X "Lp X t 0, 


Entonces 


L=LF )=0 64. 


= 
Vanan-ul 
Pero sabemos (véase (7)), que (—1)"Ma, >0 y (- 134, > 0 


Por eso, ô=} (1 —(—1pm0PH00) y, por consiguiente, Ó=e. 
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Como, por presupuesto de la inducción, L (f) = m (f'), entonces, 
en difinitiva, tenemos L (f) = m (f') + e o, comparando con (5), 
m =L. E 

COROLARIO (caso particular del teorema de Budan — Fourier). 
Sea que todas las raíces del polinomio f son reales. Entonces, el número 
de sus raíces que se encuentran en el intervalo (a, b), es igual a L (fa) — 
— L (fo), donde 


h= y EL 
SS 


Mo=1Xx+9= y Lx 
echen 


son desarrollos en series de Taylor (véase el ejercicio 3). 
DEMOSTRACION. Por dofinición, el número cio, do raíces 
positivas del polinumio fa es igual al númoro de raíces del polinomio 
dado f, mayores que a. La misma observación se refiero a fẹ. En conse- 
cuencia, ol número de raíces del polinomio f, comprendidas entre a y b 
(a < b), es igual a la diferencia m (fa) — m (fs), la cual, por el 
teorema 2, se expresa on la forma Z (fa) — L (fo). 


3. Polinomios estables, El polinomio unitario 


1) =X9 Ra XA a H ag 


con coelicientes reale 
semiplano izquierdo: 


so Jlama estable, si todas sus raíces se encuentran en el 


1(0)=0, ¿=a+if=>a<0 
(véase la fig. 19). La torminología tiene su origen en Ja teoría de ecuaciones 
diferenciales. Los criterios do estabilidad asintótica del comportamiento de un 


Fig. 19 


sistema físico (y, en un sentido más 
en el entorno de la situación de equili 
que 


umplio, mecánico, técnico y económico) 
rio, obtenidos en esta teoría, requieren 


^i 


lím *=0, (8) 


iato 
donde A es una raíz cualquiera del polinomio f, asociada a la ecuación diferencial 
de orden n con coeficientes constantes. Como por la fórmula de Euler (véase (15), 
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Era el problema original de localiza 
cuando 


P1>0, T> 0, 2... lp >0, 9) 
donde 
a 1 o o o o wy 
a 4 E E “ 
mej “ a a a 1 “ 
a. 4 a. a a u 


O Gsh-a Ghob Qeh-s o 


(so supone, que a =0 para $> n). 

Sin pretender demostrar el toorema de Routh—lurwitz (esto es más propio 
hacerlo en otros cursos), prestamos atención a la circonstancia de que la forma 
elegante de su formulación se debe por completo a la teoria de lus determinantes, 
Luego, de acuerdo con ol teorema 1, cuando se cumple la condición (9) ol poli- 
nomio n se representa on forma del producto de factores del tipo X + m, 
X? + vX + w, con u > 0, v > 0, w > 0 y esto significa, que todos los coofi- 
nicientes del polomio estable f (X) son positivos; 


a>, a> O, +... ap >0 (10) 


De este modo, las condiciones (10) son necesarias para la estabilidad del poli- 
nomio / (X). No siendo en el caso general suficientes, ellas permiten, sin embar- 
go, roducir aproximadamente a la mitad el número de las desigualdades deter- 
minantes (9). Esto es cómodo, ya que el cálculo de los determinantes exige 
mucho trabajo. 

EJEMPLO. Para n = 2, ol sistema do desigualdades f', >> 0, Py > 0, es 
equivalente a otro más sencillo: az > 0, a, > Ô, lo quo, de paso, es evidonte 
de las fórmulas de las raíces de la ccna rática. 

Para n = 3 todo se reduce a las desigualdades a, > 
aa, > ag, por cuanto Ty = ay (4,47 — a3)- 

Finalmonto, obsorvemos que el criterio de Routh—Hurwitz no resuelvo 
todas las cuestiones vinculadas con la estabilidad, por cuanto, on la práctica, 
se trata de polinomios y de ocuaciones diforenciales, cuyos coeficientes dependen 
de un parámetro. Las condiciones de estabilidad debon formularse en términos 
dol propio parámetro, lo que ya cs una tarea do naturaleza totalmente distinta. 


a, > 0, 43>0, 


EJERCICIOS 


1. Soa f (X) = aX n + azn 4 ,, . + an un polinomio roal de grado n. 
Mostrar, que el conocimiento de los límites superiores de las raices de los poli. 


nomios / (X), xu($). # (=X), Xy (— E) brinda los limites inferiores y supe- 
riores, de las raíces positivas y negativas del polinomio f (X). 


*) De hecho, formulado mucho antes (en 1868) por el físico inglés 3. C. Max- 
well y resuelto, para grados pequeños por el ingeniero ruso 1. A. Visimegradsky, 
quien se ocupaba del problema de la estabilidad de los reguladores (1876). 
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2. En las designaciones del ejercicio 1 sean, ay > 0; m, el menor índice 
para el cual am < Ô; B, el máximo de los valores absolutos de los coeficientes 
negativos. Mostrar, que 


¿«<1t4+Y Fa 
para cada raíz real positiva del polinomio f (X). (Indicación. Para z > 1 partir 
de la estimación 


f(r) > a” —B En 


lagar (0) 81) 


3. (Fórmula de Taylor). Sea P un campo de característica nula, a EP. 
Para cualquier polinomio f € P [X] de grado n, tiene lugar la fórmula 


02102 or LO ama y O a, 


(Indicación. Derivar k veces la expresión formal 
1(X)=)) d: (X—a)! y hacer X=4.) 


A. Mostrar, que si / (a) > 0, $ (a) >0, .... ¿(7 (a) >O para el poli- 
nomio real f (X) de grado n y con coeficiente suporior ao positivo, entonces, 
1()=0, c> O= e < a. (Indicación. Aplicar el ejercicio 

5, Aprovechando la regla de Jos signos de Descartes, hallar el signo dol 
discriminante de los polinomios X5 — X? -+ 1, X3— 6X — 9 (véase la Obsor= 
vación al final del punto 1). 

6. ¿Puedon los polinomios X8 — X —4 y X? + aX +€ QUX] tenor 
raíces complejas comunes? Recordemos (véase el oj. 10, del $ 4), que elfpoli- 
nomio X5 — X — 1 es irreducible sobro Q. 

7. Mostrar, que las raíces del polinomio f (X) = X3 + uX4 + vX? + w € 
ERIX] con término independiente w 0, no pueden ser todas reales. (Indica- 
ción. Es cómodo pasar al polinomio recíproco X 3f (3) y luego utilizar las fórmu- 
las (12) dol $ 1, y (9) del $2) 

8. Es claro, que si el polinomio entero / (X) = aX” +... + ap tiono 
una raíz e € 7, entonces, e divide ol o independiente an = f (0): 7 (e) = 
= O= ap = c (ag. — ana — api). Mostrar que, a un mismo 
tiempo, c — 4 divide $ (N) = Haz y e + 1 divide f (—1) = H](—1)! a. (Indi- 
cación, f (X) = (X — ¢) g (X) => g (X) € Z [X].) Aplicar estos razonamientos 
a la búsqueda de las raices enteras del polinomio X4 + X3 — X? + 40X — 100 
(respuesta: c = 2). 

9. Convencorso, de que 

F= XR Xn METAL, 1(9=0, eE Q cez 


Undicación, Si e = aib es una fracción irreducible, entonces, an/b = —ajan-1 — 
— azan“2y — — a„bn-1), ¿Qué se puede decir acerca de las raíces raciona- 
los el polinomio entero con coeficiente superior ao sé 1? 

10. Cualquier polinomio f (X) con f (z) > 0 para todas las z € R se puede 


representar ou la forma 
Í (X) = g (XY +2 (Xx, 


donde g, h ER LX]. (Indicación. Con ayuda delteorema 1 descomponer / (X) 
en factores del tipo (X ~- a)? + b°, y aprovechar la identidad formal 

(t -E q (è + 9) (er g9)? (os — ar)’, 
que se deriva de la relación 

lp + igl? r H s13 = 1 (p + 10) (+ 113. 
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11. Obtener indepondientemente los criterios de estabilidad de los poli- 
pomos de grados 3 y 4. Para n = 4 escribir ol mismo en forma de las desigual- 
dados: a = 0, 04 > O. 0109 > ao. do (esas — Gs) > atoe. (Indicación: Ka 
= X3 aX bX + a EB +O), donde e =a + 8, 
= $400, c = PO, además, o, B K E R. Ta estabilidad de w J aula 
le a la estabilidad de los pares d olinomios X° + ax + $ o sea, 
al cumplimiento do las desigualda Eb: So compras 
facilmente, que esto sistema es equivalente al sistana de desigualdades y > y 

0, c >Ô, ab — c > 0. Emplear razonamientos análogos con respecto al 
E roal de cuarto grado). 
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«Ultimamente, cada vez es más difundido 
el punto de vista, que muchas do las 
partes de las matemáticas no son otra 
cosa que la teoría de invariantes de 
grupos especiales» 

(Sofus Lie, 1893) 


Parte IE 
GRUPOS. ANILLOS. MODULOS 


Ei contenido do la segunda parte se puedo calificar como una 
continuación sumamente seria pero, es de esperar, no demasiado 
abstracta, de la primera. Se introducen relativamente pocos nuevos 
conceptos. El lector encontrará sus viejos conocidos del capítulo 4, 
quienes lo conducirán a un dominio de ideas con mayor contenido. 
So recomienda prestar máxima atención al estudio de los ejemplos, 
a los que se dedica casi la cuarta parte dol texto (digamos, el mate- 
rial del $ 1, cap. 7, y del $ 3 cap. 8, se consideran, naturalmente, 
como ejemplos). Por otra parte, éstos se han seleccionado con la 
intención de teuder un puente entre el álgebra y otras partes de las 
matemáticas. Si, como resultado, al Jector se le fortalece el senti- 
miento de unidad de las matemáticas, entonces, la mota buscada 
por el autor en la segunda parte del libro, deberá considerarse alcan- 
zadas 
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Capítulo 7 a 
GRUPOS 


En este capítulo se desarrolla el concepto de grupo, introducido 
en el capítulo 4. En primer lugar, se hace incapié en el estudio de 
un gónero distinto de «operaciones» naturales de los grupos, y no en 
la consideración de grupos abstractos, a los cuales se les han dedicado 
muchos trabajos especiales. Precisamente, las realizaciones con- 
cretas de grupos han dado impulso al desarrollo de la teoría general 
de los grupos y le otorgaron a olla reputación de instrumento útil 
de investigación matemática. 

En el fondo de ejemplos particulares (pero, observemos, impor- 
tantes) se haco más insistente la idea «lo considerar los (homo-, opi 
iso-) morfismos de grupos, así como las estructuras teóricas do gru- 
pos, que permiten reducir el estudio de objetos complejos al de más 
sencillos. 


$ 1. GRUPOS CLÁSICOS DE PEQUEÑAS DIMENSIONES 


1. Definiciones generales. El curso de álgebra lineal y de geo- 
metría nos suministra nuevos tipos de grupos, merecedores de que 
nos detengamos en ellos con un poco de mayor atención. La separa- 
ción, en los grupos de transtormacionos do los subgrupos de espacios 
afines, euclídoos y hermitianos, que dejan en su lugar un punto fijo 
(por ejemplo, ol origen de las coordenadas) lleva a los denominados 
grupos clásicos GL (n), SL (n), O (n), SO (n), U (n), SU (n). Obser- 
vemos, que el lugar verdadero de los mismos, se halla entre los 
llamados grupos de Lie. Correspondería agregar por lo menos 
también el grupo simplicial Sp (n), pero no nos hemos propuesto la 
descripción de todos los grupos clásicos; esto se hace en otros libros. 
Para n no grandes se dicen grupos clásicos de pequeñas dimensiones. 
Con los grupos GL (n), SL (n), hemos tenido la oportunidad de encon- 
trarnos antes (véase la parte 1). Deseando evitar una gran dependencia 
de la geometría, recordemos, que la elección de la base ortonorma- 
lizada en el espacio conduce a una definición matricial equivalente 
de los grupos ortogonal y unitario: 


O (n) = {A € M, (R) | A-A = A*A = E}, 
SO (n) = {4 €O (n) | det A =1}, 
U (n) = {4 EM, (C) | A*-A = A -A* = E}, 
SU (n) = {4 € U (n) | det A = 1}. 


Aquí A* = Wes la matriz que se obtiene de A = (a;;) por trans- 
posición y sustitución de los coeficientes a;y por los números com- 
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plejos conjugados á;y Los grupos SL (n), SO (2), SU (n), llevan el 
nombre de especiales (lineales, ortogonales y unitarios). En parti- 
cular, 
0(1)=(+1) S0(1)=(1), 
U=), SUR 


so- E EN 


1 
mo. da [o<e<2n] =U(1. 


El isomorfismo entre los grupos SO (2) y U (1) se da por medio de 
la correspondencia natural 

cosp —senp |e. 
senp coso 


Como la represontación goométrica de los números complejos eto, 
O< q < 2a es la circunferencia S* do radio unitario en R°, enton- 
ces, se dice también, que el grupo SO (2) y la circunferencia S! 
son topológicamente equivalentes. El sentido exacto de esta tormi- 
nología se explica en el curso de goometría. 

Una relación admirable y mucho menos evidente existe entre 
los grupos SU (2) y SO (3). Dotengámonos previamente en la repre» 
sentación geométrica del grupo SU (2), que nos llevará posterior- 
mente a la representación geométrica del grupo SO (3). 

2. Parametrización de los grupos SU (2), SO (3). Por el conocido 
teorema de Euler, cada elemento del grupo SO (3) de las rotacionos 
propias del espacio euclídeo tridimensional R? es la rotación alrede- 
dor de cierto eje fijo. Digamos, las matrices 


a o 0i 
cosô —sen8 
Y 


coso —senjp 0 
sen p cosp 0 
0 0 14 


responden a las rotaciones alrededor de los ejes Oz y Oz respectiva- 
mente a los ángulos p y 9. Utilizando la parametrización de las 
rotaciones con los ángulos de Euler q, 8, y (0< p, y < 21, 0< 0 < 
< a), cuyo sentido geométrico por ahora no nos interesa, cualquier 
matriz A € SO (3) puede escribirse en la forma, 


A = BoBo e 


donde By, Bo, By, son las matrices indicadas más arriba (1). 
Sea, además, 


lB.= » G= (1) 


sen 8 cos® 


el; devo: 
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Tenemos 
far ô —B 
e A Y 
S [5 E ; a 
Como g € U (2) e g* = g7, entonces, Ô =a y y = — P. De este 
modo, cualquier matriz g de SU (2) tiene la forma 
ap 
laz } [el p=. (8) 


Inversamento, si g es una matriz del tipo (3), entonces, evidente- 
mente, g E SU (2) En consecuencia, cada elemento del grupo SU (2) 
gueda determinado unfvocamente por un par de números complejos 
a, B, tales, que la 12 +18 =1.Si se hacen a= a + ¡dy 
a +ib, con ap Br ER, i= V =i, entonces, la condición 
ap +[BP=1 escrita en forma 
aitai p+pi=t, 
permite decir, que el grupo SU (2) es topológicamente equivalente 
(Romeomorfo) a la esfera S* en el espacio real cuatridimensional Re. 
Prestemos atención a las matrices unitarias 


¿E 0 cos ¿send 
dy= el œ= $ ol: (4) 
a ¿E iseng cosȘ 


Como se demuestra en el curso de álgebra lineal (y, en el caso 
dado, so comprueba inmediatamente), para una matriz unitaria del 
tipo (3) existe una matriz unitaria u tal, que 

g =Uby un 6) 


t de 
con À =e 3, determinado por la ecuación cuadrática 


A = 2a +1=0, 
Observemos también, que cualquier matriz (3), siendo af + 0, 
puede tomar la forma 
su s-t 
a a 
a(o, 0, y) = becob = o te o qep © 
xo. 2 y. 
isen 7 e cos 7 e 
donde 
USY<2a, USO<A, 0L Y <n *). 
+) Más adelante se verá, que q, © y son los mismos ángulos de Euler. 
A las matrices unitarias +g se las pone on correspondencia a un mismo giro 
Eo C eso el codominio de variación de p se restringe al semiintervalo 
O 2a). 
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Es suficiente hacer 


9 
la]=cos $ ,» Arga= ==, IBl=sen>, Arg B= 


aprovechando la circunstancia de que cada número complejo z 
so da mediante dos parámetros reales | z | y arg z (Arg z es el valor 
principal del agrumento arg z). 

Ahora estamos preparados para comenzar a resolver el problema 
fundamental de este parágrafo. 

3. Epimorfismo SU(2)-> SO(3). En correspondencia a cada vec- 
tor 2 = Tje; + Z4, + tzes del espacio cuclideo tridimonsional R? 
con norma N (2) =z? + z} + zi, ponemos Ja matriz compleja de 
segundo orden 

Za Ty dde 
ajr — è () 

am jt Ty 
El espacio M% de las matrices del tipo (7) está compuesto de todas 
las matrices hermíticas con traza nula (Hy = Hy, tr Hy = Ù), ade- 
más, la correspondencia entre los vectores z ER? y las matrices 
H, € Mi, resulta, evidentemente, biunívoca. En particular, a los 
vectores básicos €, €z, € € R? les corresponden las matrices básicas 


ha = Her 
0.4 04 10 
aob O E E © 


IH, = tyly + 2h + Talin 
M} = < hy has ha >re 


Observemos, que a cada operador lineal Hs —H, en My 
con matriz 4 en la base (8) le corresponderá un oporador lineal 
totalmente determinado D: z | —y en R? con la misma matriz A 
en la base €,, €, êa, por cuanto Hax = 0H y. Hers = Hy + Hyn 
Como en el futuro no se usarán otras bases, a veces identificaromos 
los operadores con las matrices que les corresponden. 

Soa ahora g un elemento fijo del grupo SU (2). 

Examinemos la aplicación 

Dj : Ham gig’ (9) 
Como las trazas de matrices semejantes coinciden, entonces, 
tr Dj (H,) = ir H,=0. Además, g* = 'Ẹ = g7, por eso 


(6H82)* = (e *Mig* = gH ag~ 
y, en consecuencia, O (H) € M% 


H,= 


hm 


h ntin 


=H, 
niz —Ya i 


01) 
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donde y = (yı, Ya, Ys) ER? De las igualdades definitorias (7) 
y (9), se observa, que 
Di (Haz ari) 0D 4 (Ha) + 0D (Hw). 
Por lo tanto, la aplicación O¿ (respectivamente, D¿) es el operador 
lineal en Mi (respectivamente, en R°). 
Mostremos, que D¿: R3=> R? os un operador ortogonal. 
Efoctivamonte, 


N(D,(2)) = N (y) = 


è+ Yi +y = det Hy = —det DH )= 
—det gH g = —det H=2+2423=N (2), 
o sea, Dy conserva la norma y, en consecuencia, el producto escalar. 
Hasta ahora no queda claro si cambia o no D, la orientación del 
espacio R° que depende del signo del det D,. Sólo sabemos que 
det D, = +1. 

Como se deduce de la definición, 

OR (DRH) = E, ADE = (8182) Ha(818)" = Dira ado 
además, Dj es la matriz unidad ortogonal do orden 3 para E = 


= |j g (| ESU (2). Por lo tanto, la correspondencia 
D :g— 0, (0 D*:g— 0;) 
es un homomorfismo de SU (2) en O (3). El núcleo Kor O = Ker W* 


está formado de matrices unidades g, para las cuales D¿ = Op. 
Con otras palabras 


Ker 0 = {g € SU (2) | gH = Hg, YH € My) 

= {g ESU (2) | għ; = hyg, j = 1, 2, 3), 
dondo hy, hy, hy son Jas bases (8) espacio M$. La verificación directa 
muestra que 


g= 


a 
L; La y ghj=h2, 1<¡<3>g= +E>Keor O=(+ E). 


Echomos una mirada a las imágenes de las matrices unitarias (4) 
sen presencia de un automorfismo de (D. Efectuamos el cálculo para 
0* en la base (8): 

(cos q) A + (sen 9) ha, 

(sen 9) 4 + (cos q) ha, 

2 

Por lo tanto (aquí pasamos libremente de D* a D y de las matrices 
a los operadores), D, = B (véase (1)) es el giro del espacio ouclí- 
deo tridimensional R° en el ángulo alrededor del eje Oz, (0 ha)- 
Si se eligon tales p y u, que se cumpla la relación (5), entonces, por 
<uanto PD es un homomorfismo, tendremos 


D, = ODD y det OD, = det D e1 «(det D) = 1. 
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Esto muestra que, efectivamente, D es un homomorfismo de 
SU (2) en SO (3). 

De modo análogo se verifica, que Day = Co es ol giro a un ángulo 
0 alrededor del eje Oz,» Ahora, para cualquier matriz A € SO (3) 
tenemos 


A= BC 0B y= Ohe Pcg Dog = Org, ehy = Da to, 8, v» 


En consecuencia, la imagon Im ® contione todo ol grupo SO (3), y hemos domost= 
rado al 

TEOREMA 4. El grupo SO (3) es la imagen homomorfa del grupo SU (2) st 
existe el homomorfismo D: g => Og con núcleo Ker ® = {+E}. Cada giro 
de SO (3) responde exactamente a dos operadores unitarios g y —g de SU (2) $f. 

4, Representación geométrica del grupo SO (3). Del toorema 1, so deduce 
inmediatamente el 

GOROLARIO. El grupo SO (3) es jopológicamente equivalente (homomorfo) a 
espacio real proyectivo tridimenstonal R(P3). 

Efectivamente, vimos en el punto 2 quo los elementos de SU (2) so hallan 
on correspondencia biunívoca con los puntos de la esfera 5% on el ospacio roal 
tetradimensional Rs. A los operadores lincales +g SU (2) les corresponden 
puntos diametral ¡ente opuestos en 5%, que con el homomorfismo (D so juntan 
(identifican). Se obtiene uno de los modelos del espacio proyectivo R(p%). 

En el curso de álgebra lineal y geometría, el espacio proyectivo R(PM) 
se dofine como el conjunto de rectas del espacio R%* que pasan por el origen 
de las coordenadas O. Cada una de estas réctas intorseca la osfora unitaria 5% 
con centro en O, exactamente en dos puntos diametralmente opuestos. Dando 
uno de ostos la recta so detormina unívocamonto. Esto significa, quo 
el espacio R(P%) puedo sor definido como espacio cociente de la osfera unitaria 
Sn de R"*1, on relación a la equivalencia establecida para los puntos diametral- 
mente opuestos de la esfera SA, En nuestro problema no entra ahora la tarea 
de topología en R(P%), 

lomos llegado a un resultado relativamente inosporado. En la esfera S3 

y on ol espacio proyoctivo R (P*) se establecen estructuras de ro en el pri- 

mer caso SU(2), on el segundo SO(3). Cualquier intento de dar la estructura 

un grupo contínuo on 5% o on 2 (P3) safrirá un fracaso (resultado que no 
tiene vinculación con nuestro toma). 

De acuerdo con el teorema 1 y su corolario, ol GELDO S048) es ados voces 
menor» que SU(2). La existencia dol epimorfismo S (E zr SOM haco natural 
el preguntar sobre la oxistencia del monomorfismo SO(3) 
en el cap. 8, que la respuesta a esto interrogante es negativa. 


EJERCICIOS 


1. Llenar las lagunas en la domostración del teorema 1, o sea, comprobar 
efectivamente (sin citar el curso de álgebra lineal y geometría) todas las peque- 
ñas afirmaciones, comenzando con la igualdad El 

2. Utilizando la representación geométrica del grupo SU(2), mostrar que 

(0, 1, 0, 0) «(0, 0,4, 0) = (0, 0, 0, 4) = (O, 0,1, 0) e (Ù, 1, O, 0) e 
(producto de puntos en $3), Los mismos puntos (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), 
examinados en R (P), son permutables. 

3. Mostrar, que si los coeficientes de las matrices unidados 


(2). Veremos 


eost tsen t esd sent 
K= ai ro 


z z 
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¡E 
z 


0 
se diferencian con respecto a £ haciendo luego + = 0, entonces, so obtienen las 


matricos 
ijo 1 i i 0 i i 
Mag li «l= yie feg Io il qe» 
i 


è jji o 
ell) + 
que conformon la base del espacio Mz de las matrices hermíticas antistmétricas 


jk trkih 
i er E 


con traza mula: K* = —K, tr K = 0. 


$ 2, OPERACIÓN DE LOS GRUPOS EN LOS CONJUNTOS 


1. Los homomorfismos G> S(Q). Para nosotros, la teoría de 
grupos comenzó en el capítulo 4 con ejemplos de grupos de trans- 
formaciones, los subgrupos del grupo S (Q) de todas aas aplicaciones 
biunívocas del conjunto Q en sí mismo. Esta forma de acceder al 
tema, respondo al camino histórico por el que se desarrolló esta 
teoría, y al significado que los grupos do transformaciones tienen 
en otras partes de las matemáticas. La llamada teoría abstracta de 
los grupos, fruto de una época posterior (primera mitad de nuestro 
siglo), se alejó de los grupos de transformaciones, pero muchos de 
sus conceptos llevan lo marca de los viejos tiempos. Precisamente, 
la fuente de esos conceptos la hallamos en la idea de realización 
(representación) dol grupo dado G en $ (Q), donde & es un conjunto 
elegido adecuadamente. Es cómodo entender como realización de 
G en S (Q), cualquier hbomomorfismo V: G> S (Q). Si ®; es una 
translormación de S (Q), que responde al elemento g € G, entonces, 
D = ep esla transformación unitaria Q> R y Oya = Dg © Dj; 
g. h €G. La imagen 0, (z) del punto (elemento) z € & respecto a la 
transformación $, frecuentemente se designa simplemente con el 
símbolo gh, lo que da Jugar a hablar sobre las aplicaciones (g, z) 
> gz del producto cartesiano (G, Q) en Q. Sería más correcto escribir 
gozogsz, para que no hubiese confusiones con la multiplicación 
en G pero en la mayoría de los casos no os necesario. Las propiedades 
de la transformación Pg, antes señaladas, se escriben en la forma 


G) e=, ZEN, 
(ii) (gh) z = g (ha), g, hEC. 
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Cada vez, cuando so tiono la aplicación (g, 2) > gz del producto 
cartesiano G X Q en Q, que satisface Jas propiedades (i), (ii), se 
dice que el grupo/opera (a la izquierda), sobre el conjunto Q, y que 
Q os un G-conjunto. Por otra parte, teniendo un G-conjunto Q, por 
medio de la fórmula 

-Dg (1) =87, TEQ, 


definimos una aplicación Dy : 2> Q, para cada g €G, además, de 
(i), (ii), se deduce, que D: g->D, será un homomorfismo de G 
sobre S (Q). También se dice (en especial, cuando | Q | < œ), que 
con Ja operación de G sobre Q so asocia la representación (W, Q) del 
grupo G en el grupo de permutaciones. El núcleo Ker Y so llama 
núcleo de operación del grupo G. Si ® es un monomorfismo (de otro 
modo: si gz = z, V z € D = g = e), entonces, se dice que el grupo 
G opera efectivamente sobre el conjunto Q. 

OBSERVACION. Cada operación de G en Q induce la operación de 
Cen*=2X... X Q por la regla evidenle: g-(z, 2) = 
== (gZ, .-.» 821). Además, so tieno la operación inducida de G 
sobro el conjunto de todos los subconjuntos P (Q) (véase el ejercicio 
4, $ 5 del cap. 1). Hacemos g Ø = Ø, y si T es un subconjunto no 
vacío en Q, entoncos, gT = (gt | 1 € T}. Las propiedades (i), (ii) 
se verifican inmediatamente. Es fácil comprender que 7 y gT tienen 
igual potencia, puesto que G indice la operación sobre los subcon- 
juntos equipotentes. 

2. Orbitas y subgrupos estacionarios de puntos. Dos puntos x, 
z’ EQ se llaman equivalentes con rolación al geupo G, que opora 
sobre Q, si z' = gx para algún elemento g €G. Las propiedades de 
reflexibilidad, simetría y transitividad, obtenidas facilmente con 
ayuda de (i), (ii) (véase ol p. 1), muestran, que estamos en presencia 
de verdaderas relaciones de equivalencia, que dividen Q en clases 
disjuntas de oquivalencia. A estas clases de equivalencia se adopta 
llamarlas G-órbitas. Ta órbita contenedora del elemento zo € Y, es 
natural designarla con el símbolo G (xp); de ese mudo, G (29) = 
= {gza | g € G). También se emplean, sin embargo, otras notaciones, 
que subrayan las particularidades de una u otra operación de G 
en Q. El concepto de órbita se tomó de la geomotría. Si, por ejemplo, 
G = SO (2) es un grupo de rotaciones en un plano alrededor del 
punto do origen O, entonces, la circunferencia con centro on O, que 
pasa por P, servirá de órbita del punto P, y el conjunto Q = R? 
será la unión de las circunferoncias concéntrias, incinyendo la de 
radio nulo (el punto O). Para nosotros, el concepto de órbita Lampoco 
es nuevo. Lo utilizamos on el cap. 4 para la descomposición de la 
permutación z € S, en un producto de ciclos independientes. En 
calidad de G se tomó el grupo cíclico (1). 

Sea xy un punto fijo en Q. Examinemos el conjunto 


St (zo) = {g EG | 829 = 29) 2%. 
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Como exp = zo, y g, h ESt (zp) = gh- E St (29), entonces, St (20) 
es un subgrupo en G. Este se denomina subgrupo estacionario (o esta- 
bilizador) en G del punto zy € Q y frecuentemente se anota con el 
símbolo Gy, Para la operación antes considerada del grupo SO (2) 
sobre R? tenemos St (0) = SO (2) y St (P) =e, si P #0. En el 
caso general 


ga =g1 <> gy E St (zo) => g' € g St (xo). 


En consecuencia, las clases adjuntas para la izquierda g St (zp) 
del grupo G respecto al subgrupo estacionario St (zo), se encuentran 
en correspondencia biunívoca con los puntos de la órbita G (zo). En 


particular, 
Gard G (zo) = Card (G/St (z)) = (G: St (zo). (1) 


Aquí, como antes, G/St (zp), cs el conjunto cociente de G respecto 
a St (ao). y (G : St (29)) es el índice del subgrupo St (zo) en G. 
La potencia Card G (xp) muchas veces se llama longitud de la G-órbi- 
ta del punto zo. 

De (1) y def teorema de Lagrange se deduco, que la longitud de 
cualquier órbita con relación al grupo finito G, es divisor del orden del 
grupo. 

rostemos lumbién atención al hecho de que el punto z, en la 
parte derecha de las relaciones (1) puede ser sustituido por cual- 
quier punto xy EG (zo). En efecto, 


Card G (zo) = Card G (23) = (G : St (43). 


Una afirmación más contundente sobre los subgrupos estacionarios 
consiste en lo siguiente. Sea Zo = gTọ. Entonces 


St (xj)gz, = St (23)2 = 24 = 8%o, 


de donde 
ESA (aj) gx. = To, o sea, east (rec St (2). 
Análogamente, 
g St (zo) E St (2), 
por cuanto 


St (ro)g zp = St (29)a) = Zo = Ez. 


Esto significa, que tienen lugar las igualdades 
St (26) = St (zo)g = {ghg |h E St (20). 
En el espíritu del ejemplo 1, ce 


¡siderado más abajo, dos subgrupos 
J1, U =G se Haman conjugados, si H' = glg > para algún g EG. 
Expresemos los resultados obtenidos en forna de teorema: 
TFOREMA £ Sea que el grupo G opera sobre el conjunto Q. Si dos 
puntos Xq, z' € Q están situados en una órbita, entonces, los subgrupos 
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estacionarios de ambos, son conjugados: 
Ta = Ely > St (2)' = g Sl (20)87. 
Si, luego, G es un grupo finito, y 
2-2U2%U...U 2 


es una particulación de Q cu un número finito de órbitas con los 
representantes Zi, Zz, « --, Zp, entonces, 


191=2, (6: STe) y o 


La fórmula (2) sirve de base para muchos aplicaciones del «método 
de órbitas» a los grupos finitos. 

3. Ejemplos de operaciones de los grupos en los conjuntos. Nos 
detendremos sólo en ejemplos, propiamente referidos a la teoría 
do los grupos. 

EJEMPLO 1. (operación por conjugación). En Q =G so defino la: 
operación de cualquier elemento g € G mediante la fórmula 


a— Is (z) = 8287, VoEG. 


Se podría haber escrito g o z = gzg-!, pero hemos proferido utilizar 
nuestra vieja notación del p. 2, $3 cap. 4 para el automorfismo inter- 
no /¿, que corresponde al elemento g E 6. 

La operación ¡g, identificada con la operación /¿ € Inn (G), se 
Mama por conjugación (o por transformación). Le sirve de múclco ol 
centro del grupo G: 

Z (G) = {2z EG | Te (3) =z, Vg EG} = {Z EG | zg = gz, Yg EG). 
La órbita del elemento z € G = Q, denotada aquí con el símbolo 20, 


se llama clase de elementos conjugados, o sencillamente, clase conjugada 
contenedora de x. Si a, b € 2%, entonces, a veces se escribo a~ b. 


c 
Para el subgrupo estacionario St (z), llamado en este caso centrali- 
zador del elemento z, con más frecuencia se emplea la denotación 
C (a) (o Ce (2), si on necesario separar el grupo G). 
La operación por conjugación, de acuerdo con la observación 
al final del p. 4, se traslada a los subconjuntos y subgrupos en G. 
Dos subconjuntos X, TG son conjugados, si T = gg- para 
algún n €G. Sea H un subgrupo en G. Se acostumbra decir, que 
N (H) = St (H) = {g €G | gHg7 = ll} 
es el normalizador del subgrupo H en G. En particular, H < G (H es 
un subgrupo normal en G), si N (H) = G, lo que está de acurdo con 
las definiciones del cap. 4. En correspondencia con Jas relaciones (1), 
la longitud de la órbila HC (número de subgrupos conjugados con H) 
coincide con el índice del normalizador N (H) en G. D 
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Sean, luego, G ol grupo finito y a$ , . . ., 72, sus clases conjuga- 
das, además, las q primeras de ellas sun unielementales: 
af = (a) int... (1 = e) 


Entonces, Z (G) = {fi Ta ». -s Zq}, y las relaciones (1) y (2) se 
reoseriben en la forma 


I4/=(6: C(z,)); a) 
¡61=12(61+ $ (6:C (z). e 
L 


Sea, digomos, G = Ss. Entonces, r , q = 1 (o sea, Z (Sy) = 6) y 
Si = (9 U (42), (13), (23) U ((123), (132)) 

es la partición de S, en clases conjugadas. Las dimonsiones do estas 
clases (longitudes de las órbitas) dividen al 6 = | S4 |, como lo 
prescribe la relación (1'). La relación (2) conduco inmediatamente 
a la siguiento afirmación interesante. 

TEOREMA 2. Cualquier p-grupo finito G (grupo de orden p" >1, 
p es un mámero primo) posee un centro Z (G) ++ e. 

DEMOSTRACION. Si G es un grupo abeliano, entonces, G = Z (G) 
y no hay nada que demostrar. En caso contrario r > q, (G : C (Xp) = 
=p", n> 1 cuando i >g, y la relación (2), reescrita en la forma 


bd 0 
P =12(01+ 2,2% 


muestra, que |Z (G) | so divido por p. B 
La existencia del p-grupo no abeliano es fácil de establecer. Es 
suficiente examinar el grupo de las matrices triangulares superiores 
01.» 


-| a, b, sez) 
001 


con coeficientes en un campo finito de p elementos, 

viempro 2, (traslación). La aplicación La: G— G, definida por 
la fórmula La (g) = ag, que utilizamos en la demostración del toore- 
ma de Cayley (véase el $ 3 del cap. 4), con frecuencia es llamada 
traslación por la izquierda en a. Como eg = g y (ab) g = a (bg), en- 
tonces, las Lraslaciones por la izquiorda provocan la operación de G 
en sí mismo, y ésta induce la operación en los subconjuntos del 
grupo G. Sean, en particular, H el subgrupo y G/H ol conjunto do 
las clases adjuntas por la izquierda respecto a gH, g EG. 

Es claro, que la aplicación 


(z, gH)— g (8H) = 29H 


L 
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determina la operación Z” del grupo G en Gilf. El núcleo Ker 1% 
de esta operación es el conjunto (rEG | LU (gH)=gl1, Ve € G} = 
z EG | LE (gB) =gll, Wg EG) = {z €G, agf — gh, Wg EG). 

n otras palabras, æ € Ker L" < grg € H para todas g EG 


o, lo que es equivalente, x € gMg-', Vg EG. 
De este modo, 


KerL”= f Hf 
sec 


es e) mayor subgrupo normal del gro G, contenido en H. La efec- 
tividad de la operación de G en G/H es equivalente a la ausoncia del 
subgrupo Kc H, K +e, normal en G. 

En todo caso, cualqu ia H de índice n en G puede 
usarse para la reprosentación (L%, G/H) del grupo ( con permuta- 
ciones LF en las clases adjuntas G respecto a H. Esta representación 
(posiblemente, no exacta) es mucho más económica que la obtenida 
mediante el empleo del teorema de Cayley. 

EJEMPLO $. (grupos transitivos). El grupo de las rd 
GC Sn que opera en el conjunto Q = (1, 2, ..., n}, se lama 
transitivo, si la órbita G, de algún (on consecuencia, cualquier) 
punto ¿€ Q coincide con Q. Con otras palabras, la operación G X 
X Q— Q es transitiva en Q cuando para cada par de puntos ż¿, j € Q 
se halla por lo menos un elemento g € G con g (i) = 

Sea Q™ una colección de subconjuntos /-clemontales ordenados 
on Q, El grupo G, quo opera en @, induce la operación on QM; si, 
además, tiene lugar la transitividad en QU), entonces G, se lama 
k-transitivo on Q. Digamos, el grupo simétrico S, es n -transitivo 
en Q, y el grupo alternativo An, es (n — 2) — transitivo. 

Cualquier grupo G opera con transitividad en el conjunto G/H 
de las clases adjuntas por la izquierda G respecto a H (véase el 
ejemplo 2). Efectivamente, si gH, gyHf son clases adjuntas, entonces, 
gue! (gH) = g,H. Con más razón es sorprendente, que sobre los 
grupos k-transitivos para k > 5 se sabe muy poco. Existe incluso 
una hipótesis de C. Jordan (no demostrada) de hace más de un 
siglo, que tales grupos son sólo dos: Sn y An- 

Nos disponemos a obtener curiosos resultado; 
sobre los grupos transitivos, que nos serán necesarios en adelante. 
Sea G un grupo transitivo en Q, El grupo estacionario St (i) del punto 
i € Q lo designamos con el símbolo G,. Sabemos (véase el teorema 1), 
que si i = g, (1): ontonces, G; = g,6,87',¿—1,2,...,n (gı = €). 
Además, se puede tomar los elementos g; en calidad do representan- 
tes de las clases adjuntas por la izquierda G respecto a G: 

G =G U 2:61 U -..U BuG (3) 
En particular, |G | = n |G, |, lo que concuerda con los resultados 
generales sobre las longitudes de las órbitas {véase el p. 2). 
18—0392 


cuantitativos 
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TEOREMA 3 Sea G un grupo transitivo en Q, y, para cualquier 
ZEG sea N (g) el número de puntos en Q, que quedan en sus lugares 
para la operación de g. Entonces: 
(i) Y N (g) = 16 | (dividiendo ambos miembros de la igualdad 
o 


Ki 
(i) por |G |, obtenemos, que sen promedio» cada elemento deja fijo 
un punto); 

(ii) si G es un grupo 2-transitivo, entonces, 


X, N (8}=2 GI. 
EEG 
DEMOSTRACION. (i). Tenemos. 


2 N@= Dr) 

KEG 40 

dondo T (j) es el número de elementos en G, que dejan el símbolo f 
en su lugar. Con otras palabras, T (j) = | Gy |. Pero, on virtud de 
la transitividad | G ; | = | 8,6183" | = |G, |, donde gy se han tomado 
de la descomposición (3). En consecuen 


> à 
X N(8)= )} 161=2 16,1=2 G4 1116). 
o A Al 


(ii) La condición de 2-transitividad de G significa, que en el 
conjunto Q, = QN {1} el subgrupo estacionario G, opera con tran- 
sitividad, o sea, las Grórbitas serán (1) y Qı. Sea N’ (z) el número 
de puntos en Q,, inmóviles durante la operación z € G,. La relación 
(i) empleada en el par (G,, Q), da 


ano AB 


Como N (2) =- 1 + N” (2) para z € G, (se agrega el punto 4). enton- 
ces, tenemos 


Y V(2)=216,1 
EN 
Iguales relaciones son válidos para todos los restantes Gj: 
Sumando con respecto a j, obtenemos 
D D M()=2n/6,|=21G|. 
E 
A la izquierda N (2) se considera de a uno para cada subgrupo Gj 
que contiene a x. Pero, z deja en sus lugares N (z) puntos y, por 
consiguiente, está contenida exactamente en N (x) subgrupos Gj 
Esto significa, que cada elemento z aporta a la suma el término 
N (a)?, Por otra parte, cualquier elemento y €G, no contenido en 
la unión UG), permuta todos los puntos, así que N (y) = 0. Por 
E 
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eso, se puede escribir la relación 


ENGC=Y Y N=2161. B 


EEG bic 


4. Espacios homogéneos. Para la geometría tiene especial interés el caso, 
cuando Q es un espacio topológico (por ejemplo, la recta = o la esfera S°), G es 
un grupo llamado, continuo (o topológico), y la operación (g, +) — gz se somete 
a la exigencia razonable: 

(ii) 7 (g, 2) = gz es función continua de dos variables g y z. El grupo G, 
que opera en Q de tal modo que se cumplen las propiedades (i), (ii) del p. 4 
y la (tii), se llama grupo de movimientos del espacio $. Con esto, pueden haber 
movimientos que conserven alguna métrica en Q. El espacio Q se llama homo- 
géneo, si G opera en Q transilivamente en el sentido del ejemplo 3, o sea, si 
todos los puntos de & pertenecen a una G-órbita. 

Do los razonamiontos generales de los puntos 1 y 2 es claro, que se tiene 
corrospondencia biunívoca entro los puntos del espacio homogéneo Q y las 
clases adjuntas G respecto a uno de los subgrupos estacionarios H. Adomás, al 
movimiento g € G del espacio & le corresponde la aplicación g'H => gg H 
en el conjunto G/H. 

Examinemos desde un nuevo punto de vista el ejemplo del grupo SO(3), 
que conocemos bien del $ 1. Es cómodo | grupo SO(3) representarse como 
operando en la esfera bidimensional 52 de: jo unidad. Evidentemente, a cu- 
alquier par de puntos P, Q € $? le corresponde algún movimiento (rotación). 
quo traslada P a Q, sea, S? es un espacio homogéneo con el grupo de movimi: 
tos SO(3). El subgrupo estacionario .St(P) do cualquier punto P € $? dej 
inmóvil todo el eje que pasa por P y por el centro O de la esfera. Por eso, St (P) œ 
= SO (2) es un grupo de rotaciones del plano perpendicular al ejo OP. 

Como los elementos del grupo SO (2) se identifican con los puntos de la 
circunferencia Si do radio unidad, entonces, el grupo SO(3) puedo representarse 
en forma de pastel hojaldrado, cuyas capas con círculos unidades, «numerados» 
con los puntos de la esfera bidi onal SO (3)/S? œ $2, En este caso se habla 
sobre la estratificación (o proyección de p: SO (3) — S°) con base S? y estrato 
pa (P) œ Si, PES? El sentido exacto de todos estos conceptos se explica 
en los cursos de geometría y topología, por eso nos limitamos a lo expresado. 


EJERCICIOS 


1, Sean O y 0”, homomorfismos del grupo G sobre S (Q) y S (Q), respecti- 
vamente. Entonces, las operaciones dofinidas por los mismos en Q y en N 
se llaman equtvalentes, si existe la aplicación biyectiva o: Q —> Q’ que hace 
conmutativo el diagrama 


para todo g € G. De este modo, Dg = 90,0", Demostrar. que cada operación 
transitiva del grupo G cs oquivalente a la Sporación de G en Jus claros adjuntos 
por la izquierda respocto a algún subgrupo H. (Indicación. Tomar en calidad 
de H el subgrupo estacionario G, del punto 1 € Q, utilizar la descomposición 
(8 y hacer 0 (D = giCr) 

2. Haciondo hincapié en el teorema 2, demostrar, que todos los grupos 
de orden p? (p es número primo) son abelianos. 
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3. Mostrar, que el ceutro del grupo P, citado al final del ejemplo 4, tiene 


la forma 
tve 
slo 10 sez}, 
0.04 


Hallar las clases conjugadas del grupo P (Indicación. Tener en cuenta, que todos 
los elementos del grupo P tienen la forma 


2 F0 100 104 
aBC", donde a=[o 1 of], B=fo 1 1|, c=fo 4 ol; 
Dot 004 0041 


sig $ (P). entonces, Cp (g) = (g) Z (G), 1 Cp (M| = p 

. Sea n un número natural. Escribámoslo en forma de la suma n = m + 
+n t... + im Con m > 4 >. Mm > 1. El número de todas estas 
particiones con m = 1, 2, ... . lo desigaamos por medio de p (n), de tal modo 
que p (3) = 3, p (4) = 5, ete. La descomposición 1 = 37, . de cada 
pormautación a € Sn en el producto de los ciclos independientes (véase ol $ 2 
lol cap. 4) determina univocamente la partición dol número n. Mostrar, que 
los clases conjugadas del grupo Sp se hallan on correspondencia biyectiva con 
las particiones del número n. (Indicación. Si 0 € Sp y A = My «+ + Am tonces, 
ono™ = amor. luego, o-(is +0. i)o = (0 (G) 0 (ia) - 
=+ g (40) para, cualquier ciclo (hi, - - a) do lo itud k) 

5. Sou que la permutación x € S, se oscribe en forma de producto de r 
ciclos de longitud 1, s ciclos de longitud 2, £ ciclos de longitud 3, etc., así que 
n=r-+2s-31+ ... Mostrar, que lo potencia de la clase conjuguda en 
Sn, que contiene la permutación x, so expresa por la fórmula 
nt 


ESE 


6. Sea que ol grupo G opera en el conjunto Q. Llamemos al subconjunto 
T <Q Invartante respecto a G (0 G—invartante), si g* € T para todo g €G 
y z € P. Por ejemplo, con las operaciones SO(2) X R? — RË, resultan conjuntos 


invariantes los anillos concéntricos. Mostrar, que cualquier subconjunto inva- 
riante respecto a 2 es una unión de órbitas, además, la G—órbita de cualquier 
elemento 7 € Q no es otra cosa que el menor subconjunto invarian e, contenedor 
dez. 

7. Mostrar, que para el grupo G con subgrupo A, la operación H X G— G, 
definida por la traslación (k, g)->hg, da una partición de G en clases adjuntas 
por la derecha G con relación a H. 

8. Modificando la demostración del teorema 4, obtener la relación 


16:07 Y Mio, 
des 
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donde r (G : Q) es el número de órbitas del grupo de permutaciones G que opera 
en el conjunto Q. (Indicación. En la suma Sy (g) cada elemento z € Q se cuenta 
| St (=) | veces. Por lo tanto, los elementós que están en una misma órbita que 
z, efectúan un aporte en DN (e), igual a (C: St() x | Sti] =G). 
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Este parágrafo, en especial el p. 1, presenta algunas dificulta- 
des, y al mismo hay que regresar reprotidas veces, para asimilar on 
ejemplos concretos un pequeño número de conceptos abstract 

1. Teoremas generales sobre los homomorfismos de grupos. Vi- 
mos en el $ 4 del cap. 4, que a cada subgrupo normal K del grupo G 
se asocia cierto nuevo grupo G/K, que fue Jlamado grupo cociente 
del grupo G respecto a K. Así, junto con el epimortismo P: SU (2) > 
— SO (3), descrito en el $ £, es natural introducir el grupo cociente 
SU (2) {+E} y compararlo con la imagen Im ® -= 50 (3). Es 
fácil darse cuenta, que SU (2)/ {+Æ} œ SO (3), poro, para no repetir 
cada vez los razonamientos, es útil establecer una serie de hechos 
comunes, sobre los subgrupos, homomorfismos y grupos cocientes. 
En adelante, la escritura K < G significa, que K os un subgrupo 
normal en G. 

TEOREMA 1,  (leorema fundamental sobre los homomorfismos). 
Sea q: G— H un homomorfismo de los grupos con núcleo K «= Ker q. 
Entonces, K es un subgrupo normal en Gy GíK œ Im q. Reciproca- 
mente, si K < G, entonces, existen un grupo H (precisamente, G/K) 
y el eplmorfismo x: G— H, cuyo núcleo coincide con K (a frecuente- 
mente se llama aplicación natural u homomorfismo natural). 

DEMOSTRACION. Ya sabemos, que Ker 4 = K < G. Definemos la 
aplicación q: G/K—= H, haciendo 


Y (K) = q (8). 

Si gıK = g,K, entonces, g-ig, € K, y (8182) = e y, en consecuen- 
cia, q (g1) = Ẹ (82), y esto significa, que la aplicación y está del 
nida correctamente (o sea, no depende de la elección del representan- 
te de la clase adjunta). Como 9 (81K-g,K) = Ẹ (8182) = 9 (8180) = 
= y (21) (82) = Ẹ (81K) Ẹ (g,K), entonces, q es un homomorfismo. 
Efectivamente, q es un monomorfismo, porque de $ (g,K) = y (gK) 
se deduce y (81) = q (ga), de donde ẹ (g7; X g) ~ e, gig E K y 
KiK =g,K. Es también que claro, que Im q = Tm q. Por eso, p resulta 
el hisomorfismo buscado G/K en la Im q. 

Recíprocamente, sea K < G. Tomemos en calidad de x la fun- 
ción que confronta a cualquier elemento de G su clase adjunta res- 
pecto a K, o sea, hagamos a (g) = gK. Es claro, que todas las 
propiedades exigidas se cumplen. Y 
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Corresponde observar, que prefijando el núcleo, el homomorfismo 
se determina no unívocamente. Por ejemplo, los automorfismos 
g— g y 8 —87 de un grupo abeliano de orden primo p > 2 son 
diferentes. pero sus núcleos coinciden (=.e). 

Teniendo el homomorfismo p: G— G, y el subgrupo HG. 
es natural echarle una mirada a la limitación p y y a la imagon del 
subgrupo /7 con relación a este homomorfismo. El teorema siguiente, 
simplifica cunsiderablemente el análisis de todas las situaciones 
posibles. 

TEOREMA 2 (primer teorema sobre el isomorfismo). Sean, el grupo 
G y sus subgrupos H y K, además, K es normal en G. Entonces, HK == 
= KH es un subgrupo en G, contenedor de K. Luego, la intersección 
H NK es un subgrupo normal en H, y la aplicación 


9:hK + h(1 NK) 
es un isomorfismo de los grupos: 
HKIK HH K. 


DEMOSTRACION. La condición K < G, reescrita en la forma gK = 
en particular, que AK = Kh para todo 
= {hk |h € H, k € K} se compone de un 


cierto número de clases adjuntas kK : HK = y hK. Sustituyendo 
HEH 


aquí hK por Kh, llegamos a la igualdad 
HK= U hK= | Kh=KH. 
nH HH 


Es evidente, que el olemento unidad e, contenido en H y K, también 
se contiono on HK. Luego, (hl)-" = kh- = h> (hkh-)-t € HK, 
por eso, los inversos de todos los elementos de HK, se encuentran en 
HK. Finalmente, HK X HK = H-KH-K = H:-HK -K = HK, o 
sea, el conjunto HK es cerado con respecto a la multiplicación. 
Vemos, que el subconjunto HK <= C es un subgrupo on G. 

Como KE HE y K G= K < HK, entonces, tiene sentido 
hablar sobre el grupo cociente HK Sean, n: G— G/K un epimor- 
fismo natural y. e:t ly la limitación de z en A. Su imagen Im Ty 
está compuesta de las clases adjuntas AX, h € H, o sea, de todas 
las clases adjuntas de G respecto a K, qu tienen representantes en H 
Con otras palabras, lm xp = HK/K. Y bien, tenemos el epimor- 
fismo 


no: H— HKIK. 


Su núcleo Ker, se compone de h € H, para los cuales xo (h) = 
= hK = K es unidad en HK/K. Pero, hK = K <h €H NK, 
de donde, Ker ap = H N K. Como cualquier núcleo de homomorfis- 
mo, H ÑK es subgrupo normal en H (esto, sin esfuerzo, se 
comprueba inmediatamente). 
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Según el teorema fundamental sobre homomorlismos (teorema 1) 
la correspondencia Ro: h(HNK) => o (h) =hK, establece el 
isomorfismo H/H NK <= HKiK. Como A, es una aplicación bi- 
yectiva, entonces, y = 1-3: AK — h (H N K) también es isomorfismo 
de los grupos AK/K y HIH NK. M 

Ya que se tiene un primer teorema sobre el isomorfismo, deberá 
existir un segundo. Así es, pero formularemos su variante simplifi- 
cada, que tiene un nombre especial. 

TEOREMA 3. (Leorema sobre la correspondencia). Sean, el grupo G 
y sus subrrupos H y K, además, K 4G y k= H. Entonces, IT 
= HIK es un subgrupo en G = G/K y a*: H— H es una aplicación 
biyectiva del conjunto Q (G, K) de los subgrupos en G, contenedores de K, 
sobre el conjunto Q (G) de todos los subgrupos del grupo G. Si H Ẹ 
EQ (G, K), entonces, H < G <> F < G, además 


GiH œ GIH = (GIK)K{H! K). 


DEMOSTRACION. Sea H €Q (G, K). De la definición de G/K surge 
inmediatamente que A/K es un subgrupo en G/K._A fin de con- 
vencerse de la seso de la aplicación 2* : H> H, examinemos 
dos subgrupos ea H, €Q (G, K), para los cuales H,/K =HyK. 
Entonces, h, € Hy = MK =hħ,K, h, €H, = h, = hk, y, como 
Kc H, entonces, h, € Ha, de donde, Hc H,. Análogamente se 
comprueba la inclusión H¿= H,. Por lo tanto. H, = Hy 
S Establecemos ahora la sobroyectividad de la aplicación 1%. Sean, 
H EQ (6) y H el conjunto de talos elementos en G, de Jos cuales se 
componen todas las clases adjuntas respectoa A, que son elementos 
del grupo A G. Entonces, en particular, K= H y a, b € H = aK, 
EH => abK =aKbK EH =—abEH ya € H =a KEH > aK = 

= (aK) € H =a €H. Por lo tanto H es un subgrupo on G, 
además, # = H/K (por lo común, H se lama preimagen en G del 
subgrupo H €G). 

Es suficientemente evidente la iplicación H € Q (G, K), H a 
< G= <Q, que se deduce formalmente de las igualdades 
EK hK (gK) =ghg"K =h'K E H para todo g €G, k € H. pe 
por las mismas razones IÍ < G = ghg^K = gK-hK (gK)" <= 
= k' K = ghg € H = H < G. 

Finalmente, en la situación H €Q (G, K), H <4 G, según lo 
demostrado, se pueden examinar dos epimorfismos naturales 


x: G—>G/K; n:G—GIT 
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FW — EH. donde E = gK € (C) y la composición de los mismos 
es el epimor 


o=x01a=G=>G/H, 


definido por la regla o (g) = = (8) = gË. Tenemos: Kero = 
= HA lo (8) = H} — {g €G |g € H} ={g EG | gK = hK para 
algún h € H} `- H. En consecuencia, según el teorema fundamental 
sobre los homomorfismos, la aplicación, gH —» gI} resulta un iso- 


morfismo entre G/H y 


EJEMPLO 1 Sea n = dm un número natural con divisor d > 1. Evidente- 
moute, nZ c ¿7 y la aplicación z => dz + nZ es un epimorfismo de los grupos 
aditivos: 

Tdi = {dt + nZ) i= 0, 1, aa m—t) 
con núcleo mZ. Según el teorema 4 tenemos el isomorfismo 
Fm =ZimZ cu d2/n2 
(lo que ya está lo suficientemente claro). Con ayuda del teorema 3 hallamos 
Ll (EIME)NAZINT), o sem, Za 2% ZalZm 


Recordando el teorema 5, $ 3, cap. 4, llegamos a la afirmación, de que 
todos los subgrupos y grupos cocientes de un grupo ciclico también son grupos cieli- 
cos. 

Este resultado puedo obtenerse, es claro, prescindiendo del teorema sobre 
Jos homomorlismos. 

EJEMPLO 2 En el grupo simétrico Są, soparomos los subgrupos: 

Va = (e, (12) (34), (13) (24), (14) (23) < Sa (véase el ejercicio 4 del $ 2). 
S= (e (42), (13), (23), (123), (132)) : 

(oh esto caso, $ es el subgrupo estacionario del punto i = 4). Como, evidente- 
mente, Sy fi Ve = e, entoncos, según ol teorema 2, para el subgrupo # = 
= SaV,, tenemos 


HIV, 2% SyS NV, = 


V la} Ss | = 24, o sea, H = Sy. Y bien, S, poses un 
a y Ahálogo al grupo cociente, Einpleando el teorema 5. 
(Ses Va) de los subgrupos en S4, conte- 


En particular, | 4 | = 
subgrupo, isomorío 
obtenemos la descripción del conjunto 
nedores de Vy: 
RSD = (Y, E Y Va ((23)) Va, Aa = ((123)) Vy Sa) 
Prestemos atención al hecho de que para cualquier divisor d del número 24 en 
Sy so, ene por lo monos un subgrupo de orden d- En particular, existen exacta- 
mente cuatro subgrupos ((123)), Haz, ((134)), (Es) de orden 3 y tres 
subgrupos ((2)) Ey, (131) Va. ((23)) Y, de orden 8 (los llamados subgrupos 
silov). Los propios grupos normales (o sca, sé e y $) son sólo dos: 


3l e sà K K Sa y K NV, +e, entonces, K> Va, porgue los 
elementos no unitarios en Y, son todos conjugados con relación a S4. Dirigiéndo- 
se al conjunto 2 (S, . Y, ) Vomos, que K = V, ó As. Ysi K f Fa = e, K +e 
entonces 

KDSy VONS DS, 


y sólo que a aceptar, que KV, = Sy K = Sy. Pero, S, contiene una trasposi- 
ción, y todas las trasposiciones son conjugadas en S4 y engendron S,. Por otra 
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parto, ellas deben estar contenidas en K. La contradicción obtenida muestra 
que el caso K (1 V, = e es imposible. 
2. Grupos resolubles. La expresión 
la, yl =zya"y" 


Mamada conmutador de los elementos x, y del grupo G, sirve de 
término corrector, necesario para cambiar los lugares de rey: 


azy =l2, yl yz. 


Si x e y son permutablos, entonces, lx, y] = e. intuitivamente 
claro, que, cuanto más conmutadores diferentes de e hayaen el 
grupo G, tanto más significativa será la desviación de la ley de 
multiplicación en G de la conmutativa. Sea A/ el conjunto de todos 
los conmutadores en G. Se llama conmutante (o subgrupo derivado) 
del grupo G el subgrupa (7 (= GO = (G, G), engendrado. por el 
conjunto M (véase el p. 2, $ 2, cap. 4) 


= (fz, yl |z, y €G). 


Aunque [z, y)! = yay”la"* = fy, x) es un conmutador, el producto 
de dos conmutadores no necesariamente lo es, así G’ se compone de 
todos los productos posibles del tipo de 

izn yal lza ya). - Ln, yal con za y €G. 


Por supuesto, en cada caso concreto es deseable tenor la des- 
cripción más exacta del conmatuante G”. 


EJEMPLO. G = Sn. El conmutador la, Bl = apa le os permutaciones 
cualesquiora æ, B € $, es, evidontemente, una permutación par. Por eso Sy = 
© An» Luego, 

(EJ) (ik) (U) 7 (Ak yl == (èj) (ik) (9) (ik) = (jk), 
como con los ciclos triples(ijk) se engendra todo el grupo alternativo An 
(véaso el ejercicio 8, § 2 cap. 4), entonces, llegamos a la corclusión de que Sh — 


Observemos, que S% D> Sp y el grupo ociete S,/S% es abeliano. 


Volviendo al caso general, consideremos el homomorfismo arbi- 
trario de grupos q: G-=G. Como 


q (lz, y) = 9 (yayo) = 9 ae (y) 7 o lo, 49) 


entonces, y (6) c (G, además, q (G') = (E), si q es un cpimor 
fismo, Sea ahora K un subgrupo normal en G, y y = 7,: £ a 
un automorfismo interno del grupo G, que induce algún endomor- 
fismo en K. De acuerdo con lo dicho antes Z, (K^) = K’ para cual- 
quier a€ G y esto significa, que 


Ka6=>K qG a) 
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En particular, G° < G. Demostremos ahora una afirmación general 
que revela el sentido intrínseco del concepto de conmutante. 

TEOREMA + Cualquier subgrupo K ŒG, contenedor del conmulante 
G' del grupo G es normal con respecto a G. El grupo cociente G/G' es 
abeliano y C' está contenido en cada subgrupo normal K, tal, que 
GIK es abeliano (en particular, el orden máximo del grupo cociente 
abeliano GIK es igual al índice (G : G°). 

DEMOSTRACION. Si rEK, EG y G'—K, entonces, gag”! == 
= (gagiae = lg, al EG /K= K, así que K <G. Luego, de 
las condiciones G’ = K, K < G, cumplidas, en particular, cuando 
K=G' (véase (1), se deduce que 

laK, bK] = aK-bK:aTK-bUK =abaibK =la, bIK=K, 
o sea, el conmutador de cualesquiera dos elementos del grupo cociente 
G!K es igual al clemento unidad (=X). Por lo tanto, G/K es un 
grupo abeliano. Recíprocamente, si K < G y el grupo cociente es 


abeliano, entonces 

la, BIK = laK, bK] = K 
para todo a, b € G. Por consiguiente, la, b] € K y G' = K por cuanto 
G' es engendrado por los conmutadores. 

OBSERVACION. Ahora conocemos dos subgrupos normales impor- 
tantes de cualquier grupo G: el centro Z (G) y el conmutante G”. 
La relación entre ellos, hablando en general, es débil, pero la ley 
común es ésta: cuanto más «cerca» está G de ser un grupo abeliano, 
tanto mayor es Z (G) y menor G'. Es de mayor interés el hecho si- 
guiente. 

El grupo cociente G/Z (G) del grupo no abeliano G respecto al centro 
Z (C), no puede ser ciclico. 

En efecto, si G/Z (G) es un grupo cíclico, entonces, G = Yaz (6) 


y cualquier elemento de G tiene la forma g = a'z, z € Z (G). En tal 
caso [g, hì = lalz, afz] = at= la, 2] =e para cualesquiera 
dos elementos g, 2 € G, G' = e y G es un grupo abeliano, pese a lo 
supuosto. 


En G' también se puede examinar el conmutante (EG') = G". 
llamado grupo derivado segundo (segundo conmutante) del grupo G. 
Continuando este proceso, definimos el grupo derivado k-ésimo 
GM = (G%-0), De acuerdo con (1), G® < G y, con más razón, 
GM < G%-D, Se obtine la serie de subgrupos normales 


Ge GYD GAD ... D GMp GMD D ... 


con los grupos cocientes abelianos G®;G®-9, 

El grupo G se llama resoluble, si la serie (2) se interrumpe en el 
subgrupo unidad, o sea, G™ = e para algún índice mínimo de m 
grados de solubilidad del grupo G. Es evidente, que cualquier grupo 
abeliano, entre ellos también los cíclicos, es resoluble de grado 1. 
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Además, en cualquier grupo resoluble G de grado de solubilidad m, 
se tiene un subgrupo abeliano normal sée, precisamente GM=b, 
Como muestran los ejemplos examinados, S4 = 44, * Po Ka 

Por lo tanto, el grupo alternativo A, es resoluble de grado 2, y el 
grupo simétrico S4, resoluble de grado 3, 

Los grupos resolublos deben su nombro « la teoría de Galois, 
como se mencionó en el p. 1, $2 del cap. 1. La resolubilidad del grupo 
S, y de todos sus subgrupos, es causa de la solubilidad en radicales 
de las ecuaciones algebraicas de grado n< 4. Más detalles sobre 
estas cuestiones pueden encontrarse en la Jiteratura complementaria, 
recomendada el principio de la parte [J. 

3. Grupos simples. Existen grupos zÆ e coincidentes con su con- 
mutante y, por lo tanto, insolubles. Más aún, ahora estableceremos 
la existencia de grupos no abelianos, en los cuales no hay en absoluto 
subgrupos normales propios (se y G). A estos grupos se adopta 
llamarlos simples. 

LEMA. Cualquier subgrupo normal K del grupo G, es la unión de 
algún conjunto de clases conjugadas respeclo al grupo G 

Efectivamente, si € K < G, entonces, gig" E K para todo 
g € G. En consecuencia, junto con cada elemento z € K, en K está 
totalmente contenida la clase de elementos conjugados aë yK = 
y 

E 

Teorema s El grupo alternativo Ay es simple. 

DEMOSTRACION. Efectivamente, en el grupo As, además de la per- 
mutación unitaria e, se tienen 15 elementos (ij) (k?) de orden 2 (de 
a tres elementos de este Lipo en el subgrupo estacionario de cada 


uno de los puntos 4, 2, 3. 4, 5), 20 = 2 (3) de olomentos (ijk) de 


orden 3 y 24 = 4! del elemento (£i,¿gigi,) de orden 5. Los elementos 
de orden 2 son todos conjugados: ellos, evidentemente, están conju- 
gados en Ss, y como el subgrupo estacionario (com relación a la 
operación por conjugación) del elemento (12) (34) contiene la por- 
mutación impar (12), entonces, la conjugación puede ser efectuada 
mediante permutaciones pares. Lo mismo se refiere a los elementos 
de orden 3. Pero, los elementos de orden 5, conjugados en S,, en 
el grupo A, se dividen en dos clases con los representantes (12345) 
y (12354). En efecto, (45) (12345) (45)-* — (12354), y como centrali- 
zador (= subgrupo estacionario) del elemento (12345) en As sirve 
el grupo cíclico de orden 5, ongendrado por este elemento. Así pues, 
tenemos la tabla 


i| s [o [. |. 


e | (12) (84) l (123) | oso | (12394) 
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En ol renglón inferior se indican Jos representantes de las clases 
adas, y en el superior, las potencias de estas clases 
ahora K un subgrupo normal respecto a Aș. De acuerdo con 


el lema 


Kj 8,1 -6715+ 8,20 + 8,-12+6-12, 

donde ô, = 1 (porque e € K) y ô: = 0 o 1, para i = 2, 3, 4, 5. Es 
fácil convencerso de que la condición de que | K | sea divisor de 
orden | A; | = 60 (teorema de Lagrange) deja sólo dos posibilidades: 
By bs o, K es un subgrupo unidad. 
6,7 ô; = K = As. 
lra pi que A, es un grupo simple. 
ón sobre n ahora se puede establecer, que son simples 
todos los grupos Ay, n> 5 (resultado de E. Galois) Como los sub- 
grupos de grupos resolubles son también resolubles (H cG => 
= HO cG, k= 1, 2, ...), entonces, del teorema 5, en todo 
caso, se deduce que el grupo simétrico Sn es iusolnblo cuando n > 5. 

TrOREMA 6 El grupo de las rotaciones SO (3) essimple, 

DEMOSTRACION, De cual con el teorema 3, es suficiente con- 
vencerso de que cualquier subgrupo normal X del grupo SU (2), 
contenedor del núcleo {+E} del epimorfismo P: SU (2) — SO (3) 
(vénso el p. 3, $ 1) y dilorente de {+Æ}, coincido con SU (2). La 
relación 5 del $ 1 puede ser interpretada de otro modo, diciendo, 
que cada clase conjugada del grupo SU (2) contiene wna matriz dia- 
= diag felo, e-10). Como, según el lema, K es la 
unión do alguna familia de clases conjugadas del grupo SU (2), 
entonces, sin limitación de generalidad, consideramos de € K para 
algún q >0, tal que son q 30. 

En K debe contenerso también cualquier conmutador. 


lde, g) = dy H A 


er a Blije- oz zp 
elhal ell 
lal? i (pitoe - 
s | jal? + [pl2e=120 


donde |æ |? + |B |? = 1 (véase (3), $ 1). Para la traza de la matriz 
Idy, gl obtenemos la expresión 


tr fdp, gI = 2 |a P4 18 P (et 4 0-24) — 2 (1—2 |B P song). 
Aquí, |P | toma cualquier valor del intervalo [0, 1] y sen y = 0. 
Nuevamente, en virtud de (5) $ 1, se hallará la matriz unidad A € 


ESU (2) tal, que hIde g-i- dy = diag (e, e-9), además, 
de E K. Como e'®, e=™è son las raíces de la ecuación característica 


24 (418 Ps —2)44+ 1=0 
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de la matriz [d¿, gl, entonces, haciendo que |P | Lome los valores de 
O a 1. obtenemos para b cualquier punto en el segmento 10, 2]. 
Y bien, en K está contenido cualquier elemento dẹ y la clase conjuga- 
da, definida por el parámetro y, cuando 0< p< 2. Por cuanto 
para todo o > 0 Loxiste un número natural n, que cumple la con- 
dición 0 <p = z < 2g, se puede afirmar que en K está contenido 
el elemento dado de antemano d; = dG. 

De los teoremas 5 y 6 se aprecia que en la clase de grupos simples 
se contienen grupos finitos a infinitos de gran importancia práci 
Puede parecer sorprendente que aún no se cuente con una descrip: ón 
razonable de todos los grupos simples finitos, y no es claro si se 
puede obtener o no. 

4. Productos de grupos. Consideremos ahora una estructura, que 
permite construir nuevos grupos a partir de otros dados. Jin distintos 
casos particulares ya nos hemos encontrado con osta estructura. 

Llamemos producto directo (externo) de los grupos arbitrarios 
A y B, al conjunto A X B de todos los pares ordenados (a, b), donde 
a€ A, bE B, con la operación binaria 


(an bi) (42, by) = (aj0y,b1b). 


Hablando con propiedad, correspondería escribir (a, b)*(4,, ba) 
= (a, ° ap, b, CJ by), donde o, O, +, son operaciones binarias en 
A, B y A X B respectivamente, pero, para simplificar la escritura, 
convenimos denotar todas las operaciones con un punto (de paso, 
omitiéndolo), Para la escritura aditiva de los grupos, por ejemplo, 
de los abelianos, es natural hablar sobre la suma directa A @ B. 

En A X B se contienen los subgrupos A X e, e X 13, isomorlos 
a A y B, respectivamente (otra condicionalidad más: los elementos 
unidades en A y B se anotan con un símbolo e) La aplicación q: 
AX B>BX A, dada por la igualdad q ((a, b)) = (b, a), eviden- 
temente, establece el isomorfismo de los grupos A X B y B X A. 
Si tenemos tres grupos A, B. C, entonces, se puede hablar de los 
productos directos (4 X B) C y AX (BXC). Haciendo 
+ (((a, b) c)) = (a, (b, c)), nos convencemos fácilmente de que 


XB)xC 4AXxX(BXC). 


Las propiedades de conmutatividad y asociatividad del producto 
directo, nos permiten hablar sobre el producto directo de cualquier 
número finito de grupos Gi, Ga, . - -> Gp, y escribir 


xG2X...xGr= [| Ge, 


sin indicar explícitamente mediante paréntesis, en que orden se 
toman los productos directos de dos en dos (con esto, transforma- 
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mos el conjunto de todos los grupos en un semigrupo conmutativo, 
cuyos elementos son grupos). 

reorrMa 7. Sea G un grupo con subgrupos normales A y B. Si 
A NB =e y AB =G, entonces, G =A X B. 

pemostraciox. De la igualdad AB = G se deduce, que cualquier 
elemento g € € se escribe en la forma g = ab, donde a € A, b E B. 
Si, además, g © eb), 4, € A, b, € B, entonces, ab = ayb, > aya = 
= bb" EA NB = e. En consecuencia, a, = a, b, = b, y llegamos 
a la conclusión, que la anotación g = ab es unívoca. Luego, A < G => 
= k = a (bab -- a Ed; B < G = k = (aba) bi = b'b-' E 
€ B, o sea, el conmutador k € A NB = e es un elemento unidad y, 
por lo tanto, ab = ba. 

Definimos ahora la aplicación q: G ->A X B, haciendo q (g) = 

(a, b) para cualquier g = ab. Conforme a lo antedicho, q (gg') = 

a (aa", bb') = (a, b) (a', b') = p (ab) X 


b=e, 


grupos. i 

El grupo G, que satisface las condiciones del teorema 7, láwmase 
producto directo (interno) de sus subgrupos A. B. Difiere del producto 
directo externo en que G contiene en calidad de factores directos los 
propios grupos A, B, y no sencillamente sus copias isomorfas A X e, 
e X B. Se sobreentiende, que el producto directo externo G = 
=A X B también es producto interno de los subgrupos A X €, 
e X B, y, con cierta experiencia, es posible no hacer diferencias 
entro ellos, utilizando la expresión reducida «producto directo». 

Alguna información sobre los homomorfismos de los productos 
directos, es dada por el 

TEOREMA $. Sean. G =A X B. y A, < A, B, < B. Entonces, 
A, X B, 9G y GHAy X By) =œ (4/41) X (BIBy). En particular, 
GIA œ B. a 

DEMOSTRACION. Sean, n: 4 —> A/A, y p: B — BiB, homomortis- 
mos naturales. Definimos la aplicación q: G > (4/41 X (B/B,) por 
medio de la relación q (ab) = (x (a), p (0). Se comprueba inmedia- 
tamente. que q es un homomorfismo con núcleo Ker p = A, X B, 
e imagen (4/4) X (BIB). Y 

Al igual que en la teoría de los espacios vectoriales, es fácil 
demostrar que si G es un grupo con subgrupos normales Gi, + + -+ Gns 
entonces, G = || G sólo en el caso cuando G = (Gr, -> = Gn) Y 


Ey N (Gr, -e Ëp » + -s Gn) = e, para todo j (el sombrero A sobre 
G} significa que el componente G, se omitió). Lo mismo se expresa 
con la propiedad siguiente: G es el producto directo de sus subgrupos 
normales G,, . . .. Gn, ya que cada elemento g € G permite, además, 
univocamente, ser escrito en la forma g = 81 +» + En, Ei E Gi- 
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El producto directo de n ejemplares del grupo H también se 
llama potencia directa n-ésima y se anota con el símbolo H” = 
=HX... X H. En H” se destaca un subgrupo especial, la diago- 
nal A =((h, h, ..., h) |h € H}, isomoría a H. 

Si en el teorema 7 se desprecia la condición Z < G, enloncos, 
llegaremos al concepto de producto semidirecto: G = AB, A NB = e, 
A < G (a veces se escribe G — A X B). En esta definición corres- 
pondería introducir también la descripción de la operación del 
subgrupo B con los automorfismos en el subgrupo normal A, lo 
que ordinariamente se hace en cada caso concreto. 


Muchos de los grupos que conocemos, se representan en forma de productos 
directos y semidirectos. Por ejemplo, S, es el producto semidirecto dol subgrupo. 
normal A, por el grupo cíclico ((12)) de orden 2: Sa œ A, X Za. Utilizando 
las anotaciones del ojemplo 2, p. 1, se puede escribir: A, == v x ((123)) æ 

f iro 


5. Generadores y relaciones determinates. La cuestión sobre 
Jos sistemas de generadores del grupo G ya se discutío un el $ 2 del 
cap. 4. Regresamos a ella para echar una mirada a algunos grupos. 
que conocemos, desde un nuevo punto de vista. De los resultados del 
cap. 4 so deduce que para los grupos cíclicos no hay necesidad de 
componer las enormes tablas de (ea La escritura condicional 


Cn = (c |" =e) (3) 


brinda toda la información necesaria sobre el grupo cíclico abstracto 
Cn, de orden n, se supone, que Ca == (e, c, cè, . e ~}, además. 
c'et = c**t para s+t<n y c't = 

Por otra parte, todo grupo cíclico es, con exactitud hasta el isomor- 


Dit (8,44) =(8 ht ee sA bo). 


La aplicación z; > a, 1 < i < r, se continúa unívocamente haste. 
el homomorfismo de los grupos q: (Sy, Sa, - - -, Sp) — apatr . .. a% 
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con núcleo Ker q mii O... @ m2 (véase el teorema 8), donde 
mi = m, sin < o0, y m; =0, si n; = œ. 
Por analogía con (3), se puedo escribir 


A = (ap -oo 4, |a =e, ... ar =e), 


suponiendo lácitamente, que los generadores ay, » +++ ar, además. 
conmutan. Las expresiones am = e, .... apr = e se denominan 
relaciones determinantes del grupo abeliano A, y 2% se lama grupo 
abeliano libre de rango r (o con r generadores libres 21, + . ., Z). Es 


evidente, que 
Aron. ape os =...=5 =0). 


Si ahora, £ es un grupo arbitrario, engendrado por d generadores 
fu - -+ fa, entonces, cada uno de sus elementos f, se escribe (posible- 
mento, de muchos modos) en la forma 


RE E HEU, 2.. d), sE, (4) 


donde ij æ ijin j =1, 2, +... k—1. Esto siempre se consigue 
con las sustituciones elemeutales fifi = A, fe y je = ef; = fy 

Cuando se cumplo la condición f = e <> 51 = . . . = 84 = 0 para 
cada f, anotada en la forma (4), se dice, que Fa es un grupo libre, 
engendrado por d generadores libres. Los elementos del grupo Fa 
habitualmente se llaman palabras en el alfabeto [fu fit, - . -, fa, 14). 
La escritura irreducible (4) de la palabra f y su longitud 1(f) = 
= ls, | [se| +... + Isa | están definidas univocamente: en 
caso contrario, la palabra vacía e = ff (elemento unidad en Fy) 
tendría una longitud >0. Para un d dado, dos grupos libres Fa y 
Ga, engendrados por los generadores libres fis . + +» fa Y Eu : +++ L0 
respectivamento, son isomorfos: es suficiente hacer Ọ (fi) = gu 
1<i<d, y para la palabra arbitraria f de la forma (4) contar 


DM) =g > El 


(las unidades, en F4 y Ga tienen el mismo símbolo). Si, no obstante, 
Ga no os un grupo libre, entonces, será sólo un epimorfismo con 
núeleo Kor © compuesto de aquellas palabras que con la sustitu- 
ción fa gi pasan al elemento wnidad del grupo Ga. Esta propiedad 
universal (posibilidad de continuar f; — g: 1<1<d, hasta el 
epimorfismo 4 Fa — Ga para cualquier grupo Ca con d generadores) 
se puedo tomar como definición del grupo libre Fa, pero no nos 
detendremos en esto. 

Para que los grupos libres no parezcan objetos místicos, ofrece- 
mos algunas de sus realizaciones concretas. 

d=4. F, œ (Z, —) es el grupo libre abeliano de rango 1, o, lo 
que es igual. el grupo cíclico infinito. 
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d = 2, Sea Z [tl el anillo de los polinomios en £ con coeficientes 
racionales enteros. En el grupo lineal especial SL (2, % ftl) examine- 
mos el subgrupo F, engendrado por las matrices 


ali. -fes 


, B= 


041 


Denostremos, que F es un grupo libre. Una inducción liviana sobre 
k muestra, que el elemento 


W= AB.. AR, ap 0, 1< IS, 
tiene Ja forma 


y le tp Elo ea es 
Fl azo 000100, 
dondo O, =P, ... a2xrPr. y con puntos se indican los monomios 


de menor potencia con respecto a 1. Es claro, que W, s E. Cual- 
quier clemento del grupo F se escribe bien en la forma B%4% E, 
o bien en la forma W = BBW,A4%, Si W =E, entonces, Wp = 
= B-BA-%, lo que, sin embargo, es imposible (comparar Jas poten- 
cias para k>1, y k =1 y ofectuar la comprobación inmediata). 

Un sencillo razonamiento complementario muestra, que con Ía 
sustitución + = m, donde m es un número entero cualquiera >2, 
el grupo F continúa siendo libre. 

Ahora, introducimos la siguiente 

DEFINICION. Sea, Fa un grupo libre con d generadores libres 
to. fa S = (0, i€ T}, algún subconjunto de los elementos 
wi (fis > - » fa) E Fo, y K = (S'2) cl menor subgrupo normal en Fa, 
contenedor de S (intersección de todos los subgrupos normales, con- 
tenedores de $). Se dice que el grupo G está dado por d generadores 
Gr, . . .» Ga y por las relaciones w; (Gr, . . ., ap) = e, i El, si existe 
cl epimorfismo n: F¿>G con núcleo K tal, que A (f) = an, 
1<k<d. Además, so escribe 


G = (ay, ..., Ga | Wi (ai .-.. Ga) 


e itn 


y llaman a G grupo finitamente determinado, ya que Card I < o. 
El propio grupo Fa está «libre de relaciones», lo que explica su 
nombre. De Ja definición se deduce que cualpuier grupo H con d 
goneradores bj ..., ba, que satisfacen las mismas relaciones 
wi (bis -a ba) =e, 1 El, y, posiblemente, algunas otras, es la 
imagen homomorfa del grupo G. En particular, | H |< JIG 1. 


EJEMPLO 1, (grupo de diedro). El grupo G = (a, b2]a* = b? = abab = e) 
con dos generadores y tres relaciones, tiene el orden |G | < 6, por cuanto ba = 
= ab = (a%)-1.aÍh .(p2)-1 = ab y G, en todo caso, se agota con lo elemen- 
tos e, a, añ, b, ab, ab. Como, para las permutaciones (123), (12). generadoras 
de Sa, 'se cumplen las relaciones (123) — (12% = (123) (12) 023) (12) = e. 
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entonces, Ja aplicación q: G— S, definida por la correspondencia a — (123), 
será el isomorfismo G <= Ss. Por lo tanto, el grupo simétrico S4 es 
dos generadores y tres relaciones. Recordemos que Sa también se 


ifica con el grupo de todas las transformaciones de simetría del triángulo 
ero. 
El grupo completo de transformaciones de simetría del n-ágono regular 
P, se lama grupo del diedro (grupo diedral) y se anota con el simbolo Dp. La 
cos0 —send 


rotación 
All sen 0 sea 


do un polígono en su superficio a un ángulo O= 2n/n alrededor del contro O, 
ubicado en el origen del sistema de coordenadas cartesianas, engendra el grupo 
1 


cíclico (A) de orden n. En D, está contenida también Ja reflexión $ = | F | 


del polígono P, eu relación con el eje que pasa por el centro y uno de sus vér- 


tices. 
Por definición, ¿82 = e. Las distintas transformaciones de simetría 


A A B, AB, ¿e AIB (5) 


en la cantidad 2n, agotan el grupo Dn. Efectivamente, toda transformación de 
Simetría se define por su operación en los vértices 1, 2, . . ., n del polígono Pn. 
Si alguna transformación traslada 1 a k. entonces, o debe conservar el mismo 
orden cíclico de vértices, como lo hace ,4k, o bien cambiarlo por el inverso, 
como lo hace .2A-1.8. Por eso, ningún otro olemento, excepto (5), on Da no 
hay. Observemos, que la transformación 3.4 coincide con «4-18, por cuanto 
ambas giran el orden do los vértices y trasladan 1 a n. Do este modo, tienen 
lugar las relaciones 


Ane, Bi=e, ABAB=. 


Esto significa, que D, es imagen homomorfa del grupo 
G= (a, b| an = b? = abab = e). 
Poro, como cuando n= 3, obtenemos ba = a-tb = añ=t, así que cualquier 
palabra en el alfabeto (a, a-i b, 071) se reduce a al, o bien a a b, OS t< 
n—1. Por lo tanto, |G] < 2n, y en virtud de lo dicho anteriomente, 
doherá tener lugar el isomorfismo G = Pp. Do esto modo, el grupo diedral 
ha sido dado mediante los generadores y relaciones determinantes. Identifi- 
«quemos G con D, 


= (a bjar=e, be, (abi = e 


D,/ (a) es un grupo cíclico, entonces, en base al teorema 4 
para el contautante Da del grupo Dn, tenemos la inclusión D, c (a). Poro, 
at = aba™h- == |a, bl € Dhi cuando n es impar Dh = (a), y cuando n es 
par Dn (a?) = (a. B) = V, es el producto directo de dos grupos cíclicos de 


Como (a) 4 Dy 
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orden 2, de donde Di = do a la paridad de n, también varía 
el centro Z (D,) del grupo D, y el número r de sus clases conjugadas. 
Mostramos las tablas preparadas (y fácilmente comprobables): 


n=2m. Di=40%), (Da: Dj)=4, Z{(Dn) mtam) r=0"43 


(Da : Di) = 


Los Hamta de las clases conjugadas están en la fila inferior y lase 
potencias de estas clases, en la superior. 

Queda por subrayar, que la forma de las relaciones determinantes (sus 
primeros miembros en la escritura wy = e) apa esencialmente de la elec- 
tión del sistema de los grupos generadores. Por ejemplo, 


Da (e 2l 6t = hm (a6)" = 0). 
Si se parte de la tarea anterior, se puede hacer gy = ab, g, == b. 
EJEMPLO 2 ferro de cuaterniones). A diferencia del ejemplo antorior, desde 
wn principio defínimos el grupo de cuaterniones Qg (el nombre se explica en el 
cup. 9) por sus generadores y relaciones: 


Qa= (a, bjat=e, btm at, babri= a). 


Nuevamente, ba = a-b = a%b y, por cuanto b? = a”, cualquier palabra en ol 
alfabeto (a, a-t, b, 0-1) se leva a la forma ar! 0S s< 3, 0<tS 1, 
por lo tanto | 041 < 8. - 

¿Podemos afirmar que | Qa | = 8? Sí, pero sólo después ile que haya sido 
presentado un grupo de 8 elementos. con dos generadores del mismo vinculados 
por las mismas relaciones que a, b. Un grupo así es engendrado por las matrices 


ioo E: 
á= lla Me a=||, ole=v= 
En efecto, 
At=E, B= At, BABA = 4-5 
10 i 0 014 
E ET P G Ello ll ol e 


La aplicación a — A, b —— B define el isomorfismo (y œ (4, B). Observe- 
mos que a? € Z (Qa), y como el grupo cociente respecto al cculro de un grupo 
no abeliano no puede sor cíclico (véase la observación en el p. 2), entonces, 
(az) = Z (Q). Todos los grupos de orden 4 son abelianos, por eso Qẹ/Z (Qa) = 
se V4, es el producto directo de dos grupos cíclicos de orden 2. Por lo tanto 
el conmutanto Q; coincide con Z {Q9} y (Qs: Q) = 4. Los datos sobre clases 


19+ 
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conjugadas, se tienen en la tabla: 


Los grupos finitamente determinados, de los que examinamos ejemplos 
elementales, se encuentran en diversos dominios de las matemáticas, por ejem- 
lo, en calidad de los llamados grupos fundamentales de heterogencidados. 
Ko sorprende, que muchas cuestiones referidas a ellos, no han sido resueltas. 


EJERCICIOS 


4. Recordemos la definición del p. 2, $3, cup. 4, de automorfismo interno 
Ta: g — aga”! y de grupo Inn (G) c Aut (G). Mostrar, que Ian (G) < Aut (G) 

Tnn (G) œ G/Ż (G), donde Z (G) es ol centro del grupo G. El grupo cocionte 
dur (6) =Aut (Gl/Imn(G) se llama grupo de avtomorjismos externos. 

2, Sean H y K, subgrupos del grupo G. Mostrar, que | HK; X| HN K| = 
=1H|-| K | análogo de la fórmula conocida de la Leoría de espacios lineales). 
Mostra, a continuación que el conjunto HK será subgrupo si, y sólo si, HK = 
= KH, cuando A < G, esta condición se cumple automáticamente. 

3. Mostrar que en el grupo resoluble finito G, se hallará una sucesión de 
subgrupos e = Go 61 E... cGy = G, donde Gi- | Gi, 1 < i < n, y cada 
índico (Gi: C-i) = pi es algún nimero primo. 

4. Componer para el grupo simétrico S la tabla 


pj e CA E 


e | 12) (34) 


(12 | (123) | (1234) 


análoga a la que usamos en el curso de la demostración del teorema 5. Apoyándo- 
so en los mismos razonamientos, repetir Ja discripción do los subgrupos norma- 
les del grupo Sy que heraos dado en el ejemplo 2. 

5. Demostrar que el grupo alternativo An, n >5 es simple, observando 
el esquema de razonamientos expuesto a continuación. 

a) En el subgrupo normal K Q An, K s e, corresponde tomar la permuta- 
ción z e, que deje on su lugar el mayor múmoro k posiblo do símbolos de 
Q= (1.2 n}. Si k=n— 3, entonces. 1= (ijk) y K= Ap (véase 
el ejercicio 8, § 2 del cap. 4), por eso, consideramos k < n — 3, 

b) Si n = (123 . . .) es el desarrollo de <r en ciclos independientes, entonces 
la paridad de 1 y la condición k < n — 3 conllevan k < n — 5. También es 
posible, que x = (12) (34) . . . se componga de ciclos independientes de longi- 
tu 


e) En todo caso, examinar el conmutador [x, 0] = xoa-lo1 s econ o = 
= (345) y comprobar que él deja en su lugar más do k símbolos. Esto contradice 
la elección de k y demuestra la afirmación. 

6. Mostrar, que Z (4 X B} = Z (A) X Z (B). 

7. Si Kı K< G, Kı N Ka= e, entonces, G es isomorfo a un cierto 
subgrupo on (GIK) X (G/Ko. 4Es ciorto ésto? 
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8. Sea K< G= A X B. Demostrar que, bien el subgrupo K es abeliano, 
bien una de Jas intersecciones X NA, K NB es no trivial. Dar un ejemplo 
de grupo A X B con subgrupo normal no trivial X tal, que K NA =ey KN 
NB = e. Con esto, de X < A X B, hablando en general, no se deduce que 
K= (K N A) X (K 08). 

9. ¿Es o no el grupo de cuaterniones Qg producto s 
de sus “dos propios subgrupos? 

10. Mostrar que H <] Qs para cualquier subgrupo propio H Qy. 

11. Mostrar, que los grupos D4 y Qs no son isomorfos. (Indicación. Contar 
los elementos de orden 2 o utilizar el resultado del ejercicio 10.) 

D, (como | Z (D,)| = 2, entonces, de acuerdo 


midirecto de algunos 


y mostrar quo 


C (p™)= (an, an as, n. Tama, 
14, (J. Monthly 80, N° 9 (1973).) Sea 


G= (u, b| aba = bath, me, bM- = e), 


donde n € N. Demostrar que » = 1, o sea, b = e y, de hecho, G = {a} a? = e) 
es un grupo cíclico de orden (Indicación. aba = bath -- butb => ab? = 
= aba:a-ib = ba™h.ab = ba-l -aba = b?a, Sacar de aquí la conclusión de 
que ab = ba y, en consecuencia, teniendo en cuenta otras relaciones, b= e) 
15. Completar con detalles la definición formal siguiente de grupo libre Fp 
con n generadores. Al alfabeto A = (01, a-i, ..-, Gn, a’), compuesto de n 
Jotras ar .. s a y Sus tantipodast ari, . <s, agi, so lo agrega el símbolo e, 
Sea S el conjunto de todas las «palabras» obtenidas modiante la escritura de 
estos 2n + 1 símbolos en cualquier orden, en filas do longitud finita. Se permi- 
to repetir símbolos en las palabras. Por producto «v de dos palabras x, V, se 
entiendo la agregación do la palabra v a] final de la u. Se ama inversa a u 
=a}... afm, e = tt, k=24,.... m, la palabra u-t = am... a-ti, 
e-i = e, En $ se introduce la relación de equivalencia. Precisomente, dos 
polabras so consideran equivalentes si una se obliene de otra como resultado 
del empleo de un número finito de las transformaciones elementales siguientes; 


cewe, 


En cada claso de equivalencia hay una única palabra eno simplificable» (más 
corta). En las clases de equivalencia respecto a la relación está definida la 
upcración asociativa de multiplicación (y rotación de clases), inducida por 
la multiplicación de palabras. Será unidad la clase de equivalencia de la palabra 
«vacía» e. El conjunto de clases de equivalencia, con la operación de multipli- 
cación dada, es, precisamente, el grupo libro F, con n generadores ay, - .; anp 
(grupo libre de rango n). 

” EJEMPLO: Por «el ocho», que encierra en sus ojales dos columnas, corre en 
distintas direcciones un niño con un ovillo, colocando cada vuelta siguiente 
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sobre las anteriores. Los caminos recorridos por él con puntos iniciales y Finales 
en el centro ontre las columnas se interpretan, ovidentemente, como elementos 
del grupo libre F, de rango 2. Las palabras no sivplificables corresponden a Jos 
hilos tirantes, liberados de los ojales triviales ua-t, ara, bbi, 6710, En la 


abba 
Fig. 20 


fig. 2), las partes a y a=', b y b-t, están representadas geométricamente distin- 
tas, sólo para facilitar la comprensión, Nuestro ejemplo realiza F on forma 
de un conjumo de clases de «caminos homotópicamente equivalentes» (termi- 
nología topulágica) de lemniscata. En este sentido, el grupo fundamental do 
pétalo, representado en la fig. 21 (pág. 333) será el grupo libre Fs. 


$ 4. TEOREMAS DE SILOV 


Eu el punto 4, $ 3, cap. 5 prestamos atención al hecho de que 
en el grupo finito G de orden |G | puede no haber ningún subgrupo 
de orden d, divisor de |G |. De ejemplo mínimo, sirve el par G = Aj, 

= 6, 

Como en un grupo simple no abeliano no puede haber subgrupos 
de índice 2 (on virtud de su normalidad), entoncos, según el teorema 5 
del $ 3, en el grupo alternativo A; de orden 60 no hay subgrupos de 
orden 30. En efecto, en As tampoco hay subgrupos de órdenes 20 
y 15. (¿Por qué?) Use los razonamientos expuestos on el ejemplo 2, 
p. 3, § 2). Sobre este fondo, especialmente notables parecen las 
leyes generales, que hace más de un siglo formuló el matemático 
noruego Silov. Ellas se refieren a los p-grupos (con los cuales nos 
encontramos en el $ 2), contenidos en calidad de subgrupos del 
grupo G. La existoncia del elemento de orden p en el grupo abeliano, 
cuyo órden se divide por p, fuc obsorvado ya por 0. Cauchy. 

Sea |G | — pm, donde p es un número primo y m uno entero, 
p y m son primos entro sí. Al subgrupo P c G do orden 
1P1 " (si existe) lo llamaremos p-subgrupo de Silov del grupo G. 
Como en el p. 3 del $ 2, por N (P) se comprendo el normalizador del 
subgrupo P en G. 

Teona 1. (primer Leorema de Silov). Los p-subgrupos de Silov, 
existen. 

TEOREMA 2. (segundo Leorema de Silov). Sean P y P, dos p-subgrupos 
de Silov cualesquiera del grupo G. Entonces, existirá un elemento 
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4€G, para el cual P, = aPa-, Con otras palabras, todos los p-sul= 
grupos de Silov están conjugados. 

TEOREMA 3. (tercer teorema de Silov). Para el número Np de los 
p-subgrupos de Silov del grupo G. tiene lugar la igualdad Np = 
= (G: N (P)) y la congruencia N, = 1 (mod p). 

Las demostraciones de los leoremas 1 — 3, sirven de ilustración 
de los métodos generales y razonamientos expuestos en el $ 2, Co- 
menzamos con el teorema 2. 

DEMOSTRACION del teorema 2. Y bien, sea que los p-subgrupos de 
Sílov en G existen, y P es uno de ellos. Sea, luego, P, un p-subgrupo 
arbitrario del grupo G, no necesariamente de Sílov. Obligamos a P, 
a operar con traslaciones por la izquierda en el conjunto G/P = 
=U gP de clases adjuntas por la izquierda de G respecto a P (la 

4 


limitación de la operación de G en G/P descrita en el $ 2). De acuerdo 
con los resultados del p. 2, $ 2, la longitud de cualquier órbita con 
relación a Py, divide el orden [P, | = p*, k >n. De este modo, 


mar 9 — GP eh o 


donde pls, p » , + «son las longitudes de las órbitas. Como ol m.c.d. 
(en, p) = 1, entonces, por lo menos una órbita tiene la longitud 


p" = 1, o sea, 
P,-aP = aP (1) 


para algún elemento a = g; EG (esto se parece a lo demostración 
del teorema 2, $ 2). Reescribimos la relación (4) en la forma 


PraPart —aPar. 


Mogamos a la conclusión, que 


P, c aPa-! (2) 
{por cuanto aPa-! es un grupo). En particular, si P, vs un p-subgrupo 
de Silov, entonces, | P, | = | P | y de (2) se deduce que P; = aPar. 


DEmosTraciox de los teoremas 1 y 3. El teorema 1 se puede intor- 
pretar como corolario del teorema 3, puesto que Np = 1 (mod p) > 
=> Np 40, y Np E 0S FO S es el conjunto ile todos los 
p-subgrupos de Silov del grupo G. 

En lo quo respecta al teorema 3, la igualdad Np — (G: N (P) 
se deduco directamente de la conjugación de los p-subgrupos de 
Sílov (teorema 2) y de la afirmación general sobre la longitud de la 
órbita F9 en el $ 2. A la congruencia Np = 1 (mod p) llegaremos 
examinando una situación un poco más general. Precisamente, sea 
IG | =p, donde s< n (£ puedo dividirse por p). y sea Np ($) 
el número de todos los subgrupos de orden p* en G. Hesulia que liene 
lugar la congruencia Np (s) = 1 (mod p); en particular G contiene 
subgrupos de cualquier orden p‘, s =1,2,...1 y Np (9 = Np- 
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Kazonamos del modo siguiente. La operación con traslaciones 
por la izquierda del grupo G en sí mismo induce, conforme a la 
observación al final del p. 1, $ 2, la operación de G en ol conjunto 

N=(MCG|1M|=p" 
de todos los subconjuntos (8, Ep») de p* elementos cada uno, 
Recordomos que £-(£1, - - -» 8p1) = (881 - - -» 8£p»). El conjunto Q 
se parte en G-órbitas Q;: Q =U Qi, de modo que 


121 =2 Iul, 12,1=(G:G), 


donde G; = {g EG | gH; = M;) es subgrupo estacionario de algún 
representante 47, € Qi- 


vi 

Como GiM, = M,, entonces, M, = Y Gigy es la unión de 
E 

varias clases adjuntas por la derecha de G con relación a Gy. Por 

eso, p= | Mi | =v: Cil, de dondo, [G, [=p < p". En el 


caso en que |G; |< p, tenemos |Q; | = p% = 0 (mod pi); las 
igualdades |G; | = p" y |Q; |= 2 son equivalentes. Obtenemos 


IGI > 
(17) 121= 3 19,1(m04 pi). B 
p iet 

Conforme a lo expresado anteriormente, |Q; | = t= |G] = 
=p = M; = Giu (a, = gu es algún elemonto de G) y, por lo tan- 
to, ay'M, — aj'Gja, — P, es un subgrupo do orden pò. La órbita 
Qi se agota con algún número de clases adjuntas por la izquierda 
P; dol grupo G respecto a Py. 

Recíprocamente, cada subgrupo HG de orden |H | = P, 
Heva a la órbita & = {gH |g EG} de longitud t. Los distivios 
subgrupos H; con | W; | = p* conllevan a distintas órbitas Qi, por 
cuanto, de H, = gil, sigue e = ghy, de donde g = hj' € H, y H, = 
= H}. De esta manera, se tieno una correspondencia biunivoca entre 
los subgrupos de orden p* y las órbitas Q; de longitud t. La congru- 
encia (3) se reescribe en la forma 


na 121520 p (5) (mod (pt), (9 


donde correspondería escribir Np (s, G), a fin de subrayar la depeuden- 
cia de Np (s) respecto a G 

Hasta ahora, la especificidad del grupo G no desempeñó ningún 
papel. Si se toma G como un grupo cíctico de orden pt, entonces, 
para él, Np (s. G) = 1 (teorema 5, $ 3, cap. 4). y, por eso 


z 


-1 (mou pi). (5) 
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Como los primeros miembros de las congruencias (4) y (5) respecto 
a un mismo módulo pt coinciden, entonces, tenemos 


t = tN, (s) (mod pt), 


queb brinda precisamente la congruencia buscada N, (s) = 1 (mod p).M 

Aunque en realidad se ha dumostrado más de lo que se pedía, 
no nos disponemos utilizar este hecho, recomendando a los inte- 
rosados la literatura especial. 


EJEMPLO. Sea G = SL (2, Zp) el grupo de todas las matrices de dimensio- 
nes 2 X 2, con determinante 1, Sobre el campo Z, de p elementos. De la des- 
composición 


Pij; 0 
cre zn=0 |, isre zo 
Y 
del grupo lineal completo GŁ (2, Zp) eu las clases adjuntas respecto a SZ (2, Zy} 


educe que 
GL (2, 2) 1 = (p — DI SL @, 2 (5) 


Examinando GL (2, Zp) como grupo de cd k q Espacio vectorial 
bidimensional V sobre Zp, es fácil hallar el orden de | GL (2. Zp) |. Efectiva 
mento, GZ (2, Zp) opera ên el conjunto do pares (1, vz} de a dioss: 
Cualquier vector, hé € V diferente de coro (en total huy p? — 1 unidades) puede 


ser imagen de n, y, sea cual sea la elección de f, imagen de va puede ser 
un vector arbitcario y, de VS Q) (de ellos se tienen p? — p unidades). Por 
lo tanto, | GL (2, Zp | = (p — 1) (p? — p), que en combinación con (6) 


conduce a la fórmula 
1 SL (2, Zp) = p (° — 1). 


oe lo menos dos p-subgrupos de Silov del grupo SL (2. Zp) hallamos onse- 


hb do $ iez}. roq il ) 


En correspondencia con el teorema 3 tenemos 
p= (0: N W= Lp > a 


le e 105 al- 


y, en consecuencia, el normalizador N (2) contione el A E 


EZ, 


y como 
de 


0 


1=( iy ales AEZp A 0) 
de orden p (p — 1), ontonces, queda la única posibilidad 
N(P)=H, Ny =1+p. 
Entre el grupo 
toea pa 
A e ol kal 


04 10 
leob la lo 


col) 
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y ol grupo simétrico Sy, inmediatamente se establece el isomorfismo 


| 


(ambos grupos tienen la misma tarea con generadores y relaciones). Para p > 2, 
el grupo G= SL (2, Zp), tiene centro Z (G) =(+ E; de orden 2. El grupo cocion- 
te PSL (2, 2,)= GIZ (C), al que es natural denominarlo grupo especial pro- 
yectivo (él es rupo de transformaciones de la recla proyectiva ZpPt = Pl (5) = 
=(0t...p.p- (3 y >), desempeña un papel importanto en cl álgebra 
desde los tiempos de Galois. La cuestión es, que cuando p > 3, el grupo PSL 
(2, Zp) os simple y, junto con Ap, es uno de los primeros ciemplos de grupos 
simples finitus. 


023 


Recurramos de nuevo al caso general y oblengamos una espe- 
cificación útil de los teoremas de Silov. 

TEOREMA 1. Son justas las afirmaciones sigientes: 

(i) el p-subgrupo de Silov P del grupo G es normal en G si, y sólo si, 

p=4; 

(ii) para que el grupo finito G de orden |G | = Pp pik resulte 
un producto directo de sus pysubgrupos de Silov Py. . . ., Px, es nece- 
sario y suficiente, que lo estos subgrupos sean normales en G. 

DEMOSTRACION. (i) Todos los subgrupos de Sílow, que responden 
a un divisor primo p dado de orden |G |, según el segundo leoroma, 
son conjugados y, si P es uno de estos subgrupos, entonces, Np = 
= <> sP- = P, VM1EGEP <C. 

(i) Si G =P, X... X Py es producto directo de sus subgrupos 
«le Sílov, entonces, P; < G es como cualquier multiplicador directo. 
Por lo tanto, la condición de normalidad es necesaria. 

Sea ahora P; 9G, 1<i<k, o sea, Np; —1. Observemos, 


primero, que 
EPM.) ij is 


Por lo tanto, Pi N Py = e, de donde. para cualquier z, € Pis zy € Ph 
tenemos 


te =f 


(52,071) 33 = jag EP, 
x, (2010 qzi eP, 
o sen, lus elementos z; y zy son permutablos. 

Supongamos por un minuto, que el elemento unidad e €G está 
escrito en la forma € — Viya - + - Yue donde y; E Pi. es un elemento 
de orden a; — při. Maciendo a = |] a, y aprovechando la per- 

de) 
mutabilidad de yy, « « -, Ya obtenemos 
e (YYa > Ya) = VE + YA YA 


a =e>y= 


=> [2a 2, 


Pero, como a y aj son primos entre sí, entonces, y; 
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e. Esto es cierto para cualquier j, y, por lo tanto, la igualdad 


€ == Ysy - - - Yr Sólo es posible cuando y, — y; e. = Y € 
Por otra parte. cada elemento 2 EG de orden r- ri rio 

ri = pit, se escribe en la forma 
zento 2 (Eni=r4 1<i (7) 


Es suficionte hacer z; = xfi, donde los exponentes se definen 
mediante las condiciones 


a 
ri=rir, 1= D tiri. 
a 
Si ahora z = ziz; . . . xh es otra escritura de x en forma de producto 
de p;-elementos, entonces. en virtud de la permutabilidad de t, zi 
con diversos Índices inferiores, tendremos 


a, 


em (22, ... TA) (Titz ... La)" 


= EEA ... mm aa = €, 0 Sea, ES . 

Y bien, cada elemento del grupo € se expresa, sen dicho, de un 
modo único, en la forma (7), o sen (véase el § 3), G =P, x... < Py. Y 

Observación. El p-subgrupo de Sílov normal P del grupo G, es 
característico en G, o sea, invariante para la operación de cualquier 
automorfismo q € Aut (6). Efectivamente, 19 (P) |=1P |, por 
eso, q (P) es un p-subgrupo de Silov y, por lo tanto, y (P) = P, 
si W, = 1. Es también digno de mención. que los análogos de los 
subgrupos de Sílov se observan en estructuras algebraicas, lejanas 
a los grupos finitos. 


EJERCICIOS 


1. Hallar el número de los 5-subgrupos de Silov en 
2. Comprobar que el conjunto P do las matrices 
10 -i — ll de | 
0i ir j —1 1 | A 
sobre Z, forma un grupo isomorfo al grupo de cuulermi 
grupo de Sílov en S£ (2, Za). Mostrar que P <] SL (2, Za). 

3. Mostrar que los grupos S, y SL (2, Zy) no son isomorfos. ¿Serán o no 
isomoros los grupos PSI (2, Za) y 44? 

4. Demostrar, que todo grupo G de arden pg (p < q. son números primos) 
es, bien cíclico, bien no abeliano con g-subgrupos de Silov normal, además, esto 
último es posible si, y sólo si, q — 1 se divide por p. En particular, todos los 
grupos de orden 15 os ciche 

5. Obtener nuevamente (véase el $ 3, cap. 6) la congruencia {p — 1)! + 
2-1 = 0 (mod p) para e) primo p, por medio del cálculo directo del número 
Np de los p-subgrupos de Silov en el grupo simétrico Sy, 


t] 


de Lio 


s Q, y que es 2-sub- 
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$ 5. GRUPOS ABELIANOS FINITOS 


En el grupo abeliano, todos los subgrupos son normales. De 
este hecho evidente y del teorema 4 del $ 4, se deduce inmedia- 
tamente, que cualquier grupo aheliano A, de orden |A |= 

> pi"... pik, permite la descomposición 


= pi P2 
A = A (Pi) X A (Pa) X- X A (Pa) 0) 


en el producto directo de sus subgrupos de Sílov A (p;). Los factores 
directos A (pi). - . ., A (px) frecuentemente se llaman componentes 
primarios de grupo ubeliano. La descomposición (1) está definida 
univocamente: cada componente A (p;) es sencillamente un conjunto 
de todos los p;-elementos (elementos en A, cuyos órdenes, sirven de 
potencia del número primo p;). 

Nuestra finalidad consiste en presentar el grupo abeliano A en 
forma de un producto directo de grupos elementales, como lo son 
los cíclicos. Si no se impone ninguna limitación a los órdenes de 
Jos grupos cíclicos. entonces, la condición de univocidad de esta 
descomposición es imposible do cumplir, como lo muestra el sen- 
cillo ejemplo: 


= (a Ja? = e) = (a) X (a°). 


Sin embargo, la posibilidad de arbitrariedades en la descomposición 
es bastante limitada, de modo que el resultado final (teorema 3) 
pareco totalmente salisfactorio. 

1. Grupos abelianos primarios. En adelante tendremos en cuen- 
ta. que si el grupo abeliano A os engendrado por sus subgrupos A, C, 
entonces, en realidad, A = BC; además, A = XE sk y sólo 
si, B NC - e (véase p. 4, § 3). 

A diforencia del caso general, el grupo cíclico Cp de orden p” 
es indescomponible, o sea, no se puede representar en forma de 
producto directo de grupos cíclicos de menor orden. En efecto, si 


Cpa = (ar y Cpi — (ar""*), entonces, en la cadena 


C95 Con DD Epa e 


se ecuentram todos los subgrupos del grupo Cpm. Cualesquiera dos 
de ellos X == e, Y s e poseen una intersección no trivial X NY > 
> Cp y, por oso. no pueden servir de componentes de una aaie 
posición directa. 

TEOK£MA s Cada p-grupo abeliano finito es producto directo de 
grupos cíclicos. 

pemostracioN. Razonando por inducción y suponiendo demostra- 
do el teorema pi lodos los p-grupos abelianos de orden <p”, 
elegimos en nuestro grupo A, |A | =p", el elemento ae de 
máximo orden p” y pasamos al grupo cociente A = Axa). Como 
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(A | =p"-"< p", entonces, por presupuesto de Ja inducción 
A AX. XA (2) 
donde A¿= (B)— (b: (a)) = [la), b; (a), -... bE" (a)) es 
un grupo cíclico de ordenp",1<i<T,m +... +m,=n—M. 
Por definición 
y, aunque cada elemento z € A tiene la forma 
UE (a), o sea, RH a Eia (3) 
zeba... bah, 
esta escritura, hablando en general. no es única, Debemos «corregir» 


los elementos b; € A de modo tal, que los exponentes s; en (3) seau 
iguales a cero. No es difícil hacer esto. Recordando que m, < m 


y elevando ambos miembros de la relación (3) a la potencia p=", 
obtendremos 


mam, 
E 


de donde, s; = t;p"i (teorema 3, $ 2, cap. 4). Si ahora se hace a; = 
= bja"*, entonces, (3) se convierte en la relación 
m, 
a? ' =e, 1<i<r(= (a) N la) eh (3) 


además, a; = a, (a) =b,(0)=B,, y, en consccuencia, (a) = Ar. 
Nuevamente 


r, 
año... aTa" 
para cualquier x € A, y esta expresión es ahora única. En caso cou- 
trario se obtiene la relación 

a... ayre, 0 <p, OEV p", 
(no todos los v;, v son nulos), a la que, para ol epimorfismo A => Å, 
corresponde la relación dj... as = ē. En condiciones de la des- 
composición directa (2), ella es equivalente al sistema aji =ē, 
1<i<r, o, lo que es igual, a! € (a). Pero, de acuerdo con (3'), 
esto sólo es posible cuando v; = Ô, pero, entonces también y = 
La contradicción obtenida muestra que 

A=(a x...x ap x(a. Pp 


Observación. La domostración del teorema 1 expuesta, se asemeja a la 
demostración geométrica del teorema sobre la forma normal de Jordan de la 
matriz del oporador lineal nilpotente (véase el complomento). 


De complemento importante al teorema 1, sirve el 
TEOREMA 2. Si el p-grupo abeliano finito A se descompone de dos 
modos en producto directo de subgrupos cíclicos: 
A=A¡X...XA,=B,X...XxB, 
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entonces, rs y los órdenes de | A; | coinciden con los de | Bj |, cor 
cierto ordenamiento de los últimos. 

DEMOSTRACION. Cuando [A | = p el teorema, evidentemente, es 
cierto. Utilicemos la indue: sobre | A |. Es cómodo ordenar desde 
un principio los componentes A; y Bj de tal modo, que sus órdenes 
no sean ereciontes: 


Aj = (ap) | (ap | =p", 
mM... SMSa. =m=1 (4) 
B; -= (b) 1, |= p™, 
E A A 
De Jas relaciones 
(ry) = Py, (2) = y, 
legítimas en cualquier grupo abeliano (véase (3), $ 4, cap. 4). so 


deduce que el conjunto 
A? = (12€ 4) 


de los p — x grados de todos los clomentos de A, forma un sub- 
grupo en A. independiente de cualquier descomposición de A en 
producto directo. Por otro lado, si 


(5) 


ias O 0, 
entonces, teniendo cu cuenta (4) y (5). tenemos 

ya RR. O 
Por lo tanto. 


Ox. xy 4P=B) Xx... x (0, 


donde 2, = af. D, — BF, son elementos de órdenes pu? y n't 
respectivamente. Como | AP |<|A |, entonces, por presupuesto 
de la inducción, q = Ly m — 1 = m — 1, - . ., mg — 1 = ng — 1, 
de donde my = ny, . - -, Mg = ng. Observando también, que 
lAa X lA, [Beu o X B| =p, qt. 


obtenemos 


prire tapt = JA] = p” + tgpi, 


Por consiguiente, s =r, y todas las afirmaciones del toorema ham 
sido demostradas. 

Los órdenes pta, . . ., p”r de los multiplicadores directos cíclicos 
so Laman invariantes (o divisores elementales) del p-grupo abeliano 
finito A. Si dos grupos abelianos A, B, tienen los mismos invarian- 
tes, entonces, 
A=A1X...XAp B=B,X...X 8, Ai = Cpm, Bj 


$3 GRUPOS ABELIANOS FINITOS 303 


y el sistema de aplicaciones isomorlas q; A; —> Bi. induce el iso- 
morlismo q: 9 (lr, +... 47) —= (Pı (a). ---- 47 (as) entre los 
grupos A y B. Por lo lanto, el teorema 2 dico que el grupo A se deter- 
mina con exactitud hasta el isomorfismo por medio de sus invariantes. 
En particular, cabe el 

COROLARIO. El número de grupos abelianos no isomorjos de orden p", 
es igual al número p (n) de particiones 


mtmr- ARMA M2, 
1>r>n E 


La función de números enteros p (n) fue tratada por nosotros 
durante la doscripción de las clases de elementos conjugados en el 
grupo simétrico S, (véase el ejercicio 4 del $ 2). El grupo abetiano 
de orden p* con invariantes p, . + ., p, habitualmento se llama grupo 
abeliano elemental. Este grupo A se caracteriza por la condición 
AP = e. Dando preferencia a la escritura aditiva, observamos que 
el grupo abeliano A, con pA =0 (p es un número primo), es un 
espacio vectorial sobre el campo to Fp de p elementos. En electo, 
si los elementos de F, so identifican con las clases de restos X res- 
pecto al módulo p (Fp — Zp) y se hace fa = ka, a € A, entonces, 
llegaremos a provocar la operación Fp sobre A, que transforma a A 
en un espacio vectorial sobre Fp. Esta ope! m está definida correc- 
tamente, porque de k — K’ sigue (k — k’) a = L (pa) = 0. La des- 
composición de A en una aa directa de subespacios cíclicos co- 
rresponde a la descomposición del espacio vectorial en una suma 
directa de subespacios unidimensionales (teorema sobre la base). 
Así, 


n 


ASŽ =Z @®... ® Zp 


Cuan grande es la arbitrariedad en la elección de los espacios básicos 
unidimensionales, incluso cuando r = 2, se aprecia del ejemplo en 
el $ 4: Z$ permite p (p ~ 1) descomposiciones distint; 

2. Teorema fundamental sobre grupos abelianos finitos. Hacien- 
do hincapié en la descomposición (1) y en su unicidad, así como en 
los teoremas 1 y 2, Jlegamos inmediatamente a la afirmación funda- 
mental sobre los grupos abelianos siguiente. 

TEOREMA 3 Todo grupo abeliano finito A es producto directo de 
subgrupos cíclicos primarios. Cualesquiera dos descomposiciones de este 
tipo tienen cada una el mismo número de multiplicadores de cada orden. 

Adoptando Ja terminología de la teoría de espacios vectoriales, 
diremos que los elementos a, . . .. 2,, de órdenes di. d,, com- 
ponen la base del grupo abeliauo A , si cada olemento y € A se escribe 
de un modo único en la forma 


a=añalz ... << bmi iiet 
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Por supuesto, en tal caso 


A=(a4)X...X la), |A |= dd ... de, (6) 


y cl teorema 3 es equivalente a la afirmación sobre la existencia, 
en todo grupo abeliano finito A, de una base con elementos pri- 
marios (o sca, los órdenes d; de los mismos, son potencias de los 
primos p, divisores de | A |) además, el sistema (d,, da, ..., dp} 
no depende de la elección de la base. Por esta razón, como en el 
caso de los grupos primarios, los números d,, . . ., d, se llaman in- 
variantes o divisores elementales del grupo A. A veces también se 
dico que (d, . . ., ds) son el tipo del grupo abeliano finito A. 
Indiquemos todos los invariantes, colocándolos en filas que 
responden a diforentes divisores primos de orden | 4 |: 


pm, pms prs NUNS n> 
pp pps p, MAPD 


P Ma” P. NPP +e 


Puede considerarse que todas las filas tienen la misma longitud /, 
si?se completan algunas de éstas con unidades. 
Los números enteros 


my pupa ppa j 


se llaman factores (o multiplicadores) invariantes del grupo abelia- 
no Á. Por construcción 


| A| =mMMp - + Mp Ma | my a) 
De la descomposición (6), reescrita en la forma 
A = (l(a) X... X (am) X-a X (la X. X (a) 

pasamos ahora a la descomposición 

A = (u) X (u) X... X (un) (8) 
con multiplicadores cíclicos directos de órdenes My, Ma, +. +, Mi 
Para oso, es suficiente hacer 

Uy = 01407 Op ASIS, 


y alegar la proposición del final del p. 3, $ 2, cap. 4. 

Para el grupo primario A. las descomposiciones directas (6) 
y (8), evidentemente, coinciden, pero, en el caso general, la (8) 
es más brove quo la (6) (< r < kl), además, en (8) se separa de 
inmediato el elemento u, de mayor orden m; los órdones de los 
demás elementos del grupo A dividen el primer factor invariante my. 
El número entero m, se denomina también índice (o exponente) del 
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grupo A. El grupo abeliano A es cíclico si, y sólo si, su indice coincide 
con el orden de | A |. 

Queda por agregar, que la cuestión sobre la existencia del grupo 
abeliano A con los factoros invariantes dados my, My, my 
no surge: es suficiente examinar (en escritura aditiva) la soma directa 
de los grupos cíclicos Zmy, - > Zm 


En calidad de ojewmplo, enumeremos todos los grupos abelianos de órdenes 


16 y 36. 
141=16=2%, _p(4)= 5: Zi 2,0 Zp 
Z, @ Zo Z"® Z1 ® Za» Zi = Z: ® Z: © Z: @® Zs 


D p 
1Ap= 3622.33 Tne | invariantes 
LOZ =7 4,9 36 
PE: YAYA PEETA 2,2,9, 19,2 
ZOLOZ = Zu D Zs p 12,3 
ZOOL D Za = Za Dl NAS] 0 

Considoremos otro ejemplo más. Indiquemos el grupo Zy, O Zag on térmi- 
nos de factores invariantes. Al principio, cada uno do los 'sumandos cíclicos 


los expresoromos por modio de los componentes primarios cíclico: 
Zn =Z, @® Žp Zu = Z, @ 2:0 Z, 
Luego, unamos todos los componentes primarios 
Ži @ Za = (Zs @ Z4) @ (2102302, 


(suma directa de p-subgrupos de Silov). Ahora queda soparar wn sumando 
cíclico de orden máximo en cada componente primario, y tepolir este proceso 
con los sumandos restantes: 


Zn 0 Zu = (107,02) 0 (2,0 Za) = Zoo O Zag 
Si so haco lo mismo con ol grupo Zs 9 Zian Entoncos, so obtendrá un resul- 


tado análogo. 
En oleada, 


Za B Zos = Za O Zier 
(uablando on rigor en todos lados hubiese correspondido poner el signo ee 
on lugar del de igualdad). En particular, soñalemos, «ue los índices de ambos, 
grupos son iguales a 504. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema 1 o incluso la primora parte dol teorema 3, sin 
pasar a los factores cocientes. (Zadicación. Se inicia del mismo modo. Luego, 
al grupo cíclico (a) de orden máximo m en A se le dobe agregar ol sumando 
directo máximo B. Si (a) X B = A, ontonces, todo ostá demostrado. En caso 
contrario, examinar el elemento c € A, no contenido en (a) X B, poro tal, 
que cP € (a) X B para ol exponente primo p. Los razonamientos ulteriores 
se efectían en el grupo, (e, (a) X B), procurando ohtener para ol mismo la 
descomposición (a) X B’, B’ >B). 


20—0392 
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2. Obtener la descomposición del grupo abeliano finito A en componentes 
primarios, sin recurrir a los teoremas de Sílov y, por supuesto, no utilizando 
el teorema 3. En particular, para que siendo n = dida + - - dy, dy = Pit (P; son 
diversos divisores primos), obtener la descomposición 


Zn = Za, D Za, @ o © Za, 


dol grupo cíclico (Zu, +), se puede utilizar cl ejemplo 1 del p. 1, $3, o la pro- 
posición del p. 3, § 2, cap. 4. 
3. Mostrar, que en el grupo sbeliuno finito A, para cualquier 21141 
existe por lo menos un subgrupo de orden d (giro del teorema de Lagrange). 
A. Mostrar, que con vn ordenamiento correspondiente los invariantes de 
cualquier subgrupo sou divisores, de los invariantes de un grupo abeliano. 
SIA. O A = B 9 B, donde A y B son grupos abeljanos finitos, enton- 
cos, À = B, 
6. Si A, B, C, son grupos abelíanos finitos, y A 9 C = B 9 C, entonces, 


7. Mostrar, que el grupo abeliano con factores invariantes my, . + -, Mp 
no puedo sor engendrado por menos de 1 elementos. 

8. El grupo abeliano finito de orden n, no divisible por el cuadrado de 
ningún número entoro >1, es cíclico. 

9. Hacer recuento de todos los grupos abelianos no isomorfos de orden 72 
10. ¿Son isomorlos los grupos Zis O Zi: Y Zis O Zas? 


Capítulo 8 


ELEMENTOS DE LA TEORIA 
DE REPRESENTACIONES 


A la definición exacta de la teoría de representaciones lineales 
de grupos, le antoponemos dos problemas cercanos por su espíritu. 

PROBLEMA 1. En el espacio (m + 1)-dimensional Vm de los 
polinomios reales homogéneos 


Í (z, y) = QUE arg y TL a 
(o, más bien, de las funcionos polinómicas (7, y) >/f (2, y)) de 
grado m, se separa el conjunto de soluciones de la ecuación bidimon- 


sional de Laplace 
on derivadas parcialos (véaso el ejercicio 9, $ 1, cap. 6). El operador 


Ci , aj 
agro © 
Por eso las soluciones de la ecuación (+) forman cierto subespacio 
E a E 
de Laplace Atar es lineal: 


A (af + Pg) =a Af +BAg, a, BER 


Por eso, las soluciones de la ecuación (+) forman cierto subespacio 
Mm del espacio Vm. Se comprueba inmediatamente, que 


m-2 

Af = 2, Um—k) (m—k—4) ar + (+2) (k 1) apsal tye, 
En consecuencia 
Af = 0 < (m — k) (m — k — 4) an + (k + 2) (k +1) 0442 =0, 

0<k<m-—2, 
y todos los coeficientes a, se expresan mediante dos de clos, diga- 
mos, a y a. De este modo, dim Hm < 2. 

Pero dos soluciones linealmente independientes se pueden indicar 
enseguida. Efectivamente, extendiendo respecto a la linealidad la 
acción del operador A a los polinomios con coeficientes complejos, 
tendremos 
A (x + iy)” = m (m — 1) (2 + iy)" + 

+ imi (m — 4) (z + iy" = 0, 
Scparando las partes entera e imaginaria, obtenemos 
Zm (2, Y) = (2 + iy)" = um (2, Y) + Wm (2, y), 
de donde 
Aum + i Adm = Asm =0=> Aum = 0, Avm = 0. 


Así, 
Hm = {um (2, Y), Vm (2, Y) R- 


2 
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Interpretando ahora z, y como coordenadas de un vector on el 
plano euclídeo R? con un sistema de coordenadas cartesianas dado, 
veamos qué pasará con un cambio ortogonal de coordenadas, cuando 
se hace girar cl plano R? alrededor del punto de origen a un ángulo 
cualquiera 0: 


a' = Qo (z) = z cos 8 — y sen O, 
y = Do (y) = z sen v + y cos 0. 


La regla do diferenciación de funciones complejas, conocida dol 
análisis (y fácil de comprobar para los polinomios), da 


aa a 
LP copo 2 


cos 0-sen 0+ 5 sen20, 


JT Sz dy 
al _ ai ai ô’ 
Ah = Fh costo +22 cos 0-son 0+ -Frp sento, 


de donde 

ay af ai an 

ii i i a 
Esto significa, que la ecuación (+) que da invariante frente a un 
cambio ortogonal de variables o, como también podríamos decir, 
con la operación del grupo SO (2) = Ws. En particular, los polino- 
mios Um (2, Y), Um (2, y) serán soluciones de la ecuación (+) 
y como tales se expresarán linealmente medianto um (£, Y), Um (2, y). 
Do esto modo, el grupo SO (2) opera en ol espacio de soluciones de la 
ocuación de Laplace. En este caso se habla sobre la representación 
real lincal bidimensional 

DM: y — De (0) 
del grupo SO (2). 

Volviendo de nuevo a los polinomios complejos, observamos que 


Y + iy' = xé? + iye? = ¿0 (x + iy), 
(at + iy)" = é" (e + ty)". 


Conservando para el operador lineal complejo D (” (0) su denotación 
anterior, tendremos 

DO (0): zm > En = 9 am. 
Las llamadas representaciones unitarias lineales DM; Do etmo, 
m EZ, del grupo SO (2) desempeñan un papel importante en el 
análisis. 

Observemos, que la operación Y induce la operación del grupo 
SO (2) en todo el espacio Vm y, desde esto punto de vista Hm es un 
espacio invariante en Vm. 

prontema 2. La ovaluación del número de los posibles compuestos 
orgánicos, por ejemplo, en la química de hidrocarburos cíclicos, 
se reduce al problema vital-abstracto siguiente. ¿Cuántos collares 
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distintos de longitud n se puede formar, a partir de una reserva 
ilimitada de perlas q, de diferentes colores? 

Tratemos de responder a esta pregunta (siguiendo a G. Poliá) 
considerando, que los collares están orientados, o sea, un collar 
dado vuelta, hablando en general, no se identifica con el original. 
Obsérvemos, que el número total de segmentos de hilo con z perlas 
enhebradas quo se tiene es g” (número de palabras de longitud n en 
un subgrupo libre con g generadores). En el conjunto Q, de estos 
segmentos opera el grupo cíclico (9) de orden n con el generador 
o == (12... n) € Sn, que permuta cíclicamente las perlas en cada 
segmento. Es natural considerar el collar como (0)-órbita del seg- 
mento o, si se desea, cierto conjunto de círculos concéntricos (fig. 21). 
La segunda interpretación es más evidente. Ella está vinculada con 
el isomorfismo 


cos 2% —son E 
n n 
o: 00s] ,, En E 
sn cos 
F n 


con el que antes ya hemos encontrado, y que más tarde llamaremos 
representación real lineal bidimensional del grupo (0), El número 
buscado dar, collares se expresa mediante la fórmula del ejercicio 5, 
$ 2, cap. 


a 
v DN). 
20 

Si d |n, entonces, el elemento gf de orden n/d deja en sus lugares 
aquellos segmentos (y collares) que se disponen en d períodos de 
longitud n/d (en relación con esto, véase el ejercicio 13, $ 2, del 
cap. 4). Por eso, N (0% = qf, y N(o*) = quedo. A la 
magnitud N (ø ) con m.c.d. (n, k) =d en la suma Y] N (0%) le 
corresponde exactamente q (3) sumandos (p es la función de 


Euler). Esto significa, que 


r 


El paso a collares físicamente distintos (no orientados) está ligado 
con identificaciones complementarias de los elementos en Q,, me- 
diante una representación lineal bidimensional corriente del grupo 
diedral Da. Procure hacer esto independientemente. 

No sólo en los ejemplos examinados, sino que también en proble- 
mas físicos concretos Jas representacionos lineales de grupos, apare- 
cen arbitrariamente, como reflejo de una u otra simetría. La idea 
y la lengua de la teoría de representaciones son, respectivamente, 
muy naturales. Así, los ejemplos expuestos en el $ 1, se refieren a 
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problemas bien conocidos y al parecer no aportan nada huevo. Sin 
embargo, el propio hecho de que se encuentren «bajo un mismo techo» 
debe conducir a reflexiones útiles. 

La finalidad perseguida por la teoría de representaciones es 
doble: 1) puramente matemática, dictada en parte por el deseo de 
emplear un aparato complemontario para la investigación do los 


Fig. 24 


propios grupos, 2) aplicada, ilustrada, digamos, por su gran contri- 
bución a la cristalografía y a la mecánica cuántica. Ninguno de estos 
aspoctos en esencia, está reflejado en el presente capítulo, cuyo fin 
es más que modesto: decir algo interesante sobre la teoría de repre- 
sentaciones, basándonos exclusivamente en un material que nos es 
accesible, provoniente del álgebra liueal y de la teoría de los grupos. 


$ 1. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS DE REPRESENTACIONES LINEALES 


1. Conceptos fundamentales. Hablando con propiedad, ya hemos 
estudiado la teoría de representaciones cuando consideramos (en el 
$2, cap. 7) la operación de grupos en los conjuntos. Tomemos ahora 
en calidad de conjunto el espacio vectorial V de dimensión n sobre 
el campo K y separemos en el grupo S (V), de todas las transforma- 
cionos biycotivas V — V del subgrupo GL (V), que es el grupo de 
los operadores lineales invertibles en V (o grupo de automorfismos dol 
espacio V). Es claro, que para cualquier elección de la baso 
{en s ên} en V, el grupo GL (V) se vuelve un grupo matricial 
común GL (V, K), que puedo considerarse grupo de automorfismos 
del espacio lineal aritmético K . Con esto, a cada operador lineal 
A EGL (V), le corresponde una matriz A = (a;;) tal, que 


A 
Ae 2 yei ayEK, det 40, 


DEFINICION t Sea G algún grupo. Todo homomorfismo ®: G > 
> GL (V) se Ilama representación lineal del grupo G en el espacio V. 
La representación se denomina exacta, si su núcleo Ker O sólo está 
compuesto por el elemento unidad del grupo G, y trivial (o unidad) 
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si 0(g)=8 es un operador unidad para todo elemento g EG. 
La dimensión dimx V, también se denomina grado de la representa- 
ción. Para K =Q, R o €, se habla, respectivamente, sobre una 
representación racional, real o compleja del grupo G. 

De este modo, la representación lineal es un par (0, V), com- 
puesto del espacio de representación V (o G-espacio) y del homomorfis- 
mo ®: G > GL (V). Por definición 


© (e) =8 es un operador unidad; 
© (gh) = D (g) D (h) para todo g, REG. 


Conviniendo en designar por g + v la operación del operador lineal 
0 (g) sobre el vector v € V, Jlegamos a Jas relaciones 


ExX(U+0)=gru+ gro, uvEV, 
gr (00) =2 (8x0), AEK, (1) 


exvo=0, 
(gh) av =g* (h«v), 


que imitan las propiedades de los operadores lineales, además, las 
dos últimas rolaciones sustituyen lo que antes se expresó con el 
signo D (comparar con (i), (ii) en el $ 2 del cap. 7). Las relaciones 
(1) en la representación lineal (O, V) llevan a un primer Jugar el 
G-espacio V, lo que a veces es cómodo hacer por unas u Otras razones 
(por ejemplo, cuando V no es un espacio lineal abstracto, sino alguna 
realización concreta del mismo). 

Por otra parte, el espacio V puede no mencionarse, si por repre- 
sentación lineal se comprende sencillamente el homomorfismo ® 
del grupo G on el grupo matricial GL (7, K). Como antes, Dgn = 
= 0,0), pero aquí DP, es una matriz no degenorada, además, Ó, = 
= E es una matriz unidad. La interpretación matricial es preferible 
desde el punto de vista del cálculo, pero es menos invariante y carece 
de evidencia espacial. De hecho, es importante dominar el arte 
(simple) de pasar libremente de representaciones G-espaciales a 
matriciales y viceversa. 

En relación a esto, recordemos el hecho, bien conocido del curso 
de álgebra lineal, que dos matrices A, B, que responden a un mismo 
operador lineal en distintas bases, son semejantes: 3 = CAC=1(C es 
la matriz de paso de una base a otra). En el caso de representaciones, 
cuando so habla sobre ol grupo de operadores lineales, la dependencia 
de la elección de la base, se toma en cuenta del modo siguiente. 

DEFINICION 2. Dos representantes lineales (PD, Y), (Y, W) del 
grupo G se llaman equivalentes (isomorfas o semejantes), si existe un 
isomorfismo de los espacios vectoriales o: Y —> W, que vuelve al 
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diagrama 
vw 
aa | wie 
vw 
conmutativo para todo g EG, o sea, 
Y (g)o = oÈ (g), gE6, 
o, lo que resulta equivalente, 
Y (8) = 00 (g) o~ (2) 


(comparar con la definición de equivalencia de las operaciones de los 
grupos en los conjuntos, dada en el ejercicio 1, $ 2, cap. 7). A veces, 
oscribiromos PY para las representaciones equivalentes, y 
De Y para las uo equivalentes, 

Enunciemos dos variantes más de la definición 2. 

a) TERMINOLOGIA MATRICIAL. Sean G un grupo, y V: (g, v) — 
= q» v, W: (g, w) — g O w, dos G-espacios con opercionos +, D, 
que satisfacen la condición (1). El isomorfismo o: V= W de los 
espacios vectoriales, es un isomorfismo G-espacial, sì 


g O o (v) = o (g + v) 29) 


para todo g EG y v€ V. También se dice, que la aplicación o es 
permutable con la operación G. 

b) TERMINOLOGIA G-ESPACIAL. Si V = (v ...» Unh Wæ 
= (Wi... Wa) y Òg, Yg son las matrices de los operadores linea- 
les D (g), Y (g) respecto a las bases elegidas, entonces, la condición 
de equivalencia (2) se expresa en la forma 


Y, = C90, (2) 


donde C es cierta matriz no degenerada, la misma para todo g € G. 
Los coeficiontes de todas las matrices examinadas, pertenecen a un 
campo K. 

La relación de semejanza de matrices. expresada por la condición 
(2), es la relación de equivalencia que divide al conjunto M, (K) 
en clases disjuntas. En correspondencia, las representaciones del 
goro G también se parten en clases de representaciones equivalentes. 

ás adelante quedará claro, quo para la teoría de representaciones 
son interesantes y esenciales, precisamente las clases de representa- 
ciones equivalentes. 

Recurriendo nuevamente al curso de álgebra lineal, intentemos 
darnos una idoa más cvidente de la operación del grupo ® (G) en el 
espacio V. Con relación al operador lineal 4: V > V en V puede 
existir el subespacio invariante U: u € U => æu € U. Completando 
la base arbitraria fer, , €n} en U, hasta la base de todo el espacio 
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V = ll... Ens Ekti + - -> Ên), Veremos, que la matriz del opera- 
dor Æ en la base fer, » «=> ĉn), tomará la formo triangular en blo- 


lo al 


El bloque A, corresponde al subespacio invariante U, y el bloque Az 
al espacio cociente V/U. Si Aj es una matriz nula, entonces, A = 
= Ay + Aj es la suma directa de los bloques, y V = U QW es la 
suma directa de los subespacios invariantes. 

La existencia de un subespacio invariante propio respecto a A 
está siempre asegurada, ya que el campo básico K es algebraicamente 
cerrado (véase el $ 3, cap. 6). Si, por ejemplo, X E un campo 
de números complejos, entonces, habrá un tor vEV, vÆ0, 
para ol cual, Æv = Av. Aquí 2 es raíz del polinomio característico 


Ja) = NEA | = P — (tr A) = +.. e + (—4)" det A 
(A es una matriz arbitraria del operador lineal 4). Este razonamien- 


to permite elegir una base en V, respecto a la cual A toma la forma 
triangular 


> * 
da 
q % 
0 An 
con raíces características Ay, das + + + An en diagonal. Un análisis 


un poco más detallado termína con la reducción de A a una forma 
normal de Jordan J (A) (véase el complemento), a una suma directa 
de células de Jordan 


LAO Y 
tn Pet 
000... 4 


{m X m es la dimensión de la célula, ? es una de las raíces caracte- 
rísticas). 

Observemos, que si 4% = E, entonces, J4, a = Em es la m X m- 
-matriz unidad para cada célula de Jordan Jm,a de la matriz A, 
y esto, evidentemente, sólo es posible cuando m = 1 y l es la raíz 
de grado g de i (como siempre, consideramos K = €). En conse- 
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cuencia, 


A 0 
da 
A- ESCACH = . M=1, 3) 


0 Aa 


para ciorta matriz invertible C. Lo mismo se deduce de un criterio 
más simple de diagonalización del operador lineal 4 con la matriz 4 
y el polinomio característico f4 (f) = 1% — 1 sin raíces múltiples. 

Todos estos razonamientos, referidos a un operador aislado 4: 
YV -» V, es útil tenerlos en cuenta al pasar al grupo D (g), g E€ G, 
de operadores lineales. 

DEFINICION 3. Soa (4, V) una representación lineal del grupo G. 
El subespacio U E V se llama invariante (o estable) respecto a G, 
si © (g) y EU para todo u € U y g €G. El subespacio nulo y el pro- 
pio espacio V de la representación Q son subespacios invariantes 
triviales. Ta representación que sólo posce subespacios invariantes 
triviales, se denomina irreducible. La representación es reducible, 
si tiene por Jo menos un subespacio invariante no trivia). 

Conforme a lo dicho más arriba, en caso de una representación 
reducible (b, V) con subespacio invariante U, ol espacio V tiene 
una base, con relacion a la cual 


Dd 0 | 
o 0 0 


para todo gEG. Como Dis = D,D, D’ = Ar y 0¿(U)= U, 
entonces, la aplicación ®': g —> Dj define la representación en U, 
lamada subrepresentación en ®. En el espacio cociente V/U también 
está definida la representación. Ella se llama representación cociente 
y os dada por las matrices Vi, g € G. 

Si en V so puede elegir la base de tal modo que todas las matrices 
D} scan nulas, entonces, se habla de una representación descompo- 
nible (, y más exactamente, sobre una suma directa de representa- 
ciones M == D -|- (D”, La descomposición de (®, V) en una suma 
directa es realizable exactamente cuando el subespacio invariable 
UC Y tiene un subespacio invariante suplementario W, así que 
V = U 0 W es la descomposición en una suma directa de los subes- 
pacios, y b (U) c U, D (W) <= W. Si esto es así, entonces, ® 
=Q ly, D” =0 |w son limitaciones de Ọ en U y W respect: 
vamente. 

La representación lineal (®, V) se llama indescomponible, si no 
Puede ser expresada en forma de suma directa de dos subrepresenta- 


y= 
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ciones no triviales. Tambi 
ponible. 

Desintegrando sucesivamente, si esto es posible, V, V, W, etc., 
en la suma directa de subespacios invariantes. llegamos a la suma 
directa V=V,08 ... € V, de varios subespacios invariantes 
(correspondientemente a la suma directa P — W +... xQ 
de varias representaciones). Para una elección correspondiente de la 
base en V, las matrices de operaciones lineales toman la forma 


e habla sobre el G-espacio V indescom- 


op o 
a ERIN 
o o 


DEFINICION 4. La representación lineal (®, V) del grupo G, que 
es la suma directa de reprosentaciones irreducibles, se denomina 
completamente reducible. Una terminología análoga se nsa con respecto 
a los G-espacios. 

Es intuitivamente claro que las represontaciones irreducibles 
desempañan el papel de bloques de construcción, de los cuales se 
construyen representaciones lineales arbitrarias. Las representaciones 
totalmente reducibles se obtienen como resultado del uso do la 
estructura elemental, la suma directa. En adelante se verá que on 
muchos casos esto es suficiente para describir todas las representa- 
ciones. Observemos que algunos grupos importantes para la física, 
como el de Lorentz, tienen representaciones irreducibles de dimensiones 
infinitas. Naturalmente, ellos no se reducen de ningún modo a los 
de dimensiones finitas y deben estudiarse por separado. 

2. Ejemplos de representaciones lincales. Hemos dado todos 
los conceptos esenciales de la teoría de representaciones. Queda 
por llenarlos con contenido real, para lo que, al principio, os muy 
útil conocer (y entender fundamentalmente) la serie de ejemplos que 
se brindan a continuación. 


BIEMPLO 1. El grupo lineal completo GL (n, X) sobre el campo K tione, 
por definición, una representación lineal irroducible exacta do grado n con 
espacio de representación F= KT, En esto mismo espacio opera un grupo 
lineal cualquiera H > GL (r, K) exacto, pero. posiblemente, reduciblo. 
Obsorvacionos análogas so rotieren a otros grupos clásicos, indicados en 
el $ £ del cap. 7. Digamos, el grupo unidad U (n) opora do un modo irreducible 
on el espacio hormítico, y el ortogonal, O (n) en el ouclideo. Esto se deduce 
inmediatamente de la afirmación más fuerte, demostrada en el curso de álgebra 
lineal, que los grupos U (n) y O (n) operan transitivamente (en el sontido de 
ejemplo 3 del p. 3, $2, cap 7) en el conjunto de vectores do longitud unitaria. 
'MPLO 2. Haciendo operar a GL (n, K) en el espacio vectorial M, (K) 
do matrices de orden » por la regla pa: X=—>AX (A € GL (n, K), X € Mn (K), 
nos convencemos fácilmente de que Pa («X + BY) = apa X + BPAY y han = 
= pap. Por eso, (p, Mn (K)) es una relación lineal de grado n2. Sea M (K) 
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cd 


E aira 


con una sola columna X) diferente de cero. Como es fácil comprobar, este 
subespacio es invariante respecto a Ya, A ELGL (n, K), irreducible e isomorfo 
(como el GL (n, K) — espacio) al espacio natural X%, en el cual opera GL (n, K). 


De este modo, 
MK) MPA) O + O MED (K) 
es la descomposición on la suma directa de n¿GL (n, k) — subespacios isomor- 
fos, a lo que corresponde la descomposición 
A 1) 
on la suma directa do » representaciones equivalentes. Simbólicamente, este 
hecho se indica en forma 
Mp(K) enMi (E); nv 


EJEMPLO 5. Defínamos ahora la operación 0 del grupo GL (n, K) en M (K) 
huciendo Dd, : X=>AXA=!, Nuevamente, (0, M, (K)) es una representación 


un subespacio de las matrices 


n 
lineal de grado n?. Si X = (z;;), entonces, como de costumbre, tr X = >, zij 


3 
es la traza de la matriz X. Es bien sabido que tr (aX + BY) = atir X +$ tr Y 
(linealidad de la función tr) y try oS = tr X. De esto se deduce que el 
conjunto Mg (k) de matrices con traza nula es un subespacio invariante respecto 
a 0, Por otra parte, D, (LE) = 2E y tr AE = nh. Así, en caso de un campo K 


de caracteristica nula tiene lugar la descomposición en la suma directa de 


GL (n, K) — subespacios 
Mn (K) = (E @ M8 (R) 65) 


de dimensiones 1 y n? — 1 respectivamente. Notemos que cuando n = p y K = 
Z Zn la, descomposición del tipo (5) está ausente, por cuanto, en oste caso, 


r E'm 

De acuordo con la definición, la forma normal de Jordan J (X) dela matriz X 
no es otra cosa que la representación más sencilla y cómoda de¿GL (n, E) — 
órbita, contenedora de X. La limitación de ® en cualquier subgrupo Y = 
FL tm E) hace natural la cuestión sobre los represcutantes canónicos de 

órbitas, 

EJEMPLO 4. En el ejemplo anterior hagamos X = R y limitemos ® en el 
grupo ortogonal 0 (n). Como A €Q (n) =>'*4= A”, entonces 1X = eX, 
e= +1, t(AXA) =14-2.£X.14 = ¿AXA=1. Por lo tanto, el espacio de 
la representación Mp (R) del grupo (0 (n) se escribe en forma de la suma de 
0 (n) — subespacios 

Ma (R) = (Edy O MA (R) @ Ma (R) 
del espacio unidimensional (£)p de matrices escalares, del espacio (n + 2) X 
X (7 1)/2 dimensional de matrices simétricos con traza nula y dol espacio 
n (n — 1)/2-dimensional de matrices antisimétricas. En bien conocida la corres- 
piani hiunívoca entre las matrices simétricas (antisimétricas) y las formas 
ilineales simétricas (respectivamente, antisimétricas). La operación de 0 (n) 
en (E)p © Må (R) y en Mz (R) se traslada a los espacios de las formas corres- 
pondientes. El teorema sobre la reducción de la forma cuadrática q (z) a los 
jes principales, no es otra cosa, que la posibilidad de elección en la Ò (n) — 
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órbita, contenedora de q (z}, de la forma diagonal Y Ax, con 4; realos, deter- 
minados unívocamente con exactitud hasta la pormutación, 
Sustituyendo R por © y 0 (n) por el grupo unidad U (a), llegamos a la 


descomposición 
Mn (C) = (E)E @ M$ (C) O M3 (0) 


en la suma directa de U (n)—subespacios escalares, hormíticos con traza nula 
y atrioan putibermíticas. EL caso a = 2 Jue analizado detallalamente on ol 
, Sap. 7. 
'EJEMPLO $. Sca G un grupo de permutaciones, que opera en cierto conjunto 
2 con un número de elementos | 9] = 1 >1, o sea, G & Sp. El ospacio voc- 
torial 


V= (el tE Q)ie 


sobre el campo K de característica nula con base numerada por los elementos 
del conjunto Q, lo transformamos on G-ospacio, haciendo 


Dt) LA he)=Y) Deusy) hegn 


ico ía 


Ur» £ (0 es la operación do pormutación g €G on i€ 0). Como (gh) (0 
= g (h (i)), entoncos, se obtiene una representación lineal de grado n dol gru- 
po`G. Ella nunca es irreducible, por cuanto 


SAN Y, me mex) (6) 
tha 


es la descomposición en la suma directa de los espacios invariantes unidimen- 
sional y (n — 1)-dimensional (si char k = p > 0 y p| n, ouronces, ya no so 
obtiene una suma directa). 

Separomos dos casos particulares. 

a) 6 + Sh. El monomorfismo Sa — GL (n, 8), construido on ol p. 5, 
9, sap. A, colncido con nuestra representación lincal „si se toma en calidad 

le » la i-bsima columna coordenada Æ). La descomposición (0) muestra quo 
para Sn oxiste una inclusión más económica Sn => GÍ (n — 1, í)). Más larde 
sorá demostrada la irroducibilidad de esta representación lineal de grado n — 1 
(incluso sobro el campo €). 

b) Representación regular. Sea G un grapo finito enalqniora. Haciondo 
R = G, obtendromos el amado G-espacio regular V = (cp ] g €G), y, corres- 
pondientomonte, la representación regular (p, V) dol grapo G: p (8) eg = tags 
para todo a, g € G. Con la reprosontación regular con designaciones algó distin- 
tas, ya nos encontramos al demostrar el teorema do Cayloy ($ 3, cap. 4), poro, 
entonces no nos interesaba el espacio V, sino el conjunto (eg) de sus vectoros 
básicos. El significado do la ropresontación regular del grupo finito G consiste 
en que olla contiene todas las representaciones irreducibles de G, considerada 
con exactitud hasta la equivalencia (véase el $ 5). 

EJEMPLO 6. La ropresentación de grado 1 es sencillamente el homomorfis- 
mo ©: G- Ke dol grapo G on el grupo multiplicativo dol campo K. (K es un 
espacio vectorial wnidimensional sobre sí mismo). Como el grupo multiplicativo 
de un campo es abeliano, entonces, Ker P > G*, dondo 6’ os ol conmutante 
del grupo G (teorema 4, $ 3, cap. 7). Obsorvomos que la equivalencia de dos 
representaciones unidimensionales D', (D” (con igual espacio de representación) 
es equivalente a la coincidencia de ambos, puesto que a D’ (g) a! = D” (9=> 
= Ú (g) = 0" (8) > D = D”. $ 
= ® (e) = 1, o soa, D ( Í 
sentación wnidimen: 
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on el caso en que K íclico tiene representación unidi- 
nal exacta. 
(Z, +) 


, entonces, según la fórmula de Euler, 


C, cualquier grupo 


representación ki 4 para | A] 4 es exacta. Si 
PE dio DER, y el núcleo 


LAI 
de la aplicación ko eèai0h es distinto de coro sólo cuando @ € €). 

El grupo Z tiene representaciones complejas indescomponibles de grado 
tan grande como se quiera, que, sin embargo, no son irreducibles. Es suficiente 
apoyarse en el teorema sobre la forma normal de Jordan de una matriz y exa- 


aplicación 


000... 04 
b) G= (a | an = e). Sea e = en la raíz primitiva do grado n de 1. De n 


ropresentaciones unidimensionales 
DOM: ghe emh, mat, dy ones ni, m 


q (n) serán exactas. Señalemos un hecho interesante: el grupo cíclico de orden n 
llene exactamente n representaciones irreducibles no equivalentes de dos en dos, 
sobre, Todas ellas son unidimensionales y tienen la forma (7). 

Efectivamente, sólo es necesario convencerse de que en un grupo cíclico 
finito no existen represontaciones de dimensión > í, irreducibles sobre €. 
Pero, antes de la dofinis 3, se observó el hecho de que cualquier operador 
lineal ® (g) de orden finito puede ser disgonalizado sobre C. En este caso, 
ésto equivale a Ja reducibilidad total de la representación D. Si dim Ọ = r, 
entonces, D se descompone en la suma directa de m representaciones unidimenslo- 
nales, 

Para el gmpo cíclico de orden finito se ha obtenido, en esencia, la e 
ción de todas las representaciones lineales complejas. Con exactitud hasta la 
equivalencia 


o o 


o ofo 
donde Don) es wna de las representaciones del tipo (7). 
Nuestra finalidad consiste en establecer loyes semejantes en el caso genoral. 
EJEMPLO 7. Ya en los ejemplos anteriores se estableció una fuerte dependen- 
cia de las propiedades de Ja representación lincal ® del grupo G, respecto al 
campo fundamental K. Pongamos complementariamente en claro esta cuestión, 
El grupo ci (al an > e) de simple orden p. que opera en el 
espacio vectorial bidimensional V = (v, v,) sobre un campo arbitrario K 
de caracteristica p, de acuerdo a la regla a » 14 = vy, 2 + v, = v + va, define 
la representación indescomponible (®, V) 


En efecto, la matriz D, tiene la raíz característica 1 de multiplicidad 2. Por 
eso, la descomposición de ® en la suma directa de dos representaciones ul 
mensionales, significaría la existencia de la matriz invertible C, para la cual 


CDC = ll E. Pero ontonces, M,= CHEC = E, lo quel no es 


cierto. 
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Sea luego, G = (a | a? = e) un grupo cíclico de orden 3 y K La repre- 
sentación bidimensional (®, Y), V = (vı, va), dada en la base prefijada por 


la matriz "i 
se al 


es irreducible, por cuanto el polinomio característico 1-4- ¿ -+ 4 de esta matriz 
no tiene raíces reales. Pero, si Y so considera sobre C, entonces, naturalmente, 
V se descompone en la suma directa de G-subespacios unidimensionales 


V= (vo, + ein) O (4 + e02) 
A E, eoi 


Do este modo, cuando se amplía c) campo, la propiedad de irreducibilidad de 
la representación puede perderse. 
En adelante, sulvo raras excepciones, el campo fundamental K será el 
campo do los números complejos (el importanto desde el punto de vista 
práctico), o cualquier campo algebraico cerrado de característica nula. 


EJERCICIOS 
1. El grupo S0(2) se da mediante su representación bidimensional natural 
i cos® —sen0 
oie “eeso 
irreducible sobre R. Comprobar, que 


Aaw oale” ll para all i Jesu (2, O). 


En consecuencia, (b” es la suma directa de dos representaciones unidimensiona- 
les no equivalentes (en este caso, sencillamento distintas). x 
2. ¿Es o no irreducible el GL (n, C)-ospacio Ma (C) en Ja descomposición 
(5) para n= 2 y 3? (Respuesta: sí) 
3. Sean D y Y ropresentaciones complejas irreducibles del grupo ciclico 
(a | an= e) do orden n. Mostrar que 


n-i 
1 1, si Ox Y, 
2 o (mv 09=( y sidiV 
4. Apoyúndose en el ejor 


mación siguiente. Cualquier fun 
so puede escribir en forma de 


3, convencerse de la veracidad de la afir- 
m compleja f en un grupo cíclico (a | añ = e), 
descomposición «por armónicos elementales» 


nt 
f(a)= Y cme™h, e=e. 
o 


Los «coeficientes de Fourier» c, se calculan por medio de Ja fórmula 
n-i 
4 
mar D f (oA) emk, 
h=o 
5. De la fórmula para el número de collares (véase el comienzo del capi- 


tulo) deducir las conclusiones elementales: a) q? — q = 0 (mod p) (pequeño 
teorema de Fermat; véase el $ 4, cap 4); 


b) Jod) =n. 
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$ 2. UNITARIEDAD Y REDUCTIBILIDAD 


1. Representaciones unitarias, Recordomos que, en el curso de 
álgebra lineal, la forma no degenerada (u, v) —> (u | v) en el espacio 
vectorial V sobre € se llama hermilica, si 
(e 10) = ETD 
(au => pe |w) = 0 (u (w) + 0 (o 100), (1) 
(o |v) >0 para todo v+0 
(como siempre, z — z es el automorfismo de conjugación compleja). 
El espacio V, examinado junto con la forma hermílica no degenerada 
(u | v), se lana espacio hermético. El espacio euclideo con productos 
escalares, dado por medio de la forma bilineal simétrica no degenera- 
da, sirvo do análogo del hermítico. Tomando la base en, » - +, €n 
en V, escribamos la forma (u | v) para u = Y] wen v = Y) vye; del 
modo à 
(alo) =2 hiy 
La matriz H = (h) cumple la condición By — hy y también so 
Mama hermítica, Ya empleamos osta terminología en el $ 1, cap. 7. 
Existo una base ortonormada (definida por la condición (e; | ey) = 
= ô), con relación a la cual 


(ajo) = 2 ui 


El operador lineal 4: V > V, que conserva esta forma, o sea, que 
posee la propiedad (4u | æv) = (u 1 v), so llama operador unitario. 
En el caso real, a él le corresponde el operador ortogonal. La condi- 
ción de unitariedad, escrita en forma matricial A'A = E con A = 
= (01), A = A* = (ai), ya la encontramos en el cap. 7. Designan- 
do por .4* el operador lineal con matriz A = A*, expresemos la 
condición de unitariedad en la forma 4:4* == A* «A. 

El grupo de todas las matrices unitarias (grupo de operadoros 
unitarios, 0, simplemente, grupo unitario) se suelo designar con el 
símbolo conocido U (n). Por definición, U (n) œ GL (n, C), y si la 
representación ®: G — GL (n, C) es tal, que im ® — U (n), entonces, 
(©, V) se llama representación unitaria. 

mronema £. Toda representación lineal (®, V) sobre © del grupo 
finito G, es equivalente a una representación unitaria, 

ormosrracion. Elijamos en el espacio de la represontación V del 
grupo G una forma hermítica no degenerada cualquiera H: (u, v) — 
> H (u, 0) = Y hiyuwy (la escritura es respecto a cierta base 
fu - =» fa del espacio V} y consideremos la forma {u įv), obtenida 
de H (u, v) «promediando» respecto a G: 


(uJo)=|61* X, H (O (£)u, D(g)v). (2) 
¿e 
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El multiplicador ¡ G ¡2 no es esencial y se puso sólo para que, on 
caso de ser H unitario, tuviese lugar la igualdad (u | v) = H (u, v). 
Omo 


H (®© (g) u, ® (g) v) = H (® (g) v, 0 (2) u), 
H (® (g) (au + pv), O (g) w) = 
= H (90 (g) u + PO (g) v, D (8) w) = aH (Dg) u, D (g) w) + 
+ BH (Ù (g) v, ® (g) w), H(® (g) v, O(g) 0) >0 
para v s 0 y todo g € G, entonces, la forma (2) cumple la condición 


(1) y resulta, por consiguiento, una forma hermítica no dogonerada. 
Además (y esto es lo más importante), 


(0210 (8) v) = IGI X) H (O (8) (hju, (8) D (Mw 
=1|G|"* Y H(O (gh)u, ®© (gh) v)= 
KEG 
=161* X H (O Qu, (Hv) = (ujo) 
tE 
o sea, ol operador ® (g) para cualquier g €G deja 1a forma (u 1 v) 
invariante. Elijamos en V una base er, - - -, ĉn, ortonormada respecto 


a la forma (u |ù). Entonces, en esta base, las matrices Op de los 
operadores È (g) serán unitarias. jf 


Observaciones. 1) La afirmación del teorema 1 no se deduco automática- 
amonte del hecho por nosotros conocido, que cada matriz Oy con gm = e, es 
semejante a la diagonal unitaria diag Ọm, » + ., An} con Ap 4. 

2) En el caso real, un razonamiento totalmento análogo muestra, que la 
representación (O, V) es equivalente a la ortogonal. 

3) Por muchas razones, las representaciones unitarias desempeñan un 
papel importante en las aplicaciones do la teoría de representaciones, y es muy 
notable, que el teorema 4 sigue siendo válido para una clase mucho más amplia 
de grupos compactos tales, como U (n) y O (n). La demostración es la misma, 
pero la suma por los clementos de los grupos se sustituye por integración (res= 
pecto a cierta medida) en el grupo. Recordemos, que ol grupo compacto SU (2) 
geométricamente no so diferencia de la esfera tridimensional S°, y, por eso. 
tiene sentido hablar, por ejemplo, sobre su volumen. En genorul, oxisto un 
marcado paralelismo entro la tcoría de representaciones y los grupos compactos, 
pero no tenemos posibilidad de detenernos en esto. Dol ejemplo 6a) del $ 1 se 
ve que las representaciones de grupos no compactos (por ejemplo, G = Z) no 
son unitarias obligatoriamente. 


Para finalizar, observemos, que aunque la domostración del teorema 
4 es constructiva, no sería nada práctico utilizar en su búsqueda la reali 
zación unitaria de la representación que se tiene. Por ejemplo, para el gru- 
po G engendrado por los elementos aj, ..., ag, es suficiente lograr la uni- 
tariedad do las matrices Qa, ..., Ves. Entonces, también el grupo 
Oas, ..., Dag) =O (G) será wnitario. 


21-0392 
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EJEMPLO t. El grupo simétrico S, = (12), (123) posee la representación 
bidimensional D, contenida en calidad de sumando directo en la representación 
tridimensional natural (véase el ejemplo 5 del $ 4). Precisamente, si O (1) e; = 
= lar E= 1, 2, 3. y fi = e — es fa = er — fa, Ontonces, 

D (62) h = es — e fa © (U) f = a — ea = fi 
D (023) h = es — 6 = h tH fe DÍ = es — 6 = —Í1 
Como a = (123)! (12)/, donde ¿=0, 162 y j = 0 ó 1, entonces, sin esfuerzo 
se obticnen todas las matrices Yy =D (y, y) 
10 oa -i -i 
eji a l olh ad E 


a al 2 + ia Do aala E 


Do los relaciones det | F: =i- y (123P =e so doriva quo 


A jere] o AV 
leelo sl =, 
para elerte matriz no ddogenerada C. La conjugación con ayuda de C no debe 
infringir la propiedad de unitariedad de la matriz 


lol 


Las condiciones linealos 


041 04 A — e 0 ap 
eli ollo ole els Toll le cul al 
son cumplidas por la matriz 
loe 
a l 


Ahora tenemos la posibilidad de escribir las conocidas representaciones 
unitarias del grupo Sy: la unitaria O0, 06): am sen (a) = El, y la repr 
sentación bidimensional recién obtenida HG) = W. Para reforencias ulteriores 
es cómoda la tabla: 


e. 1 1 1 1 1 1 
ee 3 —t —i Du 1 1 
AA EIA 


ASEMPLO ©- La representación ortogonal natural de un grupo infinito, 
precisamente del SU (2), obtiene el epimorfismo ®: SU (2) => SÓ (3), construi- 
do en el $ 1, 

2, Reductibilidad completa. De las definiciones y observacio- 
nes hechas en el $ 1, es claro, en que medida resulta fundamenta) 
la afirmación siguiente. 


e 
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Teorema 2 (teorema de Mashke). Cada representación lineal del 
grupo finito G sobre el campo K de característica. no divisora de |G | 
(en particular, nula), es completamente reducible. 

Recordemos, que la afirmación del teorema 2 significa la descom- 
posición (®, V) en la suma directa de respresentantes irreducibles. 
Hablando con propiedad, el teorema clásico de Mashke dice lo 
siguiente. y 

(M) Cada subespacio G-incariante UC V, posee el suplemento 
G-invariante 

V=U0V0. (3) 


Demostraremos, precisamente, esta afirmación, de la cual el 
teorema 2se deduce automáticamente. En efecto, o la representación 
(0, V) es irreducible, y entonces no hay nada que demostrar, o bien 
existo su propio G-invariante subespacio U, y entoncos os justa la 
descomposición (3) con cierto G-subespacio W. En este caso, dim U < 
< dim V, dim W < dim V. Empleando los mismos razonamientos 
para U y W, y usando la indu n sobre la dimensión, obtenemos 
la descomposición requerida en componentes irreducibles. $ 

Pasamos a la demostración de la afirmación (M). Como antes, 
nos interesa más el caso del campo K = C, pur eso es útil traer dos 
razonamientos indopendientos. 

PRIMERA DEMOSTRACION (K ~- C). Conforme al teorema 1, existo 
una forma hermítica no degenerada (u |v) on el espacio de la repre- 
sentación V, invariante respecto a los operadores lineales 0 (g). 
Para cada subespacio U C V existe el suplemento ortogonal 


Ut =(pEV|(u]y) =0, VucU), 


y por el conocido teorema del curso de álgebra lineal 
V=U0U12, 


adomás, (U1)1 == U. Supongamos ahora, que U es un G-subespacio 
en V, o sea, D (g) UC U para todo g €G. Como 4 (g) ly es un 
automorlismo, entonces, cualquier elemento u € U se escribe on la 
forma u = 0 (g)u', u € U. Queda por aprovechar la invariancia 
de la forma 


v € Ut > (u 10D (8) 0) =(D (g) w 10 (g) o) = (w 10) =0. 


Por lo tanto, v€ Ut = @® (g)v€ Ut. Haciendo W = Ut, 
llegaremos a la descomposición (3). $ 

SEGUNDA DEMOSTRACION. Sea, como antes, U un subespacio en V, 
invariante respecto a la operación de G. Examinemos la suma directa 


V=U9gU', 
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donde U’ es un suplemento a U elegido arbitrariamente. Hablando 
en general, U’ no es G-invariante. Consideremos el operador de 
proyección P: V => U’, definido por la relación 

Pp=w 
para todo vector v = u + u’, Tenemos 

v—$0€U, P(U)=0, P=F. (4) 
Introduzcamos ahora el operador lineal «promediado» 
P¿=1G/* Y O(h) POR) 
zo 


(la división por |G | es posible, por condición). Tenemos 

O (8) Fo =P D (e), VgEG. 6) 
Efectivamonte, 
O (8) PD (g) = er 30 (ED (h) FO (190 (9) = 


=|6|* 20 (gh) SO ((gh))= erg O HFD (=Po, 


que lleva a la relación (5). Hagamos 
W= Fa (V) = {Pove V}. 


Da acuerdo con (5), O (gw = 0 (g) Pav = PD (g) v = 
v' = w' € W, para todo w € W, así que el subespacio vecto- 
sial Ý c V realmente resulta un G-subespacio. 

Queda demostrar, Euy V = U9V es la suma directa de G- 
subespacios. Como ©® (h-t) v — PO (h-)v E€ U (véase (4)), en- 
tonces, v — © (h) PO (h-) v =D (h) (0 (1) v — PÒ (h-1)x 
X v} € 0 (h) U = U (invariancia de U). Por consiguiente, 


v— Pov = |G a (v—O (h) FO (h) =u EU, 


y obtenemos v = u -+ w , con w = Pav € W, o sea, V = U +W. 
Luego, D (h7) U= Ù => PO rA y= = 0 (véase (4)) > D h x 
xX PO (h) U = 0 => Po (U) = 0. Por lo tanto, v — Pav = u € Us» 
>, (v — Fev) =0, de dondo, Pev = Fiv para todo v € V. Esto 
significa que Po es una proyección en W a lo largo de U: 
FPalU)=0, Pi=Pg. (6) 
Ahora v € U N W = Pe v= 0, por cuanto, v € U, y v = Fgv', por 
cuanto vES¿(V)= W. Usando (6), obtenemos 0 = fo V= 
= Po (Pav) = Py" = Pov = v> U NW =0. 
No es oportuno formular una conclusión más contundente acerca 
de la univocidad de la descomposición en componentes irreducibles 
(G-subespacios irreducibles): V = V, 9 V,8--. 6 V, Si, por 
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ejemplo, D (g) = & es un operador unidad para todo g € G, enton- 
ces, cualquier descomposición directa de V en subespacios unidi- 
mensionales, será una descomposición en componentes irreducibles, 
y tales descomponentes son infinitamente muchas. Distinto es, 
si agrupamos todos los componentes irreducibles isomorfos: 


V=U,0...0U, 
Como n y distinguimos los G-espacios isomorfos, entonces, puede 
considerarse 
DU,=VY,0VY,0...07Y=nmV, 
U,=VY,0V,0...0 Y, 
donde ny es la multiplicidad de conformación del componente irre- 


ducible V; en la descomposición V. Veremos, que la multiplicidad 
se determina unívocamente. 


EJERCICIOS 

1. Toda representación continua unidimonsional del grupo (R, +) (cuando 
a los números cercanos les corresponden operadores cercanos) tiene la forma 
Dla): ti ¿2 donde a es un número complejo. Mostrar que D(% es unitario 
si, y sólo si, œ € R. (Indicación, Derivar la igualdad etfi2! = 4 respecto a t, 
y hacer £= 0.) 


2. El núcleo del homomorfismo fit» EY 


sont cost 
R; 4) on SO (2), so compono de los númoros £ = 2mm, m € Z- Do esto modo, 
O (2) « R/2n2 7 a cada representación unit: irreduciblo ® (conforme 
a los resultados del $ 4, ella es necesariamente unidimensiona)) del grapo SO (2) 
lo corresponde la representación unitaria irreduciblo @: t -+ 27m > ® (t), 
0&t< 2a, del grupo R, para el cual Ú (2x) = ® (0) = 1. Dedncir del ejer- 
cicio 1, que Ú = 0(M), n € Z. En combinación con la observación 3) del p. A, 
esto significa, que toda representación irreducible del grupo SO (2) tiene la 
forma Dim) ($ = eint, neZ. Comprobar, que 


2a 
i 


l del grupo 


E | amó 


por el «volumea» 27 del grupo Si is, el sistema de funciones 
{eint completo de funciones 
porió l 2)). Con esto comienza 
la vasta teoría do series de Fourier. 


3. Con ayuda del teorema de Mashke demostrar que cualquier representa- 
sión bidimensional compleja exacta de un grupo finito no abeliano, os irre- 
ucible. 
4. Sean O: G -> U (n), Y: G — U (n), representaciones irreducibles unita- 
rias equivalentes del grupo finito G. Demostrar que existe una matriz unitaria U, 
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para la cual UD U- = Yg, Yg € G. (Indicación. Por condición, CD¿C-1 


=Y,, para cierta matriz C = (ap € GL {n, or La operación A m> A* = 4 
aplicáda a CO, = YC, da P-}C* = C*F -p de donde, D=¿C*C = C*CO-g. 


n 

Por el lema de Schur C*C = AE. Luego, += Dilo 1? = py p EC, y U= 
S 

= pÇ es la matriz unitaria buscada.) 


$ 3, GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES 


En oste parágrafo so tratará sobre los subgrupos finitos del grupo 
SO (3). Conociéndolos, a un mismo tiempo obtendremos las repre- 
sentaciones ortogonales irreducibles de tales grupos, como A ¿y Sa, A5 
además, en una envoltura geométrica fácilmente memorizablo. En la 
primera lectura se puede omitir el punto 1 y la demostración (muy 
puntualizada) del teorema 2, pero, quien desee probar si ha asimila- 
do bien la iden general de «operación de grupo» ($ 2, cap. 7), lesorá 
útil tomar conocimiento del contenido de todo el parágrafo. 

1, Ordenes de los subgrupos finitos en SO(3). De acuerdo con el 
teoroma de Euler del curso de álgebra lincal, todo elemento .4 € 
ESO (3) 4 +, os una rotación (giro) en el espacio euclídeo R* 
alrededor de cierto eje. Con otras palabras, so tienen exactamente 
dos puntos on la esfera bidimensional unidad S*, que permanecen 
inmóviles para una operación de .4: los puntos de intersección de la 
esfera con el eje de rotación. Estos dos puntos se llaman polos de 
rotación de A. 

Sean ahora, G un subgrupo finito en SO (3), y S el conjunto de 
polos de todas las rotaciones no unidades de G. Es claro, que G opera 
como grupo de permutaciones en el conjunto S. Si z es un polo para 
cierta rotación Æ £, 4E€G, entonces, para cualquier $ EG, 
tenemos 

(RABIA) Ba LB -AL= BL, 


osea, Hz es polo para FAZ” y, por lo tanto, Lx E S. Designemos 
con Q el conjunto de todos los pares ordenados (.4, x), donde 4 EG, 
A HE, z es polo para 4. Sea, luego, G, el subgrupo estacionario 
(estabilizador) del punto z, o sea, el subgrupo en G de todos los 
elementos que dejan z en su lugar. Si 


G=GxUE£CxU..-. U Em,Gz 


es la descomposición de G en clases adjuntas por la izquierda, respec- 
to a Ga, entonces, la G-órbita del punto z será el conjunto 
G (x) = (2, Ext, ---+ EmaT) 


con un número de elementos | G (z) | = my. Según el teorema de 
Lagrange, N = man.» donde N = [G |, ny = | Gy | (en compara- 
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ción con el $ 4, cap. 7, las notaciones se han modificado un poco). 
Observemos, que zy es el orden de un subgrupo cíclivo en G, en el 
que cada wno de sus elementos es la rotación alrededor del eje que 
pasa por x. Se dice, que ns es la multiplicidad del polo x, o que z 
es el n,-polo. 

A cada elemento 4 7 € de G le corresponden dos polos, por eso, 
12 |= 2 (N — 1). 

Por otra parte, para cada polo z se tienen nẹ — 1 elementos de G, 
distintos de e, que dejan inmóvil el polo z. Porconsiguiente, el 
número de pares (.#, £) es igual a la suma 


IQ] =X, (11). 
xES 
Tomando como {z}, . . ., za} el conjunto de polos, uno de cada órbi- 


ta, haciendo n; = ny Mi = mx, Y observando que ny = Ry, = Mi 
para todo æ € G (21), obtenemos 


P 
121 = M—1)= X; m, (m —1)= 


De este modo, 


A 
z 


=j 


(N—mp. 


n 
2N—2= Y (N—m). 


Dividiendo ambos miembros de la igualdad por N, tendremos 


-30-4) 0 


tl 


Suponemos N >1, así que 1<2—-2-<2. Como n,>2, entonces, 
+ y 


431 -4 <1, y, por eso, k debo ser igual a 2 ó 3. 
caso 1. k=2, Entonces 
” AP 4 1 
2 (122) +(157), 
o, lo que es equivalente, 
N N 
2 Hir mma 
de donde, m, = m; = 1, n, = n; = N. Por lo tanto, G tiene exacta- 
mente un eje de rotación y G = Gy es un grupo cíclico de orden N. 
caso 2. k = 3. Sea, para precisión, m < n, < ny. Si m > 3, 


entonces, tendríamos 
3 


2 (1-4)> 3 (1-4)-2 


i=l 
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lo que es imposible. Por lo tanto, m, = 2, y la ecuación (1) se escribe 
en la forma 


de OE e de 
lo ia 
Evidentemente, m> tisi, es una contradicción. Por 
a 
eso, na=2 ó 3. 
Si n¿=2, entonces, m=F 


= m, = m, m, = 2, Estos datos correspondon al grupo del diedro Dm 
(véase el ejemplo 1, p. 5, $ 3, cap. 
Si na = 3, entonces 


z =m(N deberá ser par) y m;= 


4 2 

a+ y 

y tonemos sólo tres posibilidades: 
2) n,=3, N=12, m= 


2) n=4, N=2%, m= m = 
2%) ny=5, N =60, m, =30, m,=20, m, = 12. 


Recojamos todos estos datos en la tabla: 


Ordenes de 109 estabilt: 


n n n =s, 
2m 2 2 m (0) 
12 2 3 3 
24 2 3 4 
80 2 3 5 


Hemos demostrado la afirmación siguiente. 

TEOREMA i+ Sea G un subgrupo finito en SO (3), ni diedral ni 
cíclico. Entonces, para su orden N se tienen solamente tres posibilidades: 
N = 12, 24 ó 60. Otras limitaciones al grupo G se hallan contenidas 
en la tabla (2). E 

2. Grupos de poliedros regulares. La existencia de grupos de 
órdenes 12, 24 y 60, comprendidos en SO (3), se demuestra muy fácil- 
mente. Con exactitud hasta la semejanza, existen sólo cinco (conoci- 
dos desde la antigüedad) poliedros regulares convexos en el espacio 
euclídeo R?: el tetraedro Ay el cubo Oe, el octaedro As, el dode- 
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caedro (ja y el icosaedro A so: 


Si el centro del poliedro regular M se coloca en el punto de origen 
del espacio R*, entonces, las rotaciones de SO (3) que hacen coincidir 
a M consigo, formarán un subgrupo finito. Pero, sin embargo, apare- 
cen no cinco, sino sólo tres grupos de rotaciones diferentes (= no 
isomorfos), por cuanto para el cubo y el octaedro, y también para el 
dodecaedro e icosaedro, son iguales. Esto es muy fácil de explicar 
geométricamente. Si se unen con segmentos los puntos medios de las 
caras adyacentes del cubo, entonces, todos estos segmentos serán 
aristas del octaedro inscripto en el cubo. Cualquier rotación en R?, 
que deje el cubo invariante, traslada en sí mismo el octaedro inscripto 
y viceversa, Una observación igual es válida para el par dodecaedro— 
icosaedro. En la tabla a continuación N, es el número de vértices del 
poliedro, N, el número de aristas, W, el número de caras, p es el 
número de aristas (lados) de cada cara, y v el número de caras que 
convergen en cada vértice. Como antes, N es el orden del grupo corres- 
pondiente. 


Tetraedro 
Cube 


Dodecaedro . . . 
Icosaedre. . . 
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De acuerdo con el teorema geométrico de Euler sobre los polie- 
dros, Na — Ni r Na == 2. El número total de polos es igual a No + 
+N, EN, 2N, +2. Para cualquier rotación que traslade al 
policdro sobre sí mismo, una arista ayb, dada coincide con cualquier 
obra abi o biai, de tal modo, que N N,. Observemos también, 
que [p. v) = {ta Ma), donde ma, na son las multíplicidades de 
polos, formuladas en el p. 1 

Seau, luego, T ol grupo del tetraedro; O el grupo del cubo (octa= 
edeu) © E el grupo del icosuedro (dodecacdro). 

Los elementos de Y son las rotaciones en ángulos alrededor do los 
cuatro ejes que unen los vértices con los centros de las caras opuestas, 
el giro en un ángulo x alrededor de cada uno de los tres ejes que unen 
los puntos medios de las aristas opuestas, y la rotación unidad. 
el grupo O, además de la rotación unidad, se tienen rotaciones 
en ángulos iguales a 1/2, n, 312 alrededor de los tros ejes que unen 
los centros de las caras opuestas del cubo, rotaciones en ángulos 
EN ES atrodedor de cuatro ejes que unen los vértices opuestos 
extremos, y rolaciones en un ángulo 1 alrededor de cada uno de los 
seis ejes que unen los puntos modios de las aristas diagonalmente 
opuestas. 

El tetraedro rogular se inscribe en el cubo y queda invariante 
con respecto a algunas rotaciones de O de orden 3 y 2. Junto con la 
unidad son una cantidad de 12 tipos de rotaciones, y ellas componen, 
precisamente, el grupo T. En consecuencia, T= O, y como | 0: T |= 
= 2, entonces T < 0. 

A cada cjemento de O le corresponde exactamente una permuta- 
ción en el conjunto, compuesto de las cuatro diagonales principales 
dol cubo. De la igualdad de los órdenes de los grupos | O | = | S4 | = 
= 24, so deduce el isomorfismo do ellos: O œ S4. 

Respectivamente, T & A, 

El ejercicio 2 muestra que 1 = As. 

Volviendo a la demostración del teorema 1, observamos, que 
para n =2, m =n 3, se tienen dos órbi tetraelementales 
G (P) = {Prs Par Pas Pad» G (0) = (Qu ga» Gos 44) de los polos, don- 
de p; y q; son puntos opuestos en la esfera S% Si ^A; es un te- 
Lraedro con vértices p;, entonces, su grupo de transformaciones de 
simetría T° contiene a G. De |G | = 12 se deriva que A; es un tetrao- 
dro regular, o sea, Aj = Aa YT =G =T. 

Para n, = 3, na = 4, tomamos la órbita hexaelemental G (py) = 
= {pu -.., Ps) de los polos que se dividen en pares, por cuanto 
i 3 => n; +4. Estos tres pares de puntos en la esfera S? los 
tomamos como tres pares de vértices opuestos del octaedro Az. Como 
en el caso anterior, |G | = 24 => A} = As (en el sentido que Aj 
es un octaedro regular) y 0° = G = Ô. 

Finalmente, para mn, =2, n¿=3, ny= 5, se construye un 
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icosaedro Aj, con vértices pi, tomados de las órbitas G (pi) = 
= (Pz, - + .» P20)- Nuevamente, | G | = 60, conlleva a la regularidad 
del icosaedro A; y la coincidencia de los grupos: I° =G = 1. 

Queda por observar, que cualesquiera dos poliedros regulares 
de un mismo tipo, inscriptos en la esfera S*, se obtienen uno de otro 
mediante cierta rotación (cambio de sistema de coordenadas). Con 
esto se establece Ja conjugación de los subgrupos isomorfos en SO(3). 
Recojamos los resultados obtenidos, en forma de teorema. 

TEOREMA 2. Todos los subgrupos finitos en SO(3) se agotan, con 
exactitud hasta el isomorfismo, con los grupos Cn, Du, n €N; TS 
=x4,,0=58,c1=A;. Cualesquiera dos subgrupos finitos isomorfos 
Son conjugados en SO(3). Y 

COROLARIO. Los isomorfismos indicados en el teorema 2, dan repre- 
sentaciones ortogonales tridimensionales irreducibles de los grupos A 4, 
| 

Empleando el teorema 2 y el epimorfismo : SU(2) ->S0(3) 
(teorema 1, $ 1, cap. 7), llegamos fácilmente a la descripción de todos 
los subgrupos finitos del grupo SU(2) (so puede operar en el orden 
contrario). Cualquier grupo G*, diferente del cíclico, resulta preima- 
gen de cierto subgrupo finito G <= SO(3). Aparecen los Mamados 
grupos binarios: 

D} = DAD). T* = WA (T), 0% = 0- (0), 1% = 0- (I), 
grupo binario del diedro, del tetraedro, del octaodro y del icosaedro. 
Los grupos binarios, al igual que las reprosentaciones ortogonales (: 
SU(2) —> SO(3) en genoral surgen naturalmente al describir los 
estados de sistemas físicos de partículas con spin. 


EJERCICIOS 


1. En ol grupo 1 dol icosaodro, adomás dol subgrapo unidad, se tienon 15 sub- 
grupos cíclicos conjugados de orden 2, 10 do orden 3, y 6 do orden 5. Demostrar. 
que T es un grupo simplo. (Indicación. Mirar la demostración del teorema 5, $ 3, 
cap. 7.) 


por cuanto, I es ua grupo simple (véuso el ejercicio 1) 
3. Si H es un subgrupo finito do orden impar en $ 


(2) o SO (3), entonces, 
H os cíclico. (Indicación. Emplear el teorema subro homowmorfismos para el 
a E pe so (HR » 
. Si el subgrupo finito WM =SU (2) no es preimagen de algún subgrupo 
G = S0 (3), entonces, | H | = 1 (mód 2). Peron 
5. Mostrar, que con exactitud hasta la conjugación 


lis 


lo el 


e+e+1=0). 
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6. ¿Qué tienen de común entre sí el grupo binario I* del icosaedro y el 
grupo 
b 
SL (2, Z,) = qlz all|ei—te—=s; Aa ez) ? 
7, Sea que los átomos q do diferentes calidades (g < 200) se disponen de 


todos los modos posibles (sin consideración de ninguna relación química) en los 
vértices del poliedro regular M. Las «moléculas» obtenidas unas de otras por 


SO 


Fig. 22 


rotación alrededor de cierto eje, no se diferencian, Sea f (M, q) el número de 
«moléculas» distintas. Obtoner las fórmulas: 


y 
16 D=- (0410), 
POs d=L M+0P+0, 


(An DH (H3120 +8) 


(Undicación, Usar los razonamientos empleados para el cálculo del número de 
collares (ejercicio 2, al principio capítulo). 

8. Mostrar, que ol cálculo del número de coloridos distintos de las caras M 
con pinturas de g calidades, conlleva, en el caso del tetraedro A, a la misma 
fórmula que ev ol ejercicio 7, y en el caso del cubo y del octaedro las fórmulas 
cambian de lugar. 


$ 4. CARACTERES DE LAS REPRESENTACIONES LINEALES 


1. Lema de Schur y su corolario. Toda teoría matemática into- 
resante, habitualmente se basa en algunas ideas relativamente sen- 
cillas (pero afinadas). Una de las piedras de toque de la teoría de las 
representaciones, es la afirmación siguiente. 

TEOREMA 5 (lema de Schur). Sean (®, V), (Y, W), dos represen- 
taciones complejas irreducibles del grupo G y o: V > W una aplicación 


lineal tal, que 
Y (g) o = o (g), YgEG. (1) 
Entonces: 


(i) si las representaciones D, Y, no son equivalentes, entonces o = 0; 

(ii) si V = W, ®© = Y, entonces o = hE. 

DEMOSTRACION. Cuando o = Ô no hay nada que demostrar. Por 
eso, consideramos o s40 y hacemos V, = Ker o Y. 


s4 CARACTERES DE LAS REPRESENTACIONES LINEALES 333 


Como oỌ (g) ve = Y (g) ova = 0, para cualquier v € Vo, en- 
tonces, D (g) Vo = Vo, o sea, el subespacio Ve es invariante respecto 
a G. En virtud de la irreducibilidad de (®, V), tenemos V, = 0, 
o Vo = V. La igualdad V, = V es imposible, por cuanto o s+ 0. 
Por lo tanto, Ker o = 0. 

Análogamente, suponiendo W, = Im o œ W, tendremos w; € 
E Wi => Y (g) w, = Y (g) o (0) = 0 (® (g) v) = wi € Wi, así que 
W, es subespacio invariante en W. Nuevamente o = 0 => W, + 0, 
y, por cuanto (Y, W) es una representación irreducible, queda la 
única posibilidad W, = W. 

(i) Como Ker o = 0, Im ø = W, en consecuencia, 0: V —» W 
es un isomorfismo, y la condición (1) no es otra cosa que la condición 
de equivalencia de las representaciones ®, Y (véase el $ 1, defini- 
ción 2). La afirmación (i) ha sido demostrada. 

(ii) Por condición, o: V — V es un operador lineal en V. Sea A 
uno de sus valores propios; él existe, por cuanto el campo fundamen- 
tal C es algobraicamente cerrado. El operador lineal oa = v—18 
tiene núcleo no trivial (en él está contenido el vector propio) y cum- 
ple la igualdad Y (g) 0, = 0,0 (g). Por lo demostrado antes, op = 0, 
o sea, 0=48. 

COROLARIO. Sean (D, V), (Y, W), dos representaciones irreducibles 
sobre C del grupo finito G de orden |G |, y 0: V ~» W, una aplicación 
lineal cualquiera. Entonces, la aplicación «promediada» 


S= -ar X Y0 (e) 


BEG 
tiene las propiedades siguientes: 


li) O + V=>0-0; 
Gi) V=W, D=Y=>0=28, h= 
DEMOSTRACION. Tenemos 


Y (8) 00 (ey! = |G È Y (8) Y (1)00 (hy! © (8) = 


tro 
dim Y * 


[CAD Y (eh) 0D (gh) = 614 E 10 o0 (973, 


te 


así que Y (g) 7 = IO (g), V g € G. Según el loma de Schur, inme- 
diatamente se obtienen ambas afirmaciones, además, la precisión 
referida a la constante ), se deduce de las relaciones 


(dim V)A=tr48=tr0=/G|* 2, trO (8) 00 (8)! = 


=|G|1 Y) tro=tro. 
seo 
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Aquí hemos aprovechado la conocida propiedad de la función de la 
traza: tr CAC? =trA. B 

Nos será necesaria la formulación matricial del corolario. Con 
este fin, elegimos en Jos espacios V, W, dos bases cualesquiera: 
V = (e, 11€ 1), W = (f |} € J). Escribamos en estas bases nuestras 
aplicaciones (identificándolas con las matrices correspondientes): 


Ds = (0 (D) Ye = (Dir (O) 


= (0,0, F= ELEL jY EJ 
De acuerdo con la definición de 3, 
3. =|6|* vei 1). 
Tu= IGI eo, D pa tr OaE (2) 
La aplicación o: V >W es totalmente arbitraria. Podemos tomar 
op=0, V j, D Uo do); Oit = 1. (8) 


Entonces, n la afirmación (i) del corolario le responde la relación 
ES > 
161 "ze Pin (g71)=0, 


Vi, io j» do (4) 
(D y Y son representaciones no equivalentes). 
Si ahora Y = W y D = Y, entonces 


tro=) u= Y ÓpOj ir 
¿Se 
e tr E MR 
o= mV Esop =bn q y= y 2 teame 


Comparando la expresión obtenida con (2), obtenemos 
G B op Oopa (Y Y bros 


gea, i $ pp 
¿le donde, en virtud de Ja arbitrariedad en la elección de o (véase (3)), 
Jlegamos a Ja conclusión, que la afirmación (ii) de corolario responde 


a la relación 


OA i š 

—. si =i0 

10I E O, (8) Paa wf my? S omie 6) 
gec 0 en caso contrario. 


En las relaciones (4) y (5) se encuentra toda la información que 
necesitamos. 

2. Caracteres de las representaciones. Con cada representación 
lineal fimitodimonsional compleja (®, V) del grupo G, se vincula 
la función 

lo: GC, 
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definida por la relación 

xo (8) = tr ® (g8), gEG, 
y llamada carácter de la representación, Ella también se designa con 
el símbolo xy, o sencillamente con y, si está claro de qué representa- 
ción se trata. 

Sea D, = (95; (g)) la matriz que corresponde al operador % (g) 
en cierta hase del espacio V, y Ay, ... ån (n = dim V) sus raíces 
características, tomadas teniendo en cuenta sus multiplicidados. 

Por definición, 


n 


Lo (E) = 4y (8) = 2, Pu (D= 


a 


Si C es una matriz invertible cualquiera, entonces 
tr CMC- = tr My. 
Pero sabemos, que loda reprosentación W, equivalente a Œ, tieno: 
la forma g => C®,C-. Por cso, los caracteres de las representaciones 
isomorfas (equivalentes) coinciden, Esta observación muestra, que 
el concepto de carácter está definido correctamente. 
Señalemos otra seric de propiedades elementales de los caracteres. 
PROPOSICION. Sea Yu el carácter de una representación lineal com- 
pleja (VD, V) del grupo G. Entonces: 
ti) zo (e) = dim V; 
(ii) zo (hgh) = Yo (8), Vg, REG, o sea, yu es una función 
constante en las clases de elementos conjugados del grupo G; 
(iii) yo (g) = Yo (8), para cualquier elemento ¿€ G de orden 
finito (el sobrerayado indica conjugación compleja); 
(iv) a la suma directa D = 0 4 O" de representaciones, le res- 
ponde el carácter Ya = Yo + Ya». 
'OSTRACION. Efectivamente, Y le) =- 1r b (e) = rf = 
in V. Luego, go (hgh) = tr ® (hgh™™ = 1r 0 (h) © (2) O Hò = 
g 0 (2) = xa (g). Para la demostración de tiii) observemos, que 
g” = e => Ò (g)" 
-se Ay son las raíces caracteristicas del operador @ (g), 
Al, - . a, AR serán las raíces características del operador 
m particular, A? =4,1<¿<m, y. por lo tanto, |2; | = 
Mi = Ai! Por eso 
Lo 0D (= u20 (e=) A => 
Finalmente, en el caso D = 4" + @” sabemos que con la corres- 
pondiente elección de la base on el espacio de la representación Y, 
todas las matrices D,, g € G, adoptan la forma 
© 0 || 
o œl 


,= 
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de donde, tr P, = tr Og + tr Df. Esto significa precisamente que 


%o (8) = xo (£) + xo (2). M 
Observemos, que para n= dim V = 1 se tendrá xo € (g) = O e 


pero, cuando n > 1, el carácter Xp no es homomorfismo de G en 
EJEMPLO 1. Examinemos el grupo SU(2) en su representación bidimensional 


natural. Sea % el carácter correspondiente. De acuerdo con (5), $ 1, cap. ú 
cualquier matriz g € SU (2) es conjugada con la matríz 


b= , 0<p<2a, 
o e 


así que las clases de elementos conjugados del grupo SU (2) so paramotrizan 
con los númoros reales q del intervalo indicado. En correspondencia con la 
propiedad (ii) do los caracteres, tenemos 


o? 
rl) = (0 UY )=e Phe E =2 008. 


Con una representación canónica ®: SU (2) — SO (3), la matriz by pasa 
a la matriz 
cose —senp 0 
als pb 
0 0.4 


que también sirve de cómodo representante en la clase de matrices ortogonales 
conjugadas del grupo SO (3). Es ovidente, que 


x eBo) = 1 + 20s p. (0) 
Usaremos la fórmula (6) más adelanto. 


A 


El conjunto C9 = {G >C} de todas las funciones de Gen € 
está dotado de estructura natural de espacio vectorial sobre €: 
para r a EC, X XaEC%, bajo 1x1 + Aaa $0 entiendo Ja 
función con los valores 


(ya + da) (8) = 2% (8) + Axa (8)- 
La función de CS se llama central, si ella es constante respecto 
a las clases conjugadas del grupo G. Las funciones centrales generan, 


evidentemente, el espacio vectorial en €”, que designaremos con el 
símbolo Xç (G). Hablando en general, Xç (G) es un espacio infinito- 


dimensional, pero, si en el grupo G sólo se tiene un número finito de 
clases de elementos conjugados Ci, Ca, C, (así será siempre 
para el grupo finito G), entonces, el espacio Xg (G) es finitodimen- 
sional. Por ejemplo, 


Xq (6)=(Pp Pas + Pg m 
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donde 
1, si g€C,, 


Ti o= si g6C,. 


Por lo demostrado (proposición (ii)), los caracteres del grupo G 
pertenecen al espacio Xç (G). Veremos, que el espacio estirado en 
ellos, de hecho coincide con Xc (G). por lo menos para el grupo 
finito G. 

Más adelante suponemos, que el grupo G es finito. Transformemos 
C? en espacio hermítico con el producto escalar 


1 
(ô, D= Zo OTE, o, TEC”. (8) 
Es fácil comprobar, que la forma (a, q) (9, 1)o cumple todas 
las propiedades de una forma hermítica no degenerada, Su estrecha- 
miento en el subespacio Xg (G) œ C°, resulta un instrumento muy 
útil, en particular para el estudio de los caracteres de las representa- 
ciones lineales. 
TEOREMA 2. Sean V, Y, representaciones complejas irreducibles 
del grupo finito G. Entonces, 


1, si O=Y 
O t oa (9) 


DEMOSTRACION, En notaciones matriciales tenemos 
A a 
Xo (8) =X, Pir (8), Xy (8)= X, Vu 0- 
Haciendo ip = 1, jọ = j on la relación (4), y sumando luego con 


respecto a ¿ y j (en los intervalos admisibles para í y j), obtendre- 
mos 


0160 E (0) pu (= E y O A ou e) = 
= 102% (8) Lo (79= 10244070 = Ote Xole 
para cualesquiera representaciones irreducibles no equivalentes Q, 


Y, del grupo G. 
Empleemos ahora (para i, = i, jo = j) la relación (5): 


1 (Za tim v= e 2 eto) (E ou (= 
=G È to (8) xo (= (tor Xoc: 


220392 
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Como los caracteres de las representaciones isomorfas coinciden, 


entonces, (xo: Xw)da = 1, para O œ% Y. 

La expresión (9) se llama (primera) relación de ortogonalidad 
para los caracleres. 

COROLARIO. Seg 

V=V,0...80V, (10) 

la descomposición del G-espacio V en la suma directa de G-subespacios 
irreducibles Vı. Si W es algún G-espacio irreducible con carácter yw, 
entonces, el número de sumandos V; en (10), isomorfos a W, es igual 
a (xv, xw)e y no depende del procedimiento de descomposición (multi- 
plicidad con la que W entra en el Gespacio V). Dos representaciones 
(dos G-espacios) con el mismo carácter, son isomorfas. 

DEMOSTRACION. Como mencionamos antes (proposición (iv), yy = 
= Xy, +. - + E Xv POr eso 

(tys we = (Xy, Xw) t +++ (vys Xwe. 


Según ol teorema 2, en el segundo miembro se tiene una suma do £ 
ceros y unidades, además, el número de unidades coincide con el de 
G-subespacios Vı, isomorfos a W. Pero el producto escalar (Xv, Xw)o 
en general, no depende de ninguna descomposición (véase la relación 
definitoria (8), así que hemos demostrado simultáneamente la 
invarianza de la multiplicidad con la que W entra en el G-espacio V. 

Dos G-espacios V, V’, con el mismo carácter Y = yy = %vs 
contienen en su descomposición cualquier sumando, isomorfo al 
G-espacio dado irreducible W, el mismo número de veces, precisa- 
mente (%, %w)a. Por eso, on las descomposiciones 


à 1 
V=0 V,V'=0 Vj 
l a 


en sumandos directos irreducibles, podemos considerar l= k, 
Vi œ Va 1<i<k. Por consiguiente, también son isomorfos los 
mismos G-espacios V, V’. 

Las observaciones hechas después de la demostración dol teorema 
de Mashke y el corolario del teorema 2, permiten expresar el carácter 
yo de cualquier representación lineal compleja (D, V) de un grupo 
finito G, en forma de una combinación Jineal de números enteros 


s 
Xo = E, Mli- 


Aquí, my es ìa multiplicidad, con la que la representación irreducible 
(Di, Vi) entraon la descomposición (D, V), así que O; + Q; 
para i =£ j. Usando la relación de ortogonalidad (9), podemos escribir: 


Èn a 


(a Xo) = 2: m- 
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Por lo tanto, el cuadrado escalar (Ya, Xo)o de carácter ya de 
cualquier representación compleja D, siempre es un número entero, 
igual a 1 exactamente cuando Ù es una representación irreducible. 

Llegamos a un resultado extraordinario. Los caracleres, o «trazas 
de las representaciones», portadores de referencias muy escasas sobre 
cada factor lineal P (g) por separado, expresan propiedades esenciales 
de la globalidad do éstos (W (g) | g € G}, o sea, de las propiedades 
de la propia representación Q. 


EJEMPLO 2. Convencémonos de la irreducibilidad sobro C de las reprosonta- 
ciones de los grupos Ay, S, y Az de rotaciones del espacio tridimensional. Para 
eso hay que regresar al corolario del teorema 2, $ 3, y aprovecharse de las fór- 
mulas (6) y (11). La representación D, descripta en el $ 3 muestra que si st es 
una pormutación de orden q, entonces, ® (7) es un giro aun ángulo kE, m.c.d. 


(k, a) = 1, alrededor de cierto cjo. Por eso, el valor del caráctor X% = yy so 
calcula inmediatamente por la fórmula (6): 


2x 1+V5 
Ll) 1420004 Tm, 1,0141 3=, 


si, respectivamente, q = 1, 2, 3,4, 5 (k= 41), 5(k=29), Observemos, 
que 


Y5 eo o 
A A A 
0.0 4i 

2: 
1-43 + 


— tH, eme 


El cálculo del orden de la permutación zt por su descomposición en ciclos 
independientes fue descripto en el corolario í del teorema 4, $ 2, cap. 4. La 
distribución de los elementos respecto a las clases conjugadas vione dada en lay 
tablas (para A, vóaso el ejercicio 8, $ 2, s 7; para S, véaso el ejercicio 4, $ 3, 
cap. 7, y para As véaso la demostración del tcoroma 5, $ 3, cap. 7). Ho'aquí 
las mismas tablas, completadas con los valores del carácter 7 


22% 
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a 


Si |e june] (12) | (123) | (4234) 
gp E a x o - 1 


os 20 12 


(12) (34) | (123) = (12345) (12354) 


“ [a+ vDaju—-vDe 


e 


Las relaciones 
Co pl MESA 
t D= {1343 (—1) +6 (—0?48-014-6:1)=1, 
O Da, =g {E315 (1+ 2004 
+08) (ps 


inuostran, quo la representación D con carácter y es irreducible sobro © (vóa= 
se (11). 


EJERCICIOS 
1. Sean (D, W, representaciones complejas irreducibles del grupo finito G. 
Obtenior la generalización del teorema 
: Lo h) 
1611 Y 60 o=o, y e nO’ 
a 


trario del grupo G: Sy, y = 1 ó 0, según la equiva- 
de © y W. (Indicación. Reescribir las relaciones (4) 


Aquí h os un elemento 
lencia o no equivalenci 
y (5) en la forma 


MECA 


161A $ tin (O, e O 
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Multiplicar ambos miembros por Ya, (h) y sumar con respecto a j, tomando 
en cuenta la igualdad Y) Yaz (h) Yyy (6) = Yayo (kg). En la relación obtenida 
7 


Wri (2) Sy 


161 2 PD Pa =o, w m 
hacer jo = k, io 
ros, 

da Emplear el criterio de irreductibilidad basado en los caracteres, en la 
representación ©) del grupo Ss del ej ejemplo 4, punto 1, $2, 

3. Demostrar, con ayuda del lema de Schur, que todas las representaciones 
irreducibles sobre C del pa liano G, son unidimensionales, (Indicactón, 
Sean, © una representación lucible; A ki elemento de G. En virtud de la 
conmutatividad ® 9 © (h) = 0 (h) O ay N, PA Haciendo o = ® (h) en 
el lema de Schur, obtendremos Ọ (4) = AnS. “Esto es cierto para cualquier 
zor Para una Ò irreducible queda la única posibilidad: ser unidimensio~ 
nal 

4. Si el grupo G poseo el automorfismo t, entonces, con cada representación 
lineal (O, V) de este grupo, se asocia otra representación (®7, V), definida 
por la regla 0% (g) = 0 (v (g)). Comprobar, que esto es efectivamente así, 
y mostrar, que la irreducibilidad de O conlleva la irroducibilidad de O". Por 
lo común, 0 = O, pero, en algunos casos, se obtiene una representación nueva, 
¿Qué so puede m en caso de automorfismo interno? 

Sean G = © la representación examinada en el ejemplo 2. La aplica- 
ción t: n (12) Zaga es automorfismo (externo) del grupo As. que permuta 
las clases con lirica (12345) y (12354). El pra do valores de los 
caracteres x y x" se obtienen unos de otros por permutación de los lugares 
{4 + 1 5)/2 y (1 — Y 5)/2. Mostrar, que los caracteres y y %7 no son equivalen» 
tes. 


i, y luego sumando con respecto a i y k, pasar a los caracte 
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1. Número de representaciones irreducibles. Eu caso de grupos 
finitos, las consideraciones precedentes permiten dar respuesta 
a las preguntas principales de la teoría de representaciones. Una de 
las fundamentales es el siguiente 

TEOREMA 1. El número de representaciones no equivalentes de don 
en dos e irreducibles del grupo G sobre C, es igual al número de sus 
clases de elementos conjugados. 

Ea demostración del teorema se contione en los lemas 1 y 2, si 
se observa que la cantidad r de clases conjugadas del grupo G la 
interpretamos como la dimensión del espacio X ç (G) de las funciones 
centrales de signatura compleja en G (véase (7), $ 4). Como Jos carac» 
teres de las representaciones lineales son funciones centrales, en- 
tonces, ellos engendran en Xç (G) un espacio lineal de cierta dimen- 
sión s < r. Según el teorema 2, $ 4, los caracteres de representaciones 
irreducibles conforman la hase ortonormal (en métrica (*, *)g) de 
este espacio. Por lo tanto, el número que nos interesa coincide con $ 
y no es mayor que 7. Queda por establecer la igualdad s = r. 
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Lema 1. Sean, T la función central en el grupo finito G, y (O, K 
la representación irreducible sobre C con carácter Ya. Entonces, para e 
operador lineal 


O= Sr (h) D (h): VV 


tenemos Up = àE, donde 
= Cl 
i= gpi o Do 


(Tes una función central, definida por la igualdad Ñ (g) = ig: 
DEMOSTRACION. Como l’ es una función central, entonces 


F (h) 0 (0 (h) DY) = 


A 
=X, (ghg) O (ghe) = X Tio (9=0" 
KEG 16 


Y bien, Dpd (g) = ® (g) Or, Vg € G. El loma de Schur (teorema 1, 
$ 4), aplicado al caso o = Vy, muestra que Dr = 48. Calculando 
la traza de los operadores que figuran en ambos miembros de esta 
igualdad, hallamos 


Mole) =A dim V = tr A8 = tr Dr = X) T (h) tr © (h) = 
= IGI 1612 20 00 FT) = 161 (xos Do- M 


LEMA 2. Los caracteres Yı, ..., Xs de todas las representaciones 
trreducibles no equivalentes de dos en dos del grupo G sobre C generan 
una base ortonormal del espacio Xç (G). 

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 2, $ 4, el sistema %,, ..., Xs es 
ortonormal y se puede incluir en la base ortonormal del espacio 
Xc (G). Sea T una función central cualquiera, ortogonal con respecto 
a todo xs: (Xi, lT) = 0. Entonces, según ol lema 1, el operador 
lineal OË, que responde a la representación (Dt con el carácter %r 
es igual a cero. 

Según el teorema de Mashke, toda representación compleja se 
puede descomponer en la suma directa 


D=m,004...+m¿00 


con algunas multiplicidades m, ..-, ms En correspondencia con 
esta descomposición para el operador Dr, definido por la relación 


0=Y T(M0(%), 
AEG 
tenemos 
DOr=m OPH.. m OP 0. 
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En particular, esto se refiere al operador lineal pr, donde p es una 
representación regular (véase el ejemplo 5, $ 4). Poro en tal caso, 
tendremos (designando temporalmente con el símbolo 1 el elemento 
unidad del grupo G, a fin de evitar la combinación e,) 


0=pp (6) =X; T (h) p(e=Y Tie, >T (h) =0, VAG, 
REG fec 
de donde T = 0 y, en consecuencia, FT = 0. $ 


EJEMPLO, El teorema 1, aplicado al grupo simétrico Ss, afirma, que este 
Ena tiene exactamente tres OS complejas irreducibles. No hace 
falta buscarlas: la tabla al final del p. 1, $ 2, contiene toda la información nece- 
saria. Notemos, de paso, que los cuadrados de los grados de las reprosentaciones 
PH, AM, PO) satisfacen la rolación 1% 44% -H 2% = 6 = | S3 |. Ahora 
vereinos, que on el caso general se cumple una relación análoga. 


2, Grados de representaciones irreducibles. Examinemos un poco 
más detalladamente la representación regular (p, (e |g € Cde). 
Designemos mediante Ra la matriz del operador lineal p (h) en la 
base dada (ey 1g€G). Como p (h) eg = eng, entonces, todos los 
elementos diagonales do la matriz Rp serán nulos para k + e, y 
tr Ray =0. Por lo tanto. 


Xo ()=1G 1. Xoh) =0, Vhx*e. (1) 
Sea ahora (®, V) una representación irreducible arbitraria del 
grupo G sobre C. Como muestra el corolario del teorema 2, $ 4, la 


multiplicidad de la inclusión de ® en p es igual al producto escalar 
(Xor Ym)a: De acuerdo con (1) 


(hor Koda =1617 2 Xa 00 Xo = IGI Xa (0) Xa (0) = 
= |G|- |G] yy (e) = dim V. (2) 
Vemos, que cada representación irreducible (considerada con 
exactitud hasta la equivalencia) entra en la regular con una multi- 


plicidad igual a su grado. Según el teorema 1 se tienen r representa- 
ciones irreducibles no equivalentes de dos en dos 


ow ,00,... 0 
(r es el número de clases conjugadas del grupo G), a las cuales 
corresponden los caracteres 


Xis lar +++ Xo Xi = Ko 
de grados 

Ry np oee np m = y lO): 
Habitualmente, como ®Ù se toma la representación unidad, así 
que yı (g) = 1, Vg EG. La relación (2) muestra, que 


A H nDO, 
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de donde 


lo = mt +- + o 
En particular, 


1G |= Xo (6) = n% (e) +... + nkr (0) = ni nn ng 


Llegamos al teorema siguiente. E 

TEOREMA 2. Cada representación irreducible DÙ entra en la des- 
composición de la representación regular p con una multiplicidad igual 
a su grado ni. El orden |G | del grupo finito G y los grados ny, . . ., n, 
de todas sus representaciones no equivalentes están vinculados por la 
relación 


2 =c E 6) 
Para grupos de orden pequeño, la hermosa expresión (3) resulta 
suficiente para hallar todos los grados m, ..., n, aunque en el 


caso general es necesario, por supuesto, efectuar razonamientos 
complementarios. 

Los datos sobre los caracteres de las representaciones irreducibles 
(más breve: sobre caracteres irreducibles) es cómodo escribirlos en 
forma de tabla 


Le e BB e. e 
Xi | Re dle) xles) ..- xa(8r) 
Ya | Me Xal8a) Xala) -... xe(8r) 
Xr | mr arlém xr(8) ... xr(8r) 


llamada tabla de caracteres. En su fila superior se encuentran los 
representantes de todas las r clases conjugadas gf del grupo G. 
Por ejemplo, la tabla de caracteres del grupo S; tiene la forma 


e (12) (123) 


lí i 4 


alja U f 


(compararla con la tabla al final del p. 1 $ 2). 

Como siempre, designemos con el símbolo C (g) = Ce (8) el 
centralizador en el grupo G del elemento g € G. Sabemos, que 
1€(g)1 18% |=16G] (véase el punto 2, § 2, cap. 7). Por eso, la rela- 
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ción (9), § 4 (primera relación de ortogonalidad) se reescrita en la 
forma 


3 E 
y lgj} TITSE 1 164 ra 
É rea Vicio TTT E Te Ele 


TÈ Lega (E) WEN = TT 2 1i (8) W (8) = (Xir Xaa = Oir» 


R que la r X r-matriz 
M=( 40 
(eem) 
es unitaria por filas. Pero la unitariedad por filas es equivalente a la 
unitariedad por columnas (M-*M = E ='M-M), así que 


2H ue) ue 
AA VIC e 


o, en una aias más detallada: 


+ 
5 _ [0, si g y h no son conjugados, 
palh ds 
2 24 (6) ra (0) hn en el caso contrario. M “ 


La expresión (4) se llama segunda relación de ortogonalidad para los 
caracteres. 

3. Representaciones de grupos abelianos. La descripción de las 
representaciones irreducibles de grupos cíclicos en el ejemplo 6, 
$ 1, permite la generalización natural siguiente. 

TEOREMA 3. Cada representación irreducible de un grupo abeliano 
finito A sobre C es de grado 1. El número de tales representaciones no 
equivalentes de dos en dos es igual al orden de | A |]. Reciprocamente, 
si cada representación irreducible del grupo A es de grado 1, entonces, 
A es un grupo abeliano. 

DEMOSTRACION, El número r de clases de elementos conjugados 
del grupo abeliano A coincide con el orden de éste, por eso, las dos 
primeras afirmaciones se deducen del teorema 2 (véase también 
el ejercicio 3, $ 4). Haciendo, Juego, en la relación (3) todos los nę 
iguales a 1, obtendremos r = | A |, lo que es equivalente a la conmu- 
tatividad del grupo. M 

DEFINICION. Sea A un grupo abeliano. El conjunto 

A = Hom (A, C*) 
de homomorfismos de grupo A en el grupo multiplicativo C* del 
campo de los números complejos, considerado junto con la operación 
corriente de multiplicación 


(xaxa) (a) = qa (a) Xa (a) 
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(y: € A, a € A), se llama grupo de caracteres del grupo A sobre € 
w= w. 

TEOREMA 4. Los grupos A y Á son isomorfos, 

DEMOSTRACION. Del teorema 3 sabemos, que, en todo caso | A | = 
= | 4 |. Conforme a los resultados dol $ 5 cap. 7, el grupo A permite 
la descomposición 


AX AX... X An 


en ol producto directo de los grupos cíclicos A; = (aj) (no importa 
cuáles, primarios o no; elegimos la oscritura multiplicativa de la ley 
de multiplicación en A). Si | As | = s: y es es la raíz primitiva de 
srésimo grado de 1, entonces, a cada elemento a = atat. . . ah de A, 
le corresponde el carácter %a € Å, definido por la relación 


Ya (ajaja... aj) mejótezó ehh, 
Evidentemente, XaXar = Zaw (véase la definición). Si 
= aha! in g atiati ha" 
a=ajas... Aé ayas... AIA, 
entonces, existe un índice ¿ con t; = ti. En este caso, 
v 
Ya (a) =ej1 F ef= Ko (01). 


Por consiguiente, todos los caracteres %a son diferentes de dos en dos 
y la aplicación a, establece el isomorfismo exigido entre A y 4. $ 

El método de demostración del teoroma 4 brinda, evidentemente, 
una estructura clara de todas las representaciones irreducibles de un 
grupo abeliano. 

EJEMPLO. Sean, V¿n un grupo abeliano elemental de orden 2%, y su carácter 
complejo irroduciblo, distinto de la unidad, o sea, % (a) æ 1 para algún a € Van. 
Entonces, Ker y = B æ Van-1 y tiene Jugar la descomposición Van = B U aB 
en clases adjuntas respecto a B, asi que 

z (aib) = (Ji, i= 0, 1 
En particular, el grupo cuaterno (de Klein) V4, sobre las represontaciones del 


cual se hizo mención en el problema 2, $ 2, cap. 1, tiene la tabla de ca- 
ractores siguiento: 


alt 104 
t |1 1. 
a |1 1a 
u| iaa 41 


Los resultados sobre Jas representaciones de grupos abelianos, 
permiten obtener también cierta información acerca de las represen- 
taciones de grupos finitos arbitrarios. 
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TEOREMA 5. Las representaciones de grado 1 del grupo finito G 
sobre C se encuentran en correspondencia biyectiva con las representa- 
ciones irreducibles del grupo cociente G/G' (G' es el conmutante del 
grupo G). El número de las mismas es igual ul índice (G : G'). 

DEMOSTRACION. Hagamos primero una observación general, Sea, 
G un grupo cualquiera, y K su subgrupo normal. Si D es la repre- 
sentación del grupo G con núcleo Ker ® > K, entonces, se puede 
definie la representación D del grupo cociente G/K, suponiendo 


® (gK) = 0 (8), gE6. 
Que esta definición es correcta, resulta evidente (véase la demostra- 
ción del teorema 1, $ 3, cap. 7). Luego, Ker Y = Ker D/K. En 
particular, para K = Ker ® se obtiene la representación exacta Ó, 

Recíprocamente, toda representación lineal Y del grupo H, 
induce la representación ®© del grupo G, que permite el epimorfis- 
mo z: G-H. Es suficiente hacer 

® (g) = Y (x (8). 

Como n es un epimorfismo, entonces, D (G) = Y (H) y O, Y, son 
al mismo tiempo reducibles o irreducibles. Según el teorema sobre 
la correspondencia (teorema 3, $ 3, cap. 7) Ker ® = n~ (Ker Y). 
Con cualquior represontación unidimensional D del grupo G se 
asocia el grupo abeliano (más exactamente, cíclico) Im ®, asf que 
Ker D >G’. La demostración del teorema se obtene ahora como 
resultado de una sencilla unión del teorema 3, de la observación 
efectuada más arriba y del teorema 4, $ 3, cap. 7. 

4. Representaciones de algunos grupos especiales. Aunque en 
principio, para la obtención de todas las representaciones irreduciblos 
del grupo finito G, es suficiente descomponer su representación 

ular (teorema 2), en la práctica esto supone dificultades y se 
deben elegir rodeos. Habitualmente resulta más soncillo construir 
primero la tabla de caracteres, y luego formular las propias repre- 
sentaciones (véase, en relación con esto, el $ 1, cap. 9). Por otra 
parte, en los ejemplos relativamente sencillos que se brindan más 
abajo, no hay ninguna necesidad de recurrir a diferentes subter- 
fugios. 

aa. 1. SeaGun grupo de permutaciones 2-transitivo arbi- 
trario, que opera on el conjunto Q = {1, 2, . . ., n}, n > 2 (véase el 
ejemplo 3, $ 2, cap. 7). Sea, luego, D la representación natural 
del grupo G en el espacio V = (er, ĉr, . - -, ên) con la operación 
O (g) e: = eg) (véase el ejemplo 5, $ ij. Como os fácil comprender, 
el valor %o (£) coincide con el número N (g) de puntos è € Q (=a los 
vectores básicos e;), que quedan inmóviles cuando opera g. Según 
el teorema 3, $ 2, cap. 7, tonemos 


2 žo (8) Lo) = Y, to (6 Y IN (62161, 
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lo quo, evidentemente, se reescribe en la forma 


(xo, Zola = 2, 6) 


Comparando (5) con la relación (11) del $ 4, Megamos a la conclusión 
de que WD es la suma directa de dos representaciones irreducibles 
(2 =4 +1 es la única expresión de 2 en forma de suma do los 
cuadrados do números naturales). Pero, también sabemos, que ® == 
= D + Y, donde (DM, U) es una representación unidad, y Y 
es una representación (z — 1)-dimensional, que opera en el espacio 
W = (e, — Ens êr — En, > > -»ên-3 — ên). Si la descomposición V = 
= U Q W se pudiese continuar a cuenta de la descomposición de W, 
entonces, los sumandos irreducibles serían más de dos. De este modo, 
tiene lugar la afirmación no trivial siguiente. 

La representación lineal natural (D, V) del grupo de permutaciones 
bitransitivo G sobre el campo C, es la suma de la representación unidad 
más otra representación irreducible. 

En particular, cada uno de los grupos Sn, n> 2; An, n > 3, 
tiene una representación irreducible Y sobre C, de grado n — 1, con 
carácter xy, y se calcula por la fórmula 


xv (e) =N()—1. Y (6) 


Como se mostró en cl ejemplo del grupo Sy (ejemplo 1, punto 1, 
$ 2), las matrices W,¿ se hallan fácilmente. Para el cálculo de los 
valores yw(g) por la fórmula (6), es suficiente conocer la estructura 
cíclica de la permutación g. 

Tenemos una breve ilustración: 


Aj e azea (123) (13% 
xl 3 0 o 
Sa | e (128%) (12 (123) (123%) 


wlis a 1 0 — 


As | e U24384) (123) (12345) (12354) 


wlis y 1 a 4 


EsembLO 2, Representaciones irreducibles del grupo alternativo A. 
Rocojamos los hechos que nos son conocidos. El grupo A, tiene 
cuatro clases de elementos conjugados. Los representantes de las 
clases y sus potencias se muestran en las dos filas superiores de la 
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tabla 
i 3 4 4 
e (1234) (123) (132) 


NE 4 1 1 
% | 1 1 e e 
% li 1 eo e 
al3 — 0 o 


El conmutante A; = fe, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} =V, tiene 
índice 3 en A, por eso, A4 posee tres representaciones unidimensiona- 
les DW = yn DO = Xa, DO = y, (con núcleo 4; y con & = 1, 
e s1) y una representación tridimensional DW (12 = 1% + 12 -i- 
+ 1* +39). Comparando la tabla para A, dol ejemplo 1 con la del 
ejemplo 2, $ 4, nos convencemos de que la representación (DW con 
carácter %4 es equivalente a la representación ® del grupo A, de 
rotaciones (grupo del tetraedro) y a la representación Y, vinculada 
con la 2-transitividad del grupo A4. 

EJEMPLO 9. Representaciones irreducibles del grupo simétrico Sy. 
Las dos filas superiores de Ja tabla 


2 8 
e (12X34) (12) (123) (1234) 


3 6 6 


1 

1 — 
2 0 —1 o 
4 o 1 

4 1.0 A 

se han tomado del ejercicio 4, $ 3, cap. 7. La representación DM = 
== y, es unidad. La representación DM = 7, se da mediante la 
paridad (con el signo) de permutaciones de Sy. Como (S4 : $1) = 2? 
{ejemplo del p. 2, $ 3, cap. 7), entonces,no hay más representaciones 
unidimensionalos. La representación bidimensional D(% con carácter 
%a y núcleo V, < S, se obtiene de los razonamientos expuestos en la 
demostración del teorema 5 y en el ejemplo 2, p. 1, $ 3, cap. 7. 
La representación D(%) con carácter y, responde a las rotaciones del 
cubo (véase la tabla para S4 del ejemplo 2, $ 4). Lu representación 
D9 = Y, con carácter ys (véase la tabla en el ojemplo 1) se vincula 
con la 2-transitividad del grupo S¿. Ella también os equivalente 
a la representación que corresponde a todas transformaciones de 
simetría del tetraedro A, (rotación + reflejo; precisamente estas 
transformaciones son importantes para la descripción de las oscila- 
ciones de la molécula de fósforo (problema 2, $ 2, cap. 1)). 


PS 
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EJEMPLO + Representaciones irreducibles del grupo de cualer- 
niones Qs. Sobre el grupo Qs se ha dicho todo en el ejemplo 2, punto 5, 
$ 3, del cap. 7. Allí también so expuso (pero no se llamó por su 
nombre) la representación irreducible bidimensional ®® con ca- 
rácter Xs- 


Cuatro representaciones unidimensionales tienen por núcleo el con- 
mutante (a?) y se determinan de la tabla en el ejemplo del punto 3. 


EJERCICIOS 


1. Obtener la relación (4), escribiendo eu forma explícita la expresión 
tiy = (Un 26 vara los coeficiontes de la descomposición T; = Duru do la 


función contral básica l; (véase (7), $ 4) medianto caracteres irreducibles. 
2. Comprobar (y recordar sobre el isomorfismo entre el espacio vectorial V 
y el espacio de funciones lineales V*, conjugado a él), que la aplicación 1: 


AÀ, definida por la condición 
a (00 = 4% (a), 


da el isomorfismo del grupo abeliano A en À. (Indicación, De a" (xixa) “= 
= a" (%,) a" (%a) so deriva, que a¥ es carácter del grupo Â. Como (aa')" = 
= a" (a')*, entonces, 1 es homomorfismo de A en A. Luego, i 

Kor t= fa € A | aŭ (x) = y% (a) = 1, V% € Â} Kert = e, y | Â| = 
=| Âj =}]A|= es un isomorfismo.) 

Este ejercicio, junto con el teorema 4, establece una parte”de la llamada 
ley de dualidad para los grupos abeltanos finitos. Una ley análoga, pero mucho 
más profunda, de dualidad para los grupos abelianos topológicos, que lleva 
a consecuencias importantes, fue establecida en los años 30 por L. Pontriaguin. 

3. Demostrar, que si el grupo abeliano finito A permite una representación 
irreducible compleja exacta, entonces, A cíclico. 

4. Sean, un grupo abeliano finito A y su subgrupo B. Demostrar, que cual- 
uier carácter dol grupo B se continúa hasta el carácter del grupo A y el número 
le tales proposiciones cs igual al índice (A : B). 

5. Fundamentar la fase que antecede a los paréntesis al final del ejemplo 3 

en ol punto 4. 


6. ¿A qué es igual la media ÓN x. (g) de los valores del carácter com- 
plejo 7 en los elementos del grupo finito 6? 
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7. Reunir de distintos lugares (véanse: ejemplo 2, p. 2, $ 4; ejercicio 4, $ 4, 
ejemplo 1), las tablas referidas al grupo A¿en la tabla de resumen de los caracte- 
yes 


1 6 20 12 12 
e (12X84) (123) (12345) (12354) 
a | 1 1 4 1 1 


1 E) 4 ra 
%|3 — a ¿0+VD FU—-V5 


aja — o Fa-vD Fu+v5 


tu |4 o 1 a =] 
% | > » » . > 


Dar la descripción de los representantes irreducibles con caracteres Xy, Xa. 
Yo, xe. Completar la última Iila de la tabla, utilizando la segunda relación de 
ortogonalidad (4) para los caracteres. (Respuesta: 5, 1, —1, 0, 0.) 

Senna P © (A IBICN Ol, j, k & p — 1) el grupo de orden p? exami- 
nado en ol ejercicio 3, $2, cap. 7; V'= (eo, er + <<, ép-1)g Un espacio vecto- 
rial complojo de dimensión p; e, una raíz primitiva de grado p, de 1; 4, Bn, 
Sr, operadores linoalos en V, definidos por las relaciones 


Aumens Breme, Gramsh, 0<I<p—t 
(los indices inferiores do los elementos hásicos se toman de acuordo con el módu- 


lo p). 
Mostrar, que la aplicación 
DMN: A mt, BB Ci Ën 


da una representación lineal irreducible del grupo P. Las representaciones 
DO, .. ., OP- no son equivalentes do dos en dos, y, junto con p? ropresenta- 
ciones unidimensionalos (p* es el índice del conmutante P’ = (C) en P), agotan 
todas las representaciones complejas irreducibles dol grupo P. 

9. Completar con cálculos los razonamientos siguientes. Soo D, = 
= (a, b| an = = e, baba 1) el gropo de un diedro do orden 2n, 
cuyas propiedades (incluyendo la doscripción de las clases de elementos conjuga- 
dos) fueron dadas en el ejemplo,1, p. 5, $ 3, cap. 7. Como (a) <| Dp, entonces 
las aplicaciones am» 1, b> 1 y ari, di —1 expresan dos representaciones 
unidimensionales. 

2ni 


Seae =e" la raíz primitiva do n-ésimo grado de 1. Entonces, la aplica- 


ción 
A a o 04 
Oi: , b 
lo e ll o 
definirá una representación de grado 2. La representación PU) irreducible 


para j =1, 2, [5] (la) es la parte entera del número real 2). Para 
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n = 2m la representación CM) se descompone en la suma directa de dos repre- 
sontaciones wnidimensionales: a> —1, b> 1 y ar» —1, b» —1, Esto con- 
cuerda con el hecho, que el conmutante Dim tiene índice 4 en Dam y Dam/D im 2 
= Z, X Z,. Todas las representaciones Jadicadas son irreducibles y componen 
un conjunto completo de representaciones complejas irreducibles del grupo del 
diedro. Hallar la oxpresión real de la representación D(%). Indicar en forma 
explicita el isomorfismo (oquivalencia) DW) ~ DM, k> m, ¡<m. 

10. Grupos cristalográficos (para el problema 2, $ 2, cap. 1). Sea, £ un 
ospacio euclideo n-dimensional, y Y un espacio vectorial, asociado a Æ, con 
producto escalar euclideo. A cada movimiento d do Æ le corresponde una trans- 
formación lineal ortogonal d <0 (n), además do tal modo, que d,d; = dida. 
El grupo D de movimientos del espacio se llama cristalogrático, si la D-órbit 
de un punto arbitrario es discreta (no tiene puntos límites) y existo un conjunto 
compacto M <= E, para el que D (M) = U d (M) = E. És correcto el teore- 
ma de Sohoenflios-Biberbach, conforme al cual, el grupo cristalográfico D 
contiene n traslados afines independientes, que engendran en D el subgrupo 
normal L, y D œ D/L es un grupo finito (grupo cristalográfico puntual). En 
total, para n = 3, se tienen 32 grupos cristalográficos puntuales geométrica- 


mente distintos. Entre ellos, evidentemente, habrá grupos que contengan refle- 
jos (movimientos impropios). De las condiciones de eristalografía se deduce, 


que toda rotación propia do D se expresa por medio de una matriz, semejante a 
c0s8 —sen0 0 

A= [o @ cos8 0 

o o 4 

con tr A = 1 +2 cos 0 € Z. Apoyándose en ol teorema 2, $ 3, y en el razona- 
miento indicado, mostrar, que para n = 3 los grupos cristalográficos puntuales 


log 
sin reflejos során sólo cíclicos Cr, Ca, Cs, Ca, Ce, diedrales Dy, Dy, Da, Dos 
el grupo del tetraedro T y el grupo del cubo foctaedro) O. 


$ 6. REPRESENTACIONES DE LOS GRUPOS SU(2) Y S0(3) 


Las formas concretas, vinculadas con representaciones del grupo 
SO (3), son parto del pensamiento «físico». La operación SO (3), que 
pone de manifiesto la simetría de muchos problemas físicos, es 
interesante desde el punto de vista matemático debido a que, en 
particular, induce la operación en el espacio de resoluciones de la 
ecuación Af =0, donde A=% + eS + f es el operador dife- 
rencial de Laplace. El análogo bidimensional de este problema fue 
examinado en el comienzo del capítulo (ejercicio 1). 

Todo elemento del grupo SO (3) es producto de varios operado- 
ros Bo, Co del tipo (1), $ 1, cap. 7. Pero Bẹ no opera en z, ni Co 
en z. Por eso, la invariancia de la ecuación Af = 0 respecto a Bẹ 
y Co se deduce de los cálculos efectuados en el caso bidimensional. 
Llegamos a la conclusión, que la ecuación Af = 0 es invariante con 
relación a todo ol grupo SO (3) o, lo que es lo mismo 


Af=0=>A(0¿f)=0, Yg ESO (3), 
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donde Ogf es una función, definida por la relación 
(Dif) (z, y, 2) = f (8° (0), €” (Y). g7 (0) (0. 


Por condición, para la transformación ortogonal g" con matriz 
(aii, la columna de nuevas variables tiene la forma 


gx) an Aa 0 || [[z 
E’ (y) ||=||az a: all ly 
gt (2) % an Gall ls 


De acuerdo a (1), 


(De (Dr) (2, y, = (Ox) (57 (2), g7 (y), gt (a) > 
= f (h-' (gu (2), k- (g= (y), k- (g= (2))) = 
= f ((gh)-* (2), (gh) (y), (2) (2) = (Dent) (2, y, 2). 
Por lo tanto, 
DDr = Den, 


o sca, los operadores lineales D,, g € SO (3), actúan en Jas funciones 
de tal modo, que la aplicación D: g 0, resulta representación 
del grupo SO (3). Este modo muy natural de construcción de repre- 
sentaciones (de hecho, utilizado por nosotros antes, cuando se exa- 
minaron las funciones simétricas con grupo de operaciones Sp), 
en principio sirve para una extensa clase de grupos, y es uno do los 
métodos típicos de análisis funcional. Es sólo necesario, partiendo 
de condiciones concretas. elegir el espacio correspondiente de las 
funciones, y luego dividirlo en subospacios invariantes irreducibles 
(problema de análisis armónico). 

En el caso del grupo SO (3), cuando todas Jas representaciones 
irreducibles son finitodimensionales (hecho gencral para los grupos 
compactos), como función se toman los polinomios homogéneos 


15 y 2 ayi 
a 


de grado fijo m (m = 1, 2, 3, ...). Ellos generan el espacio Pm 
de dimensión (5) (véase el ejercicio 4, $ 2, cap. 5). Como 


Af E Pm-a, entonces, la condición Af =0 es equivalente a (7) 
condiciones lineales en coeficientes as. Las resoluciones f € Pm 
do la ecuación Af = Ô se ilaman polinomios armónicos homogéneos 
de grado m. En virtud de la linealidad del operador A, ellos forman 
un subespacio Hm de dimensión (42) = 2m 4-4 (para 
nosotros < 2m -+ 1, pero, en realidad, tieno lugar la igualdad). 
Conforme a lo dicho, Hm es invariante respecto a la operación D = 


230392 
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= den del grupo SO (3). Resulta, que es cierto el teorema que dice, 
que el espacio Tm de la representación DM es irreducible sobre ©, 
y cualquier representación del grupo SO (3) irreducible sobre © es equiva- 
lente a una de las representaciones (W09, Hm) de dimensión impar 
+ En lugar de demostrar este teorema, limitándonos 
dicho, nos dirigimos al grupo SU (2), donde es un poco má 
obtener una familia de representaciones irreducibles. En v 
que se tiene cl epimorfismo natural SU (2) — SO (3) con núcleo do 
matrices +E (véase $ 1, cap. 7), toda representación ¥ del grupo 
SO (3) también so puedo considerar representación de SU (2) (vénso 
la demostración del teorema 5, $ 5), que cumple la llamada condición 
de paridad: W.¿ =- Wg. Adomás, se sobreentiende, también so 
cumplirá la igualdad Wg = Y, para todo g € SU (2). Recíproca- 
mente, cuando la representación Y del grupo SU (2) cumple la condi- 
ción de pa - al mismo tiempo resulta representación del gru- 
o SO (3). También tienen sentido físico las representaciones de 
Eo (3) de «doble signo», o sea, Jas representaciones del grupo SU (2) 
que no cumplen la condición de paridad. A éstas se refiere, por ejem- 
plo, la representación bidimensional común (de spin). 

Señalemos además. que cualquier representación irreducible del 
rupo SO (3), distinta de la unidad, resulta exacta, tal como se 
educo de carácter simple de SO (3) (teorema 6, $ 3, cap. 7). 

TEOREMA 1. Sea V, = (a*y" > yk —= 0, 4, ..., nie el espacio 

de los polinomios homogéneos de grado n, de dos variables complejas, 
con operación Y“) del grupo SU (2) en él, definida por la regla 


(UP) (a y) = f (62 — Py, Pa + ay) 
para cada elemento 
ap 


z= 18l? 2=14. 
E E] 1a1?+ IpI 
Entonces, (Y0, Va ) es una representación irreducible de SU (2) de 
dimensión n -+ 14. Para n par, (Y™, V,) también es una representa- 
ción irreducible del grupo SO (2). 

DEMOSTRACION. Supongamos, que el polinomio 


g 


Fe = D roO 
está contenido eu algún subespacio invariante U = V,. Entonces, 
también 


" m£ 
Y e arty tm T E OO e NED, 


donde by es un elemento de SU (2) ile! tipo (4), $ A, cap. 7. Como q 
es un número real arbitrario del intervalo (0, 2x), se puede componer 
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un sistema lineal con determinante de Vandermonde, del cual se 
sigue, que 

Ja DEUSE 2 
para cualquier monomio con coeficiente ap 5 (1, Pero, si ty € U 
para algún k, entonces 

Ama = (ax — By)" (a+ ay)" = WE (y) EU, 

Tomando g con aß + 0, legamos, en virtud de (2), a la conclusión 


de que z” € U, lo que a su vez nos da 


(1) e eyuay en. 


Como ( ES jap) "0, entonces, zy EU, 


ly ..., Ro 


7n. y Ja irreducibilidad de (Y™, Y,) queda 


Por lo tanto, U = 
demostrada. 

Luego 

YY (y) (Y ZA Ar, 
así, que para n = 2m se cumple la condición de paridad (véase la 
observación más arriba) y (YE, Vem) puede considerarse repre- 
sentación irreducible de dimensión 2n +1. 

De hecho, WC™® es equivalente a la representación DC del 
grupo SO (3) en el espacio de los polinomios armónicos homogéncos 
de grado m, pero no nos delenemos en esto, así como no intentamos 
(aunque es posible) elegir en V, una base tal, que la representación 
Y se vuelva unitaria. Observemos solamente, empleando la termi- 
nología del análisis tensorial, que la representación YOY del grupo 
SU E) también se realiza en clase de tensores simétricos covariantes 
de rango n. La teoría completa, y suficientemente transparente, de las 
representaciones de grupos compactos, incluyendo SL(2) y SO(3), 
habilnalmente se desarrolla en los límites del método infinitesimal, 
apoyándose en la correspondencia entre los grupos y el álgebra de Lie, 


EJERCICIOS 


1, Formular 2m4 í polinomios armónicos homogéneos y linealmente 
independientes de grado m. 

2. Mostrar que todo polinomio homogéneo f € Pp, se escribe en forma de 
combinación lineal con coeficientes que dependen de 22 + y? -+ 22, polinomios 
armónicos de grados m, m — 2, m — 4, . . . (Indicación. Igualando Jas dimen- 
siones, obtener una descomposición en la suma directa de espacios 


Pm = Hm © (2 + y? H) m-a © (H yH X Hm- © +) 
3. Deducir del ejercicio 2, que toda función polinómica g: (X, Y, Z)» 


> g (z, y, 2) en la esfera S% 224924 2% = 4 se doscompone on funciones 
esjéricas, o sea, en limitaciones de polinomios armónicos en $3, 


28r 
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4. Mostrar, sin recurrir a una descripción completa de las representaciones 
irreducibles del grupo SO (3), que el homomorfismo v: SO (3) + SU (2) puede 
sor sólo triv Undicación. En virtud de que SO (3) es simple, la no trivialidad 
de 7 significaría que T es una presentación exacta de grado 2. Pero, como se 
ve del ejemplo 3, p. 4, $ 5, o de la descripción de los subgrupos finitos en SU (2) 
(véase $ 3), incluso la limitación T ls, =g n0 Puede ser exacta.) 


$ 7. PRODUCTO TENSORIAL DE REPRESENTACIONES 


1. Representación contragradiente. Sea (Ù, V) una reprosen- 
tación del grupo C sobre el campo C. Pongamos a consideración el 
espacio dual F* (de funciones lineales en V) hagamos 


(De (e) A) (6) =1(0 (8) 4); JEV*, VLEV. 4) 


de inmediato. 


La lincalidil del operador ®* (g) se comprue 
Elijamos, luego, en V y V* las bases duales 


Væ {enaos enh VI = Gu oe fah file) = 617 


La matriz del operador lineal * (g) en la base fı, +. -+ fns eS tras- 
puesta a la matriz del operador Ọ (g=!) en la base €, +... €n: 


D = Wir 2) 
Como 
Oir = Diga = Orgi = (Ora Dg) = Dga Dri = DOZOR, 


entonces, la rolación (2) (o (4)) se determina, hablando en general, 
por la nueva represeutación lineal (P*, V*), del grupo G, denomina- 
da representación contragradiente (o dual) respecto a (®, V). La 
necesidad de examinar tales representaciones, surge cada vez, cuando 
a un grupo que opora en vectores (tensores contravariantes), los 
hacemos operar en coordenadas de vectores (tensores covariantes), 
como, de hecho, sucodió en ol $ 6. Como se puede apreciar fácil- 
mente, por ejemplo de (2), (D*)* ~ ®. Las representaciones recí- 
procumente contragradientes, pueden no distinguirse o ser equiva- 
lentes. Si, digamos, (D, G) es una representación ortogonal real, 
entonces, Dj = ‘O, = P. Pero, en el caso general, las representa- 
ciones (P* y 4 no son equivalentes, como lo muestra este ejemplo 
sencillo: 


Ca = (a1 =e); Vlao)=e, 
De (a) = e-t (e? + e +1 = 0). 

Para el grupo finito G, el criterio exacto de equivalencia de las 
reprosentaciones contragradientes se obtiene en el lenguaje de la 
teoría de caracteres. Puesto que los polinomios característicos de las 
matrices A y 'A coinciden: 

det (LE — +A) = det (AE — A) = det AE — A), 
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de las propiedades elementales de los caracteres (proposición $ 4), 


se deduce, que 
Xos (3) = xo (8). 


En particular, la representación ® con carácter que adopta sólo 
valores reales, es equivalente a W*. Por supuesto, siempre 

(Zoe, 700)o = (xo, Zola: 
así que D*, ( son a un mismo tiempo reducibles o irreducibles. 

2. Producto tensorial de representaciones. En el curso de ál- 
gobra lineal y geometría (véase también ol ojercicio 1), se demuestra 
la afirmación siguiente: 

TEOREMA 1. Sean V, W, espacios vectoriales sobre el campo P. 
Entonces, existe el espacio vectorial T sobre P y la aplicación bilineal +: 
V x W >T, que cumple las condiciones: 

(VA) si di, . . .. Un E V son linealmente independientes y wi, ... 


= 0. 0.0. w, = 0; 


à 
e... WEW, se tendrá Y, 1(0,, W,)=0=>u, 


(T2) si w, . - ., W E W son linealmente independientes, entonces, 
St (va w) =0=>0=0,.... Va =0; 
(T3) v es una aplicación sobreyectiva, o sea 
= (1 (v, w) )v € V, w€ Wip. 


Además, el par (1, T) es universal, en el sentido que, cualquiera que 
sea el par (1, 1”), compuesto por el espacio vectorial T” y la aplicación 
bilineal vu: Vx W— T', existe una aplicación lineal única o: 


T — T', para la cual Y (v, w) = € (1 (v, w), vE V, wEW. E 

Suponiendo la existencia de dos paros universales (t, 7), (7, 77), 
descubrimos fácilmente, que las aplicaciones lineales o: 7 — 7” 

y" T, resultan de hecho isomorfismos reciprocamente 
0'00 = er, 000 = er. De este modo, 7=7" 
además, el isomorfismo o: 7 —> 7” posce la propiedad indicada en la 
formulación del teorema. 

Si el par (t, T) está delerminado unívocamento, con exactitud 
hasta el isomorfismo, mediante los espacios vectoriales dados Y, W, 
entonces se denomina producto tensorial de estos espacios. Escribiendo 
T = V @ pW, o, sencillamente, 7T = V Q W, debemos aun recor- 
dar, que el espacio vectorial T está provisto de la aplicación bilineal 
(v, w)—> v 8 w del producto cartesiano V SY W en 7, que cumplen 
las condiciones (T4), (T2) y (13). Así pues, como elementos dol 
producto tensorial V Y W sirven las combinaciones lineales formales 
con coeficientes de P pares ordenados v @ w, conv E€ Y, wEW, 
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Asimismo, se presuponen cumplidas las condiciones siguientes: 
tto) Dwrn uwr w=, (3) 
v O (w, + w) — v O w — v Ê n = 0, 

wOw— vO rw =0, AEP 
G (e Q w) =w 8 w = v Q w). 

l teorema £, se aprecia inmediatamente, que las aplicaciones 

vO ww Qv, (1910) Q wu ® (v O w), v Q hr” 


>A @ v => Av establecen los isomorfismos, llamados canónicos, 
de los espacios vectoriales: 


VO W=W98V, 
(U8V)8W=U98 VOW), 
VOPZPOVZ=V. 


También se cumplen las loyes de distribución: 
(148 1)9 W(U 8 W) e (V 9 W), 
U9 (Y 9 W)=(U 9 Y) e (U 9 W). 


En el análisis tensorial, de donde son originarios los conceptos 
aquí examinados, se estudian productos tensoriales de tipo especial: 


v*8...O0VY*8VO ... QV. 
ZA AA 


a 
Sus elemeulos son tensores dol tipo (p, q), p veces covariantes y g 
veces contravariantes. Al elegir las bases duales €,, ..., €n en 
Vyel,..., e en V*, los elementos eQ ... @ eP Qe... 


- + + 9 e, componen la base del espacio de tensores del tipo (p, q). 

Habitualmente, se entiendo por tensor simplemente el cúmulo de 
hdg 

coordenadas li } en esta base, con indicación de la regla 
hig 

de cambio de courdenadas al pasar de un sistema básico a otro. Preci- 

samonte así se obtiene la interpretación en cl lenguaje tensorial (de 

hecho, en el matricial) de tales conceptos como forma bilineal y ope- 

rador lineal. Limitándose a estas breves referencias, que no pensamos 

utilizar de un modo pleno, nos dirigimos a la cuestión que nos intero- 

sa sobre las representaciones. 

Sean 4: V—V, 2: W — W operadores lineales. Se llama pro- 
ducto tensorial de los mismos el operador lineal 


407: VO W>V0W, 
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«ue opera de acuerdo con la regla 
(A F) (09 W)=4v 0 Lu (4) 
(vego, por linealidad: (4 9 P) (Y v: 9 w) = Y ote; O Rw), Es 
claro, que esta definición concuerda con las relaciones (3). Por 
ejemplo, 
ALO, +02) D BO Az, O Fo — ALA DF IO 
= (Av, + AVI) Q Bw — AV, Q Gu— Ava O Pw=0. 


Por eso, la operación Æ Y 2 en V 9 W está dada correctamente. 
Hagamos notar también, las relaciones siguientes, que se deducen 
inmediatamente de la definición (4): 


(490%) (COL) =4CQRL, 
(A+ O0P=AQLI+CO P, 
AD(BFD)= AD BL ADLD, 

ADQIB=14 0% =1(4 0 $). 


La comprobación se la dejamos al lor 

Sean, como antes, V = (e, . e, 
nemos la matriz A Y B de din 
AQ Z en la base 


y W = (fis ~- ay fm). Obte- 
ii nm X um del operador 


l Djo eos t Dfm e Ofn oo es DÍm- En O fio 
«9 fa), 
observando, que 
Ae = Y ita, SAS 
(49H) (e, 8 n= A, Urbis O fr 
Por lo tanto, con A = (ar), B = (Py5) tonemos 
24B AB ... %nB 
B 
408100800 |5 e o mel 
AmB OnB Enn B 
En particular, tenemos la fórmula para la traza 
tA QB =a tr B + autr Bit... + antt B = tr A tr bo 
(5) 


De paso, observemos, que 
det A Q B = det (A 9 Em) (E, 9 B) = 
= det A O Em'det E, O B = (del A)” (del B)”, 


así que la degonoración de los operadores «4 y Z conlleva la degene- 
ración de su producto tensorial 4 9 $. 
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Sean ahora (0, V), (Y, W) dos representaciones lineales del 
grupo G con caracteres lo y Xy, respectivamente. Determinemos 
de un modo común la representación (0 Y Y, V ® W), haciendo 


(0 8 Y) (e) = 0 (e) € Y (g), VE EC. 


De las propiedades generales del producto tensorial de operadores 
lineales y de la fórmula (5) se deriva que la aplicación P 9 
brindará realmente una representación del grupo G con espacio de 
representación V Y W y con carácter 


Xoor = Lory. (6) 
Diremos, que (V Q Y, V ® W) es producto tensorial de las repre- 
sentaciones (0, V) y (Y, W). Para Y = 0, W = Y se habla tam- 


bién sobre el cuadrado tensorial. En el gunda miembro de la fórmu- 
la (6) hay un producto corriente común de Jas funciones centra- 
les xo y %we 

Es totalmente evidente, que si U es subespacio G-invariante en V, 
entonces, también U Y W será subespacio G-invariante en Y @ W, 
Una observación análoga puede hacerse respecto al subespacio G- 
-invariante en W. Pero, de la irreducibilidad de V y W, en general 
mo se deduce que V ® W es irreducible, tal como lo muestra el 
ejemplo del cuadrado tensorial O® Q DY de la representación 
bidimensional del grupo S; (véase la tabla en el punto 2, $ 5). El 
efecto, dimc DW Y 1 = 4, y el grado máximo de la representa- 
ción irreducible del grupo Ss, es igual a 2. 

La cuestión de la descripción ofectiva de las representaciones 
irreducibles, contenidas en P 9 Y y, más generalmente, en el pro- 
ducto Lensorial DW 9 Q 9 SD de varias representa- 
ciones lineales, tiene un significado fundamental, porque muchas 
representaciones (le grupos imporlantes y muy naturales, surgen 
como productos tensoriales. Precisamente, desde este punto de vista 
hay que mirar a las represontaciones de los grupos SU (2) y SU (3) 
(véase el $ 6), y también a los ojemplos 3 y 4 del punto 2, $ 1. Los 
subespacios invariantes de tensores covariantes (o contravariantes) 
simétricos y antisimétricos, permanentemente se cneuentran en 
istintos aplicaciones geométricas. El problema considerado es 
atractivo especialmente cuando es cierto ol teorema sobre la redu- 
cibilidad total de las representaciones. 

3. Anillo de caracteres. Por simpleza, nos limitamos al caso 
del grupo finito G y campo C. Sean, DW, DM, ..., DW, el 
conjunto completo de representaciones irreducibles ho equivalentes 
de dos en dos del grupo G sobreC , y Xis Xa > <-> Xr SUS Caracteres 
correspondientes (r es el número de clases de elementos conjugados 
en G). Sabemos que 


DOVYAMO! +... + m00, 
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donde las multiplicidades m; dependen únicamente de Ù y Y. Según 
la fórmula (6) 
Loly = m% + ++ E my 

Sea Xz (G) el conjunto de todas las combinaciones lineales ente- 
ras posibles de los caracteres %y - + <> Xr Ya hemos demostrado, 
que Ya, + +, Xr es la base ortonormal del espacio Xe (G), por eso, 
Xg(G) = Xc(G) es, en todo caso, un grupo abeliano libro œ 2 
con generadores Yi, ..-, Zr Sus elementos se Haman caracteres 
generalizados del grupo G. Caracteres verdaderos resultarán sólo 
las combinaciones Y) m;%; con m; > 0. 

De lo procedente se aprecia, que el producto tonsorial de repre- 
sentaciones, induco en Xg (G) una operación algebraica binaria, 
o sea, conmutativa, asociativa, sometida a las leyes de distributivi- 
dad, Hablando con brevedad, es correcto el 

TEOREMA 2. Los caracteres generalizados generan. el anillo conmu- 
tativo asociativo Xg (G) con unidad que es el carácter unitario %ı. 

Xc(G) se llama álgebra conmutativa asociativa de dimensión r 
sobre C. La estructura del anillo Xg (G) (del álgebra Xç (6), 
queda completamente determinada por las constantes estructurales, 
o sea, por Jos númoros enteros mi, de las rolaciones 


ita = X) mi (0) 
En particular, las igualdades my =m}, mi; =ô; reflejan las 
propiedades de conmutatividad de Xz(G) y de unicidad de xa 
De acuerdo con (7) 
da (8) x4 (8) = Dmt (8). VE EG. 
Multiplicando ambos miembros de esta relación por qoy 2218), 
sumando con respecto a g EG y utilizando la primera relación de 
ortogonalidad para los caracteres, obtendremos 
á apia 
m= 200 o. A 8) 
P 
De este modo, las constantes estructurales se expresan en términos 


de los propios caracteres. 
De (8) se puede extraer una afirmación simple. Precisamente, 


m= Z xe) uO naA=r 2 MOLAO 


=r Dr 0 la dor 
A 
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donde 77 4 €s carácter de una representación contragra- 
diente a VO ( el punto 1). Por lo tanto, la representación unidad 
entra en calidad de componente en la descomposición D® Q DO si, 
y sólo si, DD es equivalente a la representación DIO = DW * (en caso 
contrario, mi — (Xa De 
Notemos también, que el producto tensorial de una representación 
unidimensional Ù por una representación irreducible arbitraria DÒ, 
resulta siempre una representación irreducible de la misma dimensión 
«que (DW, Esto es bastante comprensible siu ninguna explicación y for- 
malmente se deduce del criterio de irreducibilidad de los caracteres. 
Si Lago = XiX entonces, Xi (g) resulta raíz compleja 


«de alguna potencia de 1 y %¿(8) Zi (8) = 1, siendo, por eso, 


dx wo = 5 NEIRA 
g 


= 2100-06 110=1. NM 
8 


EJEMPLO 4. G == Sa (véanse Jas tablas en el p. 1, $2, y en el p. 2, $ 5X: 
1 30 E DO 0, 
¡EJEMPLO 2. G = $, (véase el ejemplo 3, p. 4, $ 5): 


VOD DA, 
ESA 


Finalmente, demostremos el interesante teorema que sigue, 
:generalizador del teorema 2 del $ 5 sobre la descomposición de una 
representación regular. 

TEOREMA 3. Sea y = Yo el carácter de la representación exacta 
(®, V) del grupo finito G sobre el campo de los números complejos C, 
que toma en G exactamente m valores distintos. Entonces, cada carácter 
irreducible yy, entra con lea no nulo en la descomposición de por 
lo menos un carácter y? « IT, Con otras palabras, 
toda representación trreducible PA Pla contenida en la descomposición 
de alguna polencia tensorial D2 = © Q... Q D, OLi<m—1, 
de cualquier representación exacta D. 

DEMOSTRACIÓN. Sean 0, = y (g), 1=0, L,..., m—1 yalo- 
res distintos, tomados por el carácter y en G, además, wo = 7 (e) = 
«leg (P. Sea, luego, 


C; = {g EG 17 (8) = x (2) = 0). 
En virtud de la exactitud de la representación Q, tenemos 
Go = Ker D = (e). 
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Sea y, un carácter irreducible del grupo G, que no entra en la 
descomposición de ninguno de los caracteres x’. Entonces, 


4 m-i 
0=161 (és do Y MEN D MDT 0in1, 
Fl $6, 


es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales respeclo a T; = 
= 3 Ya (2), con determinante 
del, 


4 1 1 
det (o) =||% 0% Om 


mt gt mt 
T T 


diferentes de cero (determinante de Vandermonde). De este modo, 
y=0,j= y 0 sen, 


Y m(49=0, ¡=0,1,....m—-i. 
e, 


Lo y Mn 


En particular, 
= 1)= 
0= 2 m0 =x110) 


es una contradicción, que demuestra el teorema. 

En caso de la representación regular p, evidoutemente, m = 2. 

4. Invariantes de grupos lineales. Llamamos habitualmente 
grupo lineal de grado n, cualquier subgrupo en GL (n, K), donde K 
es algún campo. En adelante se puede tomar K o C. Si G es 
un grupo abstracto y @: G — GL (n, C) su representación lineal, 
entonces, al par (G, ®©) también lo denominaremos grupo lineal. 
Las transformaciones lineales O, operan ea las columnas de variables 
A: 


O, (7) Ty 


De (71) La 
Ellas convierten cualquier forma (polinomio homogéneo) f de grado 
m, nuevamente en una forma de grado m: 


(Def) le 0 2) = (Oy (20), > + + Dte: 
Distintos casos particulares de esta operación ya han sido tratados 


(véase el $ 6). La aplicación Ü define la representación del grupo G 
en el espacio Pm de formas sobre € de grado m (como tensores simé- 
tricos covariantes de rango m). 
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DEFINICION. La forma f € Po, que queda inmóvil con la opera- 
ción My (D¿f = f, Vg EG), se Mama invariante (entera) de grado m 
del grupo lincal (G, D). 

En efecto, debería haberse tomado el polinomio de coeficientes 
de Ja forma «general de grado m, que queda en su lugar con la ope- 


ación © (G). Así proceden en la teoría goneral de invariantes, pero 
nosotros, para simplificar, vos limitamos a la definición dadu. Si en 
calidad de f se toma una función racional, entonces, se puede pasar 
al concepto de invariante racional. Es importante también la idea 
de invariante relativo de f, cuando 


Daf = wt 


donde o, EC es un multiplicador, dependiente del elemento g € G. 

Es clavo. que cualquier conjunto ff; Js, » . - ) de invariantes del 
grupo lineal (G, O) engendra en U¡z ..., £n) el subanillo 
Cl fs fn - - -} de invariantes. 


Examinomos un pequeño número de ejemplos. 
EJEMPLO 1i. La forma cuadrática <t-|- rip... -+xh y cualesquiera 
polinomios de ella, resultau invariantes enteros del grupo ortogonal O%(n). 
EJEMPLO 2 Los polinomios simétricos elementales s) (zy, a Amar 
seo Sn (Ej, -+ a 24) Son invariantes enteros del grupo simétrico Sy examinado 
on el monomorfismo canónico db: Sp — GL (n), El teorema fundamental 
jelos invariantes sy, . . ., sp, de grados 
independientes, y con las funciones polinó- 
nos, se agotan todos los invariantes enteros (racio- 


= [] (21 — zp, y € es un polinomio simétrico arbitrario, o sea, un invariante 


absoluto. 

EJEMPLO 4 A Ja representación (Pa: X — AXA- de grado nt, del grupo 
linea) completo GL (», K), con espacio do representación Mn (K) (véase el 
ejemplo 3 del $1), le responde un sistema de » invariantes algebraicamente 
independiontes, que son coeficientes del polinomio característico de la matriz 
X = (zj). A ellos pertenecen, on particular, los invariantes, bien conocidos 
por nosotros, tr X= X) zu y det X. 

EJEMPLO 4 En la forma cuadrática f (2 
del modo f (z3, .. a» zn) = IXAX, A = (4;3) 
el grupo ortogonal O (n): 

C E O (M S (CAN (en «a 3n) = HCX) A (CX) = 
== iXICACX = tX (C240) X. 


, se habla sobre invariantes de la forna cuadrática f respecto a O (n): 
, det A. Para la forma cuadrático binaria az* + 2bay + ey?, los 
invariantes a +c y ac — b*, que caracterizan mótricamente distintas clases 
de curvas de segundo orden, son conocidos también del curso de geometría 
analítica 


Y ajjurj, escrita 
zi > +, En). opera 
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EJEMPLO 5. Consideremos el grupo simétrico Są como lineal de grado 2, 
utilizando la representación T equivalente a la 06), de la tabla al inal del 
punto 4, $ 2: 

vt 


1 


eù 


y heilan 
0 e EAN 


r Tews 


Puso =| 
da oquivalencia se efectúa por medio de la conjugación 


ls e o 
041 


o a 
ra u, v variables independientes, transformubles linealmente modiante 


Como 


po =r). 


Taz) (0 = eu, Taz (0) = 87%, Dan (=n Peas (0) = u- 


Faso (10) =1 59) (0 Tahy =e, 
Pas) (uo) =vu =u0, 

Fam (W= (eue ue 

Pan (040) 094 atm, 


entonces, ol grupo (Sy, I) tione la forma 
L=w L=e4+0 (9) 
de grados 2 y 3, en calidad de sus invariantes. 
Luego, el grupo Sa opera de modo natural en los polinomios f (21, 3a, 23) 
de tres variables indopendientes: 
(Of) (Ers Zar za) = f (7. 


o, 


y Toia o-is) 


Haciendo 
A PEN ao) 


veremos, que 
Fa (u) = ta- T Xa- + Xoia). 


En particular, 
Taas (u) = t + ez, + Srg = eu, 
Teen) (U) = 2, + era + e't, = v, 
Tass) (0) = ra -+ ez + en = ev, 
Tas) (0) = 71 + ers + er, = u, 
o sea. las operaciones Py en u, v y 0.00 Zi, Zs, za, están coordinadas, Suslituyen- 
do (10) en los invariantes (9) estos últimos pasan a sor funciones simétricas de 
Za» a» Za, las cuales, según el leorema 4, $ 2, cap. 6, se pueden expresar por 
medió de las funciones simétricas elementales s; = s; (zi, Ta, 24). Un pequeño 
ejercicio muestra que 
A ath rghleHen (ar Hzr Htr) =t 3s 
L=204+ E LG a aid 
A OS 
Especifiquemos los valores de Jı, 7, tomando como xi, zp za los tres 
raíces de la ecuación cúbica incompleta 
2+p2+q=0. 
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Entonces, sı = O, sp = p, ss = —q y, por consiguiento, 
h=-—3p, h= 24. a) 
Pero, de (9) se deduce, que 


se eligen tales radicales, que luego de sustituir Jos valores de (11), se obtienen 
las fórmulas 


y 
con la magnitud P = —4p* — 27g, que es el discriminante de nuestra ecua- 


ción cúbica (véase (16), $ 2, cap. 6). Como u y v ahora son conocidos, entonces, 
dol sistema lineal 


a, + ezg -H etx = u, 
Zr + e?r + ers = 

atz ta= 0 

se hallan Jas propias raices. Por un camino bastante natural, Hegamos a las 

fórmulas de Cardan, sobre las que so hizo mención en el ejercicio 4, § 2, cap. 1. 


El último ejemplo establece, no casualmente, la relación entre 
los invariantes del grupo Sy, gue es el grupo de Galois de la ecuación 
cúbica general. y Jas fórmulas de Cardan. La teoría de Galois en gran 
medida se vincula al estudio de invariantes de campos (y a sus grupos 
correspondientes), engendrados por Jas raíces de ecuaciones al- 
gebraicas. 

Destaquemos algunos hechos, referidos a un sistema de generado- 
res del anillo de invariantes. Sea w wna forma arbitraria de n varia- 
bles independientes zy, + . =, Zn El grupo finito G con representación 
lineal Ọ de grado n opera como grupo de permutaciones en el con- 
junto 

Q = (0, (w) 18 €C). 
Es claro 'que cualquier función simétrica homogénea |G | (o, posible- 
mente, algún divisor del número |G |) de los elementos de Q, será 
invariante del grupo lineal (G, ®). Si ahora se toma en calidad de w 
la variable z; entonces, z; será raíz de la ecuación algebraica 


|] (X — 0; (z,))=0, 
¿66 


cuyos coeficientes resultan invariantes del grupo (G, O). De este 
modo, cada variable z; es función (algebraica) de invariantes. Si el 
número de invariantes algebraicamente independientes fuese menor 
que n, expresariamos Zy, - » -, Z, por medio de una cantidad menor 
de variables algebraicas independientes, pero esto es imposiblo. 
Por consiguiente, hemos demostrado (si se puede llamar demostración 
aun manejo tan atrevido de la dependencia de magnitudes algebraicas) 
uno de Jos teoremas importantes de la teoría de invariantes. 
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TEOREMA & Un grupo lineal finito de grado n, siempre tiene un 
sistema de n invariantes algebraicamente independientes. 

Para el grupo (Ss, I), tales invariantes son las formas (9). 

Se podía completar el teorema 4 con la afirmación acerca de que 
todo el anillo de invariantes enteros de un grupo finito de grado n, 
es engendrado por n invariantes algebraicamente independientes 
fu fas +.» fa y, por lo común, otro invariante más f,,1 (que es 
función algebraica de los primeros n). Con otras palabras, los restan- 
tes invariantes, son polinomios de fi, .. . fas Jns1. Este hecho 
es cierto para muchos otros grupos lineales, tanto discretos como- 
continuos. 

La teoría general de invariantes, desarrollada a mediados del 
siglo XIX con los trabajos de Cayley, Silvester, Jacobi, Hormite, 
Klebetz, Gordan y otros, y que luego experimentó un renacimiento 
en algunos trabajos fundamentales de D. Hilbert, on nuestros días 
es parte do la geometría algebraica y de la teoría de grupos algebrai- 
cos. El interés permanente hacia la teoría de invariantes también 
se funda en las amplias posibilidades de sus usos en muchos dominios 
de la mecánica y la física. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema 4, siguiendo las designaciones usadas en su formu- 
lación, y, el conjunto de razonamientos expuestos a continuación, 

a) Si V= (e 4 ey W= ES ad )p, entonces, (T4) — (T3) 
son equivalentes a la globalidad de una única condición: los vectoros Y (er fj) 
1<¿<n, 1</< m, componen la base del espacio 7. 

b) Para cualquier espacio nm-dimensional 7 sobre P, la aplicación < so 
puede definir como la relación t (v, w) = Dl opygiyi dondo gij, 1 < i< n, 
1</S m, son base on 7. De acuerdo con a), el par (x. 7) cumple las condicios 
nes (TÌ)—(T3), y todos los pares se obtienen del mismo modo. 

©) Para todo par (1, 7%) con aplicación bilineal Y: V X W — 7", defini- 
mos la aplicación lineal o: T- T’, haciendo a (Vive) = Dry len i) 


De acuerdo con b) yc), v (0, w) = Sjapye (en 1) = 0 (DPs = 
= o (4 (v, w)). Y, viceversa, si o (t (v, w) = t (v, w), entonces, o (E) = 
= o d fen dD) = Y en ID pe 

2. Mostar, que en el sistema (51)—(TS), se puede omitir la condición 
(11) o (12), y, suponiendo a priori dim 7 = nm, para el producto tensorial 
es sulicionte dejar una de Jas tres condiciones. 

3. Demostrar la relación det (4 @ B) = (det A)" (det By" 
cuadradas A, B do órdenes n y m, respectivamento, con coc 
jos. empleando la posibilidad de reducirlas a la forma triangula 
Existen las matrices no degoneradas C y D tales, que 


a». +. 


ra las matri- 
entes comple- 
. (Indicación. 


ħi * 
A 


CACI= y B=DBD += 


0 an 0 Bm 
Por eso, 


A' @ B’ = (C © D) (4 Q B) (C @ D) = (C @ D) (A & B) (C & D) 
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es matriz triangular con coeficientes diagonales «$7, que serán los valores 
propios de la matriz A! 9 Bl, y, por consiguiente, A € B. Tenemos: det 


(49 B)=[] B= J] as)" ([] Bs)" = (det 4)m (det BI) 
LES i F 
4. Con ayuda de la fórmula (8) y las tablas del p. t, $2, p. 2, § 5; p. 4 
$ 5, comprobar, que es correcta la descomposición 
DD Y OH = DVDS 


para el cuadrado tensorial de la representación bidimensional PG) del grupo 
simétrico $3 y 


DO) 9 DO mD HOD 
para el cuadrado tensorial do la ropresentación bidimensional (D(% del grupo 
de cuaterniones QS. 

5. Representaciones del producto directo de grupos, Sea que se tionen dos 
grupos G, H, con representaciones lineales (0, V), (Y, W). Entonces, haciendo 
(0 8 Y) (gh) = 0 (g) SY (h), 
donde g'h es olemonto dol producto directo G X H de los grupos G, H, obliga- 
mos a G x H operar on el producto tensorial V Gç Wi como de' costumbre, 
(0 (g) SY AM) (v O w) = D (18 Y (h) w. 

Comprobar, que Ja aplicación así definida 
OOY: GOH GLV oW) 


grupo G X H con caráctor %oxy = Koty- Demostrar 
la afirmación siguiente. Sean DO), , . ., W) (respectivamento Y), ,.., Y) 
todas representaciones irreducibles del grupo G (respectivamente, 47). Entonces, 
las roprosontacionos DO) 6) FG) del grupo G X H son irrcducibles y todas las 
representaciones irreducibles del grupo G x Æ se agotan con las ropresentacio- 
MW OD G YO, in AE JES. 

6. Las formas zy, 2% + y? son i 

del diedro 


es representación dol 


riantes dol gmpo lineal bidimensional 


oda Ds e 


véase el ejercicio 9, $ 5), Mostrar, que cualquier otro invarianto del grupo 
(Dn, 0) tiene la forma del polinomio de zy, 27 + yn, 

7. Comprobar, que el grupo de cuaterniones, examinado en su representa- 
ción irreducible bidimensional, no tiene invariantes cuadráticos y, cúbicos, 
¿Qué se puede decir sobre las formas 242, zt + y? 


Capítulo 9 


PARA LA TEORIA DE LOS CAMPOS, 
ANILLOS Y MODULOS 


La revisión de las estructuras algebraicas estudiadas antes, es 
motivada por las consideraciones siguientes. En primor lugar, parece 
deseable, en cierta medida, completar nuestros conocimientos sobre 
los campos y anillos con afirmaciones medulosas, apoyándose, donde 
sen necesario, en una base teórico-grupal fuerte. Eu segundo lugar, 
los resultados del capítulo 8 sobre representaciones de grupos, de un 
modo natural, se incluyen en la teoría general de módulos sobre los 
anillos, y sería una lástima no mencionar esto, aunque sea lacónica- 
mente. El concepto fundamental de módulo es por sí mismo impor- 
tanto y merece ser estudiado en un aspecto mucho más amplio, pero, 
para esto, se recomienda al lector dirigirse a otras fuentes. 


$ 1. AMPLIACIONES FINITAS DE CAMPOS 


1. Elementos primitivos y grados de las ampliaciones. Si F es 
un campo que contiene al subcampo P, entoncos, F también se llama 
ampliación del campo P (véase $ 4, cap. 4). Al principio, nos limita- 
remos a un caso muy sencillo, cuando Ja ampliación F = P (0) 
so obtiene del campo P con la adjunción (dentro del campo F dado) 
de un único elemento 0 € X. Se dico, que P (0) os una ampliación 
simple del campo P, y 0 es un elemento primitivo de esta ampliación. 
Por su significado, P (9) es el campo de rolaciones del anillo entero 
P [0). El cJomento 0 resulta trascendente sobre P (véase $ 2, cap. 5) 
si. y sólo si, la ampliación P (0) es isomorfa al campo de las fraccio- 
nos racionalos. Si, no obstante, 0 es un elemento algebraico, entonces, 
P (0) œ Pe [X1(f(X)) (véanse. (9), $ 2, cap. 5 y el corolario del 
teorema 5, $ 2, cap. 5). Aquí, f (X) es un polinomio irreducible de 
grado n > 0, cuya raíz es 0. Recíprocamente, si f € P (X] es wn 
polinomio irreducible, entonces, se construye en forma canónica 
un campo F (véase $ 3, cap. 6), on el cual f tiene, por lo menos, 
una raíz 0. De la constrneción se ve que F se identifica con el con- 
junto de elementos del tipo 


RA H ana, EP, n deg f. 


Para los elementos del anillo P [0] esto es evidente (dividir 
g (X) por f (X) con resto y sustituir X = 0); y la división on P (0] 
se efectúa así: si g (X) = ao + aX +... + an-ıX”-1, entonces, 
la irreducibilidad de f conlleva la igualdad m.c.d. (f, g) = 14 y la 
existencia de los polinomios u (X), v (X) de grado < n, para los 
cuales fu + gv = 1; de aquí, g(6)v (0) =1 y 1/g (8) = v (0). 
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El número v se puede considerar dimensión del espacio veclorial 
F=(1,0,..., 0-1), 


sobre P, con elementos básicos 1, 0, ..., 0% 

En el caso de una ampliación arbitraria F> P, también es ra- 
zonable considerar F como un espacio vectorial sobre P. Su dimen- 
sión dim př (posiblemente, infinita) la designaremos mediante 
[7 : P] y la lNamaremos grado de ampliación F sobre P. Si F = 
= P (0), entonces [F : P] también se llama potencia del elemento 
primitivo. Claro está, que para el elemento trascendente 0 € P, la 
familia 4, 0,0%, ... es linealmente independiente sobre P y 
[P (0), Pi — œ. Por otra parte, de lo dicho más arriba so deriva la 
afirmación siguiente. 

TEBORBMA 1. Sea F alguna ampliación del campo P. El elemento 
O E F es algebraico sobre P si, y sólo si,|P (0) : PI < œ. Además, 
la algebraicidad de Q implica la igualdad P (0) = P (0). Y 

Llamemos a KD FD P torre de dos pisos de ampliaciones. Ella 
permite hablar sobre tres espacios vectoriales: K/P (K sobre P), 
KIr (K sobre ¥) y F/P (F sobre P). Sus dimensiones están enlazadas 
por una relación análoga a la relación de los índices de los subgrupos. 

TEOREMA 2 En la torre de ampliaciones K > F > P el grado 
[K : Ples finito si, y sólo si, son finitos los grados [K : F] y [F : Pl. 
Si son finitos, es cierta la relación 


IK : P} = [K : FJ [F : P). 
DEMOSTRACION. Suponiendo primero que [K : FI y IX: P] son 
finitos, clijamos una P-base fı, . - «+ fm èn F/P y una P-base ey... 
<. en en K/F. Entonces, cualquier clemento z € K so escribe on 
la forma z= Y) ajej, cona¿EF. A su vez, a,= p,yfi con pij EP. 
En consecuencia, z= d Puhts y observamos que mn elementos 


fie; engendran linealmente K sobre P. Supongamos que existe la 
dependencia lineal 2, pyfie;=0 para algunos p;;€P. Entonces, 
i 


02X) pahe = DR puf) e= Ñ pise 0 py=0 


para todos i =-1, ..., m; j =1, ..., N, por Cuanto €j, +. -, En SON 
linealmente independientes sobre F, y fı, . - .» fm lo son sobre P. 
Por lo tanto, los mn elementos fe, forman la base del espacio vecto- 
rial K/P y [K : P] = nm = {K : FJ [F : PJ 

Recíprocamente, la desigualdad [K : P) < oo implica el carácter 
finito de [F : PI, por cuanto F/P es un subespacio del espacio K/P. 
Si {@, -.., ar) es P-base para K, entonces, el elemento arbitrario 
zx € K será la combinación lineal €,, .. ., 0, con coeficientes en P 
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y, con más razón, con coeficientes en F. Sobre F, el número de ele- 
mentos linealmente independientes entre 4,, ..., úp, sólo puede 
mermar. De esta manera, [K : F] < o. I 

coroLarro. Sean F una ampliación del campo P. y A un conjunto 
de todos los elementos de F que son algebraicos sobre P. Entonces, A es 
un subcampo en F, contenedor de P. 

DEMOSTRACION. Cada elemento ¿€ Pes raíz del polinomio linea? 
X — t EP [X], así que PC A. Sean, mego, u, v € A. Entonces, 
según ol teorema 1, tenemos [P (u), PJ < œ. El elemento v, alge- 
braico sobre P, también lo será sobre P (u), o sea, [P (u, v) : P (uy) = 
= [P (u) (v) : P (u)] < œ. De acuerdo con el teorema 2 
[P (u, v): P) = [P (u, v) : P (u)1 [P (u) : P] < œ. 

Como u — v, uv € P (u, v), entonces, nuevamente por el teore- 
ma 4, tenemos u — v, uv € A, o sea, A es un subanillo on F. Eles 
un campo, por cuanto Ô= u € A = [P (u-) : P] = [P (u) : P] < 
< o. 

La ampliación FP D P se llama algebraica sobre P, si todos los 
elementos de F son algebraicos sobre P. Cada elemento œ de la 
ampliación algebraica es raíz de cierto polinomio unitario (o sea, 
con coeficiente mayor 1) distinto de cero f€ P [X], dependiente 
de a. Si f (a) =0 y g(a) 0 para cualquier 0 + g € P [X] con 
deg g < deg f, entonces, f == fa se llama polinomio mínimo del ele- 
mento a. El polinomio mínimo es irreducible sobre P, está definido 
unívocamente y su grado coincide con la potencia del elemento a 
(frecuentemente, el polinomio obtenido del mívimo multiplicado 
por una constante, también se llama mínimo). Todas las raices distin- 
tas del polinomio fa se consideran conjugadas con a. Más abajo, el 
teorema 3, explica esta terminología. Si char P = 0, entonces, el 
número de raíces diferentes coincido con deg fa (véase $ 1, cap. 6). 
Pero, en el caso general, esto no es así (véanse los ejercicios 4 y 5). 

De acuerdo con los resultados obtenidos, Ja ampliación F> P 
de grado finito [F : P] resulta algebraica finita, o sea, ella se obtiene 
de $ con la adjunción de un número finito de elementos algebraicos 
Ur, -s Sm. Recíprocamente, toda ampliación algebraica finita 

Plz ea to) tiene grado finito. En efecto. fn (a,) =0, 1 < 
<k<m, fa €P [X]. El elemento ar, algebraico sobro P, será, 
naturalmente, también algebraico sobre P (%;, ..., %-1). En con- 
secuencia, —[P(%, ..., %): P (0, ---, ana) < © y, en cor 
rrespondencia con el teorema 2, 


(P:P]=[P(0,) ..., %m):Pl= 


> 
=[[ 1P (0%... 0): Pla... 100. E 


En muchos casos (en particular, cuando char P = 0) la amplia- 
ción algebraica finita resulta simple. En los casos considerados por 
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nosotros, la existencia del elemento primitivo se establece inmedia- 
tamento. 

EJEMPLO. El campo F=Q (yZ, y 3) como espacio vectorial sobre Qes 
totradimensional: £=(1, VŽ, V3, VĒ) Q, o sea, cada elemento «€F se 
escribe en forma de la combinación lineal a=a+b V 24c Y 34d V8 con 
coordenadas racionales a, b, e, d. Por otre parta, F=(1, O, 0%, 02) Q, donde 
0=V3+ VZ Ploctivamento, YZ=—L 042 0, y3=L 0-00, 
vi=—+4.Lo:. El elemento primitivo 0 tiene el polinomio mínimo 


To (X)=X*—10X241 con las raíces 
00=0=Y 3, 09 y Z— y3, 09= 
Prestemos atoución al hecho de que F os el 
nomio fọ (X), y> además 
F = Q (0, 0 
En la teoría general de Galoi 
diagrama de los su beaimpos del 


—V 3+ V3, 00 vivi. 
mpo de descomposición del poli- 


06, K) = Q (0), ¿=1,2,3, 4. 
te campo hubiese sido llamado normal. El 
po F se parece al diagrama de los subgrupos 


d 


QUE) 


ANZ) (v3) 


Q 


Va y esto no es casual. Si examinamos el automorfismo 
> F (véase el p. 5, $4, ity é); entonces, do las relaciones 
D (r) D (0, D (zy) = D (2) V (y), Yz, y € F, se deduce que O 
totalmente por su operación en el clemento primitivo 0. Luego, 
O (a) > a, Yu Edy, por es 
(0) — 10 db (0) + 1 = do (01 — 101 
En consecuencia, 4 (0) es una de Jus raíces 0(%, 
conclusión, grupo de todos los automorfi 
grupo de Galois G (FQ), o G (f), tione el orden 4 = |F : Q]. Con exactitud 
hasta ol isomorfismo, hay sólo dos grupos de orden 4 żel ciclico Zt y Za X Za ex 
e Vy Los cálculos inmediatos muestran que Aut (F/Q) = Va. 
il convencerse de esto, examinando la ropresentación Aut (F/Q) 
jonos en el conjunto (1, 2. 3, 4), con cuyos elementos 
(0d) 06, entonces, OOOO) == 
—0 (01) = 0) = 
jen los automorfismos 


del grupo cuatorn 
arbitrario D: P 


1)= 0 (0) = 0. 
1, 2, 3, 4, y llegamos a la 
s Aut (F/Q) también llamado 


pór las permut: 
te numeran las ra 
= 1 0 d (00) =—1=> 0 (06) 
== gw), o sea, Y Y (12) (34)=0. Anólogam 
(3) 20) =r y (14) (3) = oT. 

Falta agregar a lo dicho, que cl subgrupo cíclico (o) deja, de a un ele- 
mento, inmóvil el subcampo intermedio Q (V 2) y (0) es el grupo G 00 
de todos los automorfismos (grupo de Galois) del campo F respecto al subcampo 
Q (VB. De un modo similar, como campos de invariantes para (t) y (ot) 


sirven, respectivamente Q (V 3) y Q (VT, on tanto, los grupos de Galois 


51 AMPLIACIONES FINITAS DE CAMPOS 373 


SI (V3), G (F/Q (18) serán, a su vez, (1) y (07). En un ejemplo parti- 
cular. hemos comprobado la veracidad de la correspondencia biyoctiva de 
Galois entro los subcampos del campo normal F y los subcampos de sus grupos 
de automorfismos. 


2. Isomorfismo de los campos de descomposición. En el $ 3, cap. 
6, donde se definió y ES el campo de descomposición # sobre 
P del polinomio unitario f (X) = X” + aX” PaE 
E PIXI oe obari d doe pi i fariaslación Muy olamentos de mhie 
trariedad. Rej itiendo ahora esla construcción, podríamos solamente 
decir, que (Y: P] <n! (trato de comprender por qué). Pero, de 
hecho, todos los campos de descomposición sobre P del polinomio f 
dado, son isomorfos. A fin de precisar esta declaración, examinemos 
una situación un poco más general. 

De acuerdo con el teorema 3, $ 2, cap. 5, qualquier aplicación 


isomorfa p del campo P eu el campo Ë se continúa de un modo 
único hasta el isomorfismo P [X] en PIXI, así que 
1) XH aX" a + F (X) = a = 
= X" + q (a) O + rl). 
teorema 3. Sea q: P P un isomorfismo de campos; f € P 1X} 
un polinomio unitario de grado n >Ù; F = f su imagen para el 
isomorfismo qx3 L, Ë los campos de descomposición de los polinomios, 
f F, sobre P y P, respectivamente. Entonces, q se contináa hasta el 


isomorfismo WD : Š > F por k < {F : P] procedimientos, además, k == 
= [F : P], si todas las raíces del polinomio f (X) son diferentes. 
DEMOSTRACION. ETAPA 1. Primeramente consideremos el caso de 


ampliaciones arbitrarias X > P, K >P. Sea OEK un elemento 
algebraico con polinomios mínimo g = ge € P [X]. Se afirma que 


el isomorfismo q: P —> P se continúa hasta el monomorfismo p: 
P (0) > É exactamente cuando g tiene raíz en Ř, aden: 
ro de continuaciones coincide con el número de diferentes raices g 


en R. 
Efectivamente, de la existencia de p se deduce que el elemento 


p (0) debe ser raíz E: g (0) = 0 => g (p (0)) = p (g (0) = 0. Reci- 
procamente, si g (o) = Ô, entonces, Kerip > g (X) P [X]. donde 


y: P [X] —> K es un homomorfismo, determinado por la correspon- 
dencia u (X) — ú (w). Como en el caso de los grupos, 1 induce el 
homomorfismo $: P [XVg (X)PIX]=X (u (X) + g (X) P [X] +» 
=> R (0): si esto no es del todo claro, entonces, hay que dirigirse a 


el núme- 
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los resultados del siguiente $ 2). Notemos, que en virtud de la irre- 
ducibilídad de g (X), el anillo cociente P [XlV/g (X ) PX] es un 
tampo, así que Y resulta un monomorfismo. Exactamento del mismo 
modo se determina el isomorfismo de los campos ©: P [XVg(X) x 
X P [X] — P (0) (u (X) + g (X) P [X] — u (0)). La composición 
p = Po 0 es monomorfismo de la aplicación P (0) un X (p (u (0)) = 
= ù (0). Como P (8) es engendrado sobre P por el elemento 0, 
entonces, p es la única continuación de q, que traslada 0 a w. Esto 
significa precisamente que el número do isomorfismos distintos p 


con limitación p |p = @ es igual al número de raíces diferentes 
E) en R. 
grapa 11. El campo de descomposición se construyó mediante la 


adjunción suc: 


a do las raíces de polinomios irreducibles, Utili- 
temos a continuación la inducción sobre la dimensión de [F : PJ. 

Para [F : P| = 4, el polinomio f se descompone en factores linea- 
les ya en PIXI:f(X) =(X—c) ... {X — cn). En tal caso, 
TX) = (Px) (X) = (X — cı) . . . (X — Cn). Las raíces C +... Cn 


del polinomio festán contenidas en P, y, por cuanto F es engendra- 


do por ellas sobre P, entonces, F = P, así que ® = py es la única 
continuación 

Para [F : P]>4 descompongamos f(X) sobro P en factores 
irreducibles unitarios, entre los cuales debe hacer por lo menos un 
polinomio de grado m > 4. Designémoslo por g(X). Puesto que 


1) = g (X) h (© F (X) = (xh X) = E (2) È R), 


entonces, sobre los campos de descomposición P y Ê tienen lugar 
las descomposiciones de los polinomios 


g (X) == (X — 83) -.. (X — Om), 
FX) =(X — 0) ... (X — Om) m<n. 
En virtud de su irreducibilidad, ES es el polinomio mínimo del 


tlemento 0, sobre P y [P (0): PI = m. 
Si entro Oj, . . . Om se tienen 1 distintos, entonces, de acuerdo 
son la etapa 1, existirán Z aplicaciones monomorÍas py, +. ., py de 


la ampliación £ = P (9) en F con p, lp = p. La estructura del 
campo do descomposición es tal, que # puedo ser considerado campo 
de descomposición sobre L del polinomio f € Z [X], y F se puede 
interpretar como campo de descomposición sobre p; (L) del polino- 
mio F(X), para cualquier i = 4, 2, .... L Según el teorema 2, 
tenemos la desigu [F : Pj/m < ÍF : Pl, así que, 
por presupuesto de la inducción, cada uno de los p, se puede conti- 
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: FF, además, el número de 
no supera 17 : Ll, siendo igual a 


nuar hasta el isomorfismo 4 
tales continuaciones (de índice: 


este límite superior, si todas las raíces en F del polinomio f son dife- 
rentes. Como D ¿| ¿=p 1j SIF: Ll, y pilp = g enton- 
ces, D,, ; es la continuación de p, además, pi 4 ps > Di, ¿2 Qs, p 
cuando ¿ se s. Por consiguiente, ou total se obtienen k < m {F : LÌ = 
= [F : Pj continuaciones del isomorfismo q. Esta desigualdad pasa 


a ser igualdad, si todas las raíces de Í son distintas. 


Rapa tin Sea, finalmente, ® : F — Ê una continuación arbi- 
traria de q. Al aigual que en la ctapa II, la limitación ® |z, al ser 


aplicación monomoría de L en £, coincide con uno do los pi, y, en 
tal caso, © coincide con uno de los D,, y. Y 


coronario 4. Cualesquiera dos campos de descomposición E, F sobre 
P del polinomio f€ P [X] son isomorfos. 


En efecto, es suficiente hacer Ë = P en el teorema 3 y tomar en 
calidad de q la aplicación unitaria de P en sí mismo. 

COROLARIO 2. El grupo de automorfismos Aut (P/P) de cualquier 
campo de descomposición F sobre P del polinomio f € P [X] es finito 
y de orden < [F : P]. Si todas las raíces del polinomio f (X ) son dije- 
rentes, entonces, | Aut (F/P) | = (F : P}. 

La demostración se deduce inmediatamente del teorema 3. 

OBSERVACION. Aunque el campo de descomposición F sobre Q. 
(o sobre cualquier otro campo numérico) del polinomio f € Q [X] se 
puede considerar incluido en el campo € de los números complejos, 
y por lo tanto, determinado unívocamente, el corolario 2 muestra, 
que en este caso, tendría sentido analizar la poco agradable demostra- 
ción del teorema 3. 

3. Campos finitos. Además de Z, = Z/pZ, nos hemos encon- 
trado con otros ejemplos de campos finitos (véase el $ 4, cap. 4). 
Ha llegado el momento de incluirlos en la teoría general, 

La primera observación evidente, se refiere a la ampliación arbi- 
traria finita K > F del campo finito F: si] F | = q y [K : F) = n, 
entonces, | K | = q”. Efectivamente, después de elegir la base del 
espacio vectorial K/F, el último se identifica con el espacio F” de 
las filas (0%, - . -, %) de longitud n. Todas las coordenadas œi, 
independientemente unas de otras, toman g valores de X. Por lo 
tanto, | K| =| "| =g 

La segunda observación, vinculada con la primera, consiste en 
que, cualquier campo finito F tiene una característica finita p (p es 
un número primo) y |F | es la potencia de p. En efecto, cl subcampo 
simple PŒ F, en virtud de la finitud de F, debe ser isomorfo a 
cierto campo Zp =Z/pZ. De acuerdo con la primera observación, 
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la ampliación finita F> Peon |P|= p, tiene una potencia 
m 


TEOREMA 1. Para cada campo finito F y para cada número entero 
positivo n, existe una, y, con exactitud hasta el isomorfismo, sólo una 
ampliación K > F de grado [K : P) = n. 

DEMOSTRACION A) UNICIDAD- Sea KD F, una ampliación de grado 
n. Como sabemos, |F] = g=g = p”, p es primo y |K] = g". En 
consecuencia, el grupo multiplicativo K* = KN (0) tiene el orden 
q" — 4, y el orden de cada uno de sus clementos, según el teorema 
de Lagrange, divide a g” — 1:0%-=4, Yt 0. Esto significa, 
que todos los elementos del campo X (incluyendo t = 0) son raíces 
diferentes del polinomio X3” — X, y tiene lugar la descomposición 


x"—x= |] xo. 
tEK 


Sobre ningún subeampo propio del campo K con un número de ele- 
mentos <q" una descomposición así en factores lineales es posible, 
por eso, K es el campo de descomposición del polinomio X?" — X. 
Recurriendo al corolario 1 del teorema 3, llegamos a la conclusión 
requerida. 

D) existencia. Los razonamientos de la parto a), dictan el ca- 
mino posible (de construcción de K. Tomemos como K el campo de 
descomposición sobre Pa Z, del polinomio / (X) = X” — X. 
Como g = p”, entonces, q-1 =0 en K. Por esta razón, f (X) = 
== g*-14.X1"-1 — 1 = —1 y, por el criterio conocido (teorema 4, 
$ 1, cap. 6), 7 (X) no tiene raíces múltiples. Esto quiere decir, que el 
subconjunto K,C K de las raíces del polinomio f (X) tiene una 
potencia | Ky | == q". 

Como K¿E K y char K = p, entonces, conforme al ejercicio 8, 
$ 4, cap. 4, (a+ y)?" = zP" + y", para cualesquiera z, y€ 
EK; (PK) y s=0, 4, 2,... En particular, 


z, y E K a (ryt = t y Sis yo yE Xp 


Además, 
1E Ky (ayy = ay? — zy >2y € Kj 


DÆ z € K, => (27) ° = 1 > r E Kp 


De oste modot K es un subcampo en X, contenedor de F y de todas 
las raíces del polinomio f (X). En correspondencia con la definición 
de campo de descomposición deberá cumplirse la igualdad K; = 

EJ grado de IK ; Fl es igual a n, por cuanto ¿E = | K 


=1£ 1-2. y 
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COROLARIO. Para cada número primo p y para cada número entero 
positivo n, existe un, y, con exactitud hasta el isomorfismo, sólo un 
campo con un número de elementos p”. 

La demostración consiste en aplicar el teorema 4 al caso particu- 
lar de |F | =p. 

Como ya fue señalado en el $ 4, cap. 4, el campo finito con g = 
= p” elementos, es habitual designarlo con cl símbolo F; o, en ho- 
nor de E. Galois, con el símbolo GF (p"). Establezcamos una serie 
de propiedades de los campos finitos. 

TEOREMA 5. Son correctas las afirmaciones siguientes. 

(i) El grupo multiplicativo Fg del campo finito Fq, es un grupo 
cíclico de orden q — 1. 

(ii) El grupo de automorfismos Aut (Fy) del campo finito Fq con 
un número de elementos q = p”, es cíclico de orden n, además, 

Aut (Fa) = (O |O (t) = i, Vt EF) 

(iii) Si F, es un subcampo del campo F,n, entonces, d |n. Recípro- 
camente, a cada divisor d del número n, le corresponde exactamente un 
subcampo {t € Fn | D% (t) = t} = Fpa. Los automorfismos que dejan 
este subcampo inmóvil de a un elemento, generan el grupo Aut 
(F/F a) = (O4). De este modo, se tiene una correspondencia biyectiva 
entre los subcampos del campo finito F; y los subgrupos de su grupo 
de automorfismos (correspondencia de Galots). 

(iv) Si q = p” y F} = (0), entonces, O es elemento primitivo del 
campo con polinomio mínimo h (X) de grado n. F4 es el campo de des- 
composición sobre F, del polinomio h (X). 

(v) Para cualquier número natural m, existe por lo menos un poli- 
nomio irreducible de grado m, sobre Fg. 

DEMOSTRACION. (i) Demostremos una afirmación más general. 
Sean, F un campo arbitrario y 4 un subgrupo finito del grupo mul- 
tiplicativo F*. Al grupo abeliano finito A le son aplicables los re- 
sultados del $ 5, cap. 7. En particular, sabemos que el carácter cíclico 
de A es equivalente a la coincidencia del orden | A | con el índice 
m del grupo A, el menor número natural para el cual a” = 1, 
Va€A. Param <|A |, el polinomio X” — 4 tendría en F más 
de m raíces, lo que es imposible. En consecuencia, el grupo A es 
cíclico. 

(ii) Consideraremos a f'g como si fuera una ampliación finita 
F¿> F, de grado n de ubcampo simple F, = Zp. Como Fq es 
el campo de descomposición del polinomio X° — X, que tiene todas 
Jas raíces diferentes, entonces, de acuerdo con ol corolario 2 del 
teorema 3, | Aut (F,) | = n. De las relaciones (z + y)? = 2? + y”, 
(zy)? = aPy?, 1? = 1, señaladas en el transcurso de la demostración 
del teorema 4, se observa, que la aplicación ®: t — 1” cs automor- 
Sismo del campo Fg (la finitud de F, es esencial). Si d:t > t?" es 
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el automorfismo unidad, entonces, t»? — t = 0 para todo t €fF,, 
de donde se deduce la desigualdad s> n. Pero, cuando s = n, real 
mente obtenemos cl automorfismo unidad, así que | (D)|=n y 
(D) = Aut (F4). 

(iii) De acuerdo con la primera observación sobre los campos 
finitos (véase ol principio del punto), p” = (p*)", donde r es el grado 
de la ampliación F n> Fa. Por eso, n = dr. Recíprocamente, 
para cualquier d |z introduzcamos el subconjunto F = {t€ 
E Fa 119 = t}. Comon = dr =p" — 1 = (p°¥ — 1 = (p"—1)s, 
entonces 


4 XD (RR), 


PAX XX. 

Como Fyn es el campo de descomposición del polinomio X?” — X, 
entonces, exactamente p* elementos de F, 'pn serán raíces del polino- 
mio X»* — X. Precisamente, de ellas se compone el subconjunto F, 
que ahora se puede identificar con Fa. Con este razonamiento dual 
al teorema 4, también se establece la unicidad del subcampo con 
p’ elementos. 

Observemos, que, por construcción, 

Fpa = (EE Fpa | O (t) = t} 

es el conjunto de todos los elementos que quedan en su lugar, con la 
operación (D2), Como el grupo Aut (E,n/6 y) = (D) es cíclico, in- 
mediatamonte se ve, que cualquier automorfismo D', no pertenecion- 
te a (9%), opera en F,a de varios modos (es suficiente aplicar ©? al 
generador del grupo Fea). Esto significa, que el grupo de automor- 
fismos relativos Aut (| E pa) coincide con (D4), En la afirmación 
(iii), la frase final tiene el mismo sentido que en el giorgio del puntod E 

(iv) Es completamente evidente, que Fy = F, (0), q = pS 
h(X) =X” + aX" 4... + an el polinomio mínimo del slo 
mento primitivo 6. Como los elementos del subcampo simple F, son 
inmóviles para todos los automorfismos, y a; € Fp, entonces, por 
lo tanto, 0, 0”, 0”, . . ., 87"=2, son las raíces de h (X). Todas ellas 
están contenidas en nuestro campo yF,(0,..., 0%) =F, (0) = 
= F» os el campo de descomposición del polinomio h (X) sobre F p. 

©), Apoyándonos en el teorema 4, construyamos la ampliación 
K> fņ de grado m. Según (i), K* es un grupo cíclico. Si K* = 
= 0 yh (5). el polinomio mínimo del elemento primitivo 0, 
entonces, K = E, (9) y deg h (X) = [F (0): Fa 1=[X : Fal = m. 
El polinomio minimo, por definición, ° os irreducible (sobre F), 
por eso, tenemos todo lo necesario. A 
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Luego de sencillas preparaciones teórico-numéricas, obtendremos 
una fórmula exacta para el número de polinomios irreducibles de 
grado m, sobre Fg. 

4. Fórmula de revolución de Múbius y sus usos. La función 
teórico-numérica y, definida por las reglas 


i si n=1, 
vefem, si n=p; ==. Pew Pi Son primos diferentes, 

0, si n se divide por un cuadrado >, 
se llama función de Möbius. Es claro, que p os una función multipli- 
cativa, en el sentido, que u no es idénticamente igual a cero, y que 
p (nm) = p (n) p (m) para cualesquiera n y m primos entro sí- 
También es claro, que si n = pi"... pr”, entonces, J) p (d) = 

fn 

= Y y (d), donde no = p; +... p, es el divisor máximo de n, 
libre de cuadrados. A su vez, el número de divisores d = pu +++ 
. «+ Pi dol número ny con s fijo, es igual a ( 7). De oste modo 
para n >1, tenemos 


Zea= Y ra= (7) ayo 
din din 0 


(la suma en la parte izquierda se efectúa por todos los divisores 
d> 1 del número entero n). Definitivamente, obtenemos la fórmula 


1, nel, 
Dealg ansi, 0 
din 
Es también útil su modificación 
1, si d=m; 
Ps ; 
D, (F )=i o at dm, ¿<m B 


dinim 


(se suma con respecto a n, divisor de m y divisible por d). Haciendo 
m = dt, n = dl y obligando a 1 recorrer los divisores del número t, 
Tácilmento pasamos de (2) a (1) y vicevorsa. 

La fórmula (1) (o la (2)) se podía haber tomado como definición 
de la función de Móbius por inducción. Para nosotros, su valor con- 
siste en la siguiente afirmación. Sean f y g dos funciones arbitrarias 
de N en M (M =Z, R, F [X], etc.), vinculadas por la relación 


(9= 20. (3) 
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Entonces, 


¿=D (4)10. (4) 
din 
En efecto, teniendo en cuenta (2), la suma inmediata con respecto 
a n, divisor de m, de ambos miembros de (3) multiplicados por 


p(2), A 
21m 2 ($) E o= 


= «a: D, (E) =e(m). 


dim dinim 


Un soncillo cambio de designaciones Heva a Ja fórmula (4), lla- 
mada fórmula de revolución de Möbius. Análogamente se realiza el 
paso de (4) a (3). 

También se tiene un análogo multiplicativo de la fórmula de 
revolución de Möbius. Si 


19= ga 
entonces, 


rws race, © 


Para la demostración es necesario realizar los mismos cálculos 
formales: 


OR ar 


z ES] 
RA at e, 


y luego modificar levemente las designaciones. 

Pongamos tres ejemplos de uso de la fórmula de revolución de 
Möbius. 

BsEMuro 1 (la función q de Euler). Por definición, y (n) es el nú- 
mero de magnitudes primas entre sí con números de la serie 0, 1, 
+... n — 4, 0, lo que es equivalente, q (n) = | U (Za) | es el orden 
del grupo de los elementos invertibles del anillo Z, =Z/nZ. Del 
ejercicio 5, $ 1, cap. 8 conocemos la relación 


n= 20d. (6) 
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Inmediatamente, según la fórmula (4), obtenemos 


m=) (7)2= 3 (M2 =2 Y 


din din din 
i n=p™ m, 
Si n= pm... Prr, entonces 


a _ AN aa 
P a Epy á 


din n 


De este modo, 
om (1) (1 


es la fórmula que ya mostramos en el ejercicio 3, $ 8, cap. 1, y de 
la cual se deduce inmediatamente la multiplicatividad de la fun- 
ción q» 
AEN (polinomios circulares). El campo de descomposición 
T, sobre Q del polinomio X” — 1, se llama circular o ciclotómico. 
Como todas las raíces de potencia n de 1 forman un grupo cíclico de 
orden n, entonces, el campo circular tiene la forma Ta == Q (%), 
donde £ es una do las raíces primitivas (£ € C). Desearíamos hallar 
el grado de [Tp : Q] y el polinomio mínimo del elemento £ sobre Q. 
Designemos con el símbolo P, el conjunto de poe | Pa i= 
= q (n) de raíces primitivas de potencia n de 1. Los subgrupos del 
grupo cíclico de orden n se encuentran en relación biyectiva con los 
divisores d del número n (teorema 6, $ 3, cap. 4), y cada raíz £' so 
encuentra en algún conjunto P4. Por eso, tiene lugar la participación 
en las clases disjuntas: 
(LE. Mie Y Pa (7) 


da 
(pasando a'potoneias do conjuntos, legaríamos de nuevo a la rela- 
ción (6)). El polinomio 


0, (V= J| (X—e) 
BEPA 


de grado q (n), se llama polinomio circular que corresponde a Tn. 
Do acuerdo con la partición (7), llegamos a la descomposición 


nzi 
x—i= l a-is as 040. 8 
2 in esa in 


Empleando en (8) la fórmula multiplicativa de revolución de Möbius 
(5), obtenemos una expresión explícita para O, 


Da) | ay e, o) 
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Para valores pequeños de n, tenemos 
D, ()=X—1,0,(X)=X+1,0,()=X +X+ 
D, (X) = X? + 1, De (X) = X? — X +4, Os (X) = X 41 
D, (X) = Xt + X'+ 1, Do (X)= Xt- X+ XLX +1, 
On (X) = X — Xt +1. 


4, 


, 


Observemos, que 
On (X) EZ [X] y O, (0) = 1. (10) 
Para llegar a (10) se puede, obviando (9), operar por inducción. 


Para n pequeños esto está comprobado, y más adelante razonamos 
del modo siguiente. Considerando que 


o= ll, nen 


es un polinomio unitario con coeficientes numéricos enteros, y utili- 

zando el algoritmo de división con resto (teorema 5, $ 2, cap. 5) 

obtonemos los polinomios unívocamente determinados q, r € Z LX] 

tales, que X" — 3 = g (X) g (X) + r (X), deg r(X) < deg g (X). 

Pero, X” — 1 = On (X) g (X) on QIX], y vemos, quo D, (X) = 

prorez IX], además, la unitariedad de g (X) implica la do 
In (X). 


Es correcto ol teorema acerca de que M, (X) es un polinomio irre- 
ducible sobre Q y, por lo tanto, Ta = Q (%) es una ampliación de grado 
g (n) con polinomio mínimo On (X) para £. No demostraremos esto, 
sólo recordaremos, que al final del $ 3, cap. 5 fue establecida la irre- 
ducibilidad ®, (X) = (XP — 1)(X — 1) = X? + XP Lo 
+... + 1, donde p es un número primo arbitrario. 

Cabe señalar, que los campos circulares, que desempeñaron un 
papel importanto en la historia del desarrollo de la teoría de los 
números algebraicos, aún hoy llaman la atención de los investiga- 
dores. 

EJEMPLO 3 (polinomios irreducibles sobre Fy). Sea Ya (q) el número 
total de polinomios unitarios irreducibles de grado d sobre Fa, q = 
= p", y sea f (X) uno de estos polinomios. Su campo de descomposi- 
ción sobre F, es isomorfo al anillo cociente y [X]/f (X) F; IX), y 
al campo de descomposición del polinomio X4 — X (corolario 
del teorema 4). La existencia de la raíz común 0 en los polinomios 
Xo — X y f (X) conlleva, en virtud de la irreducibilidad de f (X), 
la divisibilidad de X1% — X por f (X). Como X*% — X es divisor 
del polinomio X*” — X para cualquier m = rd, y como X"" — X 
no tiene raíces múltiples, entonces, llegamos a Ja conclusión, de que 
en la descomposición de X*” — X sobre F entran todos los polino- 
mios unitarios irreducibles 


La (X), fa, (X), <> Jas Yato (X) 
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de cualquier grado djm, además, exactamente una vez cada uno: 
e Yao 

xx= A i 10.,(%). (11) 
dim h=1 


El cálculo de los grados de los polinomios que se encuentran en 
ambos miembros de la igualdad (11), nos conduce a la relación 


MOS 


de la que, con el empleo directo de la fórmula de revolución de 
Möbius (4), so obtiene la expresión para Y (9): 


Wio= E DF (12) 


dim 
Sea, por ejemplo, g = 2. Entonces, 


2 =+(2—23=1, Y, (2)=%(2-2)=2, 
2) = (82) =3, Y (2) =$ (29—2)=6, 
Wo (2) = 4 (2 24-2)=9 


(comparar con el ejercicio 10, $ 1, cap. 6). La fórmula (12) muestra 
que, con probabilidad cercana a 1/m, el polinomio unitario de grado 
m sobre Fq, elegido arbitrariamente, resulta irreducible. Sin embar- 
go, no hay criterios satisfactorios de irreducibilidad de un polinomio 
concretamente tomado. ¿Qué se puede decir, por ejemplo, sobre 
la irreducibilidad del trinomio X” + X* + 1 sobre F,? Cuestiones 
de tal género constantemente surgen en la teoría algebraica de codi- 
ficación (problema 3, $ 2, cap. 1) y al construir sucesiones seudoalea- 
torias. 

EJEMPLO 4 (construcciones con regla y compás). Sea P= CS 
(véase el ejemplo 2, $ 1, cap. 5) un campo numérico constructivo, que 
es una ampliación finita del campo Q. Supongamos inicialmente 
que P es sólo real, es decir, todos sus elementos son números reales. 
En particular, el elemento primitivo 6 € P es un número real (véase 
el ejercicio 13), que puede ser construido (como longitud de un seg- 
mento) en un número finito de pasos con ayuda de la regla y el com- 
pás. Esto significa que 8 es elemento del campo 


Q (O, Ons --., 0,), además, [Q (Oy, - --, On) : (01 -.- 
pi a2 


Esto último es comprensible, por cuanto 0, es solución de las ecua- 
ciones con coeficientes en Q (8, .... 8,1) para dos rectas, para 
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una recta y una circunferencia, o para dos circunferencias. Los resul- 
tados del punto 1 sobre las potencias de las ampliaciones algebraicas, 
muestran que 1Q(0,, ..., 8) Q1=2”, donde m=<r. Como 
4, (8) Q (0, -.-, 0), entonces, por el teorema 2 tenemos 
IÑ (0) Q] = potencia de dos. 

Regresando al P arbitrario (no necesariamente real), también 
lo escribimos en forma de P = Q (0). Ahora el elemento primitivo 
0 = a + ib es un número complejo con componentes constructivos 
reales a, b. Si f (X) es el polinomio mínimo (con coeficientes racio- 
nales) para 6, entonces, f (0) =0 y / (0) = 0, donde d = a — ib. 
Está claro que Q (0, 0) es una ampliación algebraica finita del campo 
Q. Sus elementos a (0 +0)/2 e ib = (0 — 0)/2 son algebraicos 
sobre Q; también es algebraico el elemento b = ib/2 (véase el coro- 
lario del teorema 2), por cuanto iè + 1 = 0. 

De este modo, Ô (a, b) es una ampliación algebraica finita real 
del campo () con elementos constructivos a, b. De acuerdo con lo 
precedente [Q (a, b) : QI = 2”. La irreducibilidad de z? + 1 sobre 
Q (a, b)S R, significa que [Q (a, b) (i) : Q (a, b)] = 2 y IQ (a, b) 
(i) : Q) = 27+*, Como P = ome Q (a, b, i), entonces [Q (0) Q]: 
divide a 2™+1, Hemos demostrado la siguiente afirmación importante. 

Si el campo numérico constructivo P es una ampliación algebraica 
final del campo Q, entonces [P : Q) = 2", para un cierto número entero 
no negativo n. 

Este resultado permite responder a algunas cuestiones, planteadas 
incluso por los matemáticos de Ja antigüedad. 

a) ¿Se puede construir (con ayuda de regla y compás) la arista 
de un cubo cuyo volumen es igual a 2 (problema hindú sobre la du- 
plicación del cubo)? Se supone que nos es dado el cubo de volumen uni- 
tario. El polinomio z° — 2, cuya raíz es la magnitud de la arista 
buscada, es irreducible sobre Q, puesto que [Q (12) Q) = 3 s 2%, 
El problema planteado tiene respuesta negativa. 

b) ¿Cualquier ángulo puede ser dividido, con ayuda de la regla 
y el compás, en tres partes iguales (problema sobre la trisección del 
ángulo)? La respuesta es negativa, incluso para el ángulo concreto 
de 60°, por cuanto la constructividad de q = 20° significaría la cons- 
tructividad de cos y y de 2 cos ọ, y esto no es así. En efecto, según 
el teorema de Moivre, 1/2 = cos 60” = cos 34 = 4 cos *p — 3 cos q, 
de modo que 0 = 2 cos y es la raíz del polinomio f (z) = 4% — 
— 3x — 1 EZ [X]. Puesto que +1 no son raíces de f (z), entonces 
el polinomio f (z) es irreducible sobre Q (véase el ejercicio 8, $ 4, 
cap.6) y, en consecuencia, [Q (0) : Q] = 3 42. 

c) Razonamientos análogos muestran que el compás y la regla 
son insuficientes para la construcción de un polígono regular de n 
lados, para cualquier n natural. Por ejemplo, para n = 7 no es di- 
fícil convencerse de que la magnitud que debe ser construida 0 = 
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a es una raíz ivreducible sobre Q del polinomio 27. 


2 cos 
= 2z — 1. 

'] genial Gauss , en el comienzo de su actividad como matemático, 
halló las condiciones necesarias y suficientes para n, con las cuales 
Ja construcción de un polígono regular de z lados es posible. El des- 
cubrió, en particular, que el número primo n debe ser un númoro de 
Fermat: n =2%* + 1. La resolución completa de estas cuestiones 


se halla vinculada a las investigaciones del grupo do Galois del campo 
ciroular (véase el ejemplo 2). 


EJERCICIOS 


1, Mostrar, quo la ampliación F > P de grado simple, no tiene subcampo 
propios (+ P, 

2. Hallar el elemento primitivo de Ja ampliación Q (VP, VD, donde 
p y g son números primos. 

3. Hallar la dimensión sobre Q del campo de descomposición del poli- 
nomio X? — 2. 

4. Mostrar, que sobre ol campo £ de caracteristica p > 0 para el polinomio 
XP — a, se tienen sólo dos posibilidados: ser irreducible, o ser polinomio lineal 
E grado E (Indicación. Esaminar el campo do po al del polinomio 

Xp — a. Sea B E F una de las raices, tal que a = 0P y XP —a = (X — 0)P. 

Si ahora E — a = u (X) v (X), donde u D os un pollaorala unitario sobro P 
do grado positivo m <p. entonces, en virtud de la faotoriabilidad do F [X] 

ee garp ¿amplíe da igualdad u (X) = (X — 0). En particular, 07, 0P € P => 


EEL Z (9). ol campo de fracciones racionales de característica p. Mostrar, 
que Xp — Y es un polinomio irreducible sobro Zp (Y), con todas sus raíces 
coincidentes. (Indicación. De acuerdo con el ejercicio antorior, os suficiente 


convencorso do que la igualdad XP — Y = (x m Sy con g, 2EZp 1Y), 
es imposiblo.) 
DATOS que LES cualquier d | n, d < n, liene lugar la relación 


xni = ( 1) On (X) ha (X). donde hg € F [X]. (Indicación, De acuerdo 
con (8), Xè —1 = fi ee cd Por eso 


[| o 0=x—90, (0 ML. vq. 
sin; sta sin; std; sen 
Quoda por referirse a (10),} 

7. Sea q un número entero positivo >1. Conforme a (10), M, (9) € Z. Mostrar 
que ©, (9) | (Q — 1) = n = 1. (Indicación. Como ®, (X) = |] (X — e), don- 
de e recorro las raíces primitivas, entonces, cuando n >1, todo e + 4, y, por 
oso, la distancia, en el plano complejo, del punto q a cualquior e es mayor que 
la distancia de q a 1. Por lo tanto, 10, ()] = |] 0—9 >4— 1, y 9-1 
do ningún modo es divisible por O, n 0) 

$ Comprobar, que el polinomio cireular Qi (X) = Xo — X7 + X3 — 
XA , examinado sobre el campo Fe es el producto de dos 
polinomios irreducibles X4-- X3 +4 y X4-1X Ed, Aprovechando esta 
circunstancia demostrar Ja irreducibilidad a LA Xo sobre Q, (comparar con 
el ejercicio 14 § 4, cap. 6). 
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D. Partiendo de la cadena do inclusiones naturales 
GE (1) SGF (e) GF (P) c 
alo cam GF (pv), haciendo % € 2, => {a € 
TE de}. Apoyándose en las propiedades 

„ os un campo algebraica 
hdo se obtienen, considerando el campo de los números 


introducir el Ma 


r, que cuando y = 2, Lodos los olementos del campo 
los cuadrados del grapo by” generan en cl el 
2 Ki 


un puto eon evordenadas s, y EF”. 


(ndicación. Pasar a la vo Ao 


ü, cons, y 3 Ed qa SERÁN 


o) teorema de Che el ejercicio 4. $ 1. cap. 6) el número total N 
soluciones so divide por p. que no existen soluciones con 
syz = (e N. considerando dos casos pur separado. Si no 
existe a C 0; entonces, sólo serán soluciones (0, 0, O) 

4, y. por eso, N = 4p — $ = 


(0 n, ny, a, O, do ni, Zo 1 
mm 0 (mód me p = 3. Si aa A para alga 
od p) => 


a € Tpm entonces, N = 


“del campo Ty es generador del grupo multi- 
eral, no.) 


LX) = (X, — an) (X — aa) + (X — anh 0 € K (i S a) 
g X) = (X — Bo (X — Ba) + (X — Ba). By E K Bi = 6) 
La in ¡bilidad de } (X) y de g (X), asi cumo Ja condición char P = U, nos 
garantizan (véase el p. 4, $ f. cap. 6). que los elementos ap, fy difieren de par 


en par. y que tem 
— aE K, w lo 
de estos elementos ( 


0 p ca. 
rende, que P (9) =P (a. P Los poliuomios / (X) y k (X) = 

la raíz común æ. Si ex, es también raíz común 
¿> 1. entonces 0 h (a) = g (Ñ — cri) 
cierta J> 1. Pero esto significa, que bien 


Se eum 
= g (0 — cX) £ P (0) [XI lie 
de los mismos vn X. para 
de dende O — ca; Bs P 
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(æ — æ} = 0, o que bien e = (B; — Bl/(a — ay). An posibilidades se 
descartan en virtud do la elección de e Ypo lo hatos X a es el 
nn divisor de los polinomios f. k € K [X]. Pero, de hecho, /, 4 € P (0) 
por eso (véase el p. 3, $3, 5) med. (o 1 C P e XT. Dor lo 

ACE POI], os decir. € P (0) y - ca E K (0). En este 
P du, ¿PIP LO Y: Por consiguiente, PU JP), 

El ig. 23) ilustra uno de los métodos de Lriseevión de un ánguln: 
Tos segmentos 08 y CB tienen una longitud igual a 1 ¿Cómo construir 
a A si el punto C está dado? 
. Mediante la formulación del campo miu 
mostrar, que el grado de [CS : QI es infinito. 


eo constructiva conerelo P 
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Este parágrafo puede considerarse un pequeño pera útil comple- 
wento de los capítulos 4 y 5. 

4. Nuevos ejemplos de anillos factoriales. En el $ 3, cap. 5. 
fue demostrada la factoriabilidad de los anillos cuclídeos, a los 
ejemplos conocidos de los cuates se refieren los anillos $ y P IX]. 
Más abajo se brinda otro ejemplo más de anillo enclídco, así como 
de anillo factorial no euclideo. 

ruempLo 1 (anillo de los números gaussianos enteros). Se tiene en 
cuenta el anilla numérico 


Z lil = {m + in |m, n EZ), 

contenido en el campo cuadrático Q (<= £, i? +1 = 0, y geomé- 
tricamente identificable con el conjunto de nudos (puntos) de una 
rejilla nnmérica entera en el plano complejo C. Es claro, que 7 [i] es 
un anillo entero. Definemos en Z li)* = 7 [iN (0) la aplicación 6: 
7 [il* > N U (0), suponiendo ô (m + in) = |m + in |è = m? + n? 
(en otras palabras, 6 (a) = N (a) es la norma dol paco a SN (a 
vénso ol punto 5, $ 1, cap. 5). Como se sabe, 3 (ab) = ô (a) $ 

> ô (a) para todo a, ù EZ Lil”, así que la propiedad (E1) de e a 
nición de anillo cuclídeo (véase el punto 3. $ 3, cap. 5) se cumple au- 
tomáticamente. A fin de convencerse de la veracidad de (82), escriba- 
mos Ja fracción ab”* con b s4 0, en la forma ab”! == a + ip, con æ, 
B € Q y tomemos los números en o k, L, más cercanos a a, f tales, 


que a=k+w, B=l+pm, IM<h, Ii. Entonces 
a= blk 4 v)+il + ui = bgr 


donde g = k +- ib €Z li), y r= b (v + ip). Como r= 
también r €Z lil, además 


ë= lrie= beee) <s (F+ 


= b, 


50) < 8 (b). 


Por lo tanto, 7 [il es un anillo euclideo. 
anillo de los ¡eros enteros de Gauss Z Li] es cómodo para la 
demostración, en miniatura, de los métodos de la teoría de los nú- 
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meros algebraicos. Por eso, nos detendremos en las propiedades de 
Z li] un poco más detalladamente. Al principio, hagamos algunas 
observaciones generales. 

1) El anillo íntegro K, cuyos ideales son todos principales, o sea, 
tienen la forma zK, se llama anillo de ideales principales. Todo anillo 
euclideo es un anillo de ideales principales. Para Z y P [X], esto fue 
establecido antes (véase el corolario del teorema 5, $ 2, cap. 5), 
y para lel caso general la demostración es totalmente análoga si J 
es un ideal dol anillo cuclídeo K, entonces, J = aK, en cuanto 
a€J y 6(a)< ô (z) para todo 0% z EJ. 

2) Sean, K un anillo euclideo arbitrario con función 6 (véase el 
punto 3, $ 3, cap. 5) y U (K) el grupo de sus elementos reducibles. 
Entonces, 


u Ẹ U (K)=> 5 (u) = ô (1) <> ô (uz) = 5 (z), Yz € K*. (1) 


Etectivamento, de acuerdo con (E1), 5 (2) = ô (1-2) > 8 (1) para 
todo lr € K*, y, si u € U (K), entonces, ô (1) = ô (u-u”1) > ô (u), 
así que ô (u) = ô (1). Recíprocamente, en correspondencia con la 
observación 1), 5 (uz) = ô (z), Yz € K* => uzK = zK => z = uw 
=> w = 1 = u E U (K). 

El empleo del criterio (1) con respecto al anillo Z [i] significa 
que m + in € U (Z [i =>m* + n? = 1. Por lo tanto, U (Z (il) = 
= (i), es un grupo cíclico de orden 4. 

3) El ideal J del anillo X se llama máximo, si J + K y todo ideal 
T, contenedor de J, coincide con K o J. En el anillo euclídeo K 
la propiedad del elemento p € K de ser primo, es equivalente a la con- 
dición de que el ideal pK sea máximo. 

En efecto, sean, p un elemento primo, y p£K< T< K, donde T 
es un ideal en K. De acuerdo con 1) 7 = aK, y, como p € T, enton- 
ces, p = ab, donde uno de los elementos a, b, es invertible. Si 
a € U (K), entonces, T = aK = K. Si b€ U(K), entonces, T = 
=aK = abK = pK. Recíprocamente, sea el ideal pK máximo y 
p = ab, con a 4 U (K). En este caso aK + K y pKC aK => pK = 
= aK => a = pu = abu => bu = 4 =b € U (K)=p es un ele- 
mento primo. 

Veamos ahora que pasa con el número primo p € Z en el anillo 
Z lil. No se exluye, que p quede como elemento primo en Z [i], pero si 


esto no es así, entonces, sea p= Í] p, su descomposición única (se- 
pan 


gún el teorema 4, $ 3, cap. 5) en r factores primos pa (r >1). Con- 
forme a 2), 8 (px) >1, así que, de p? = ô (p) = TIS (pa) y de la 
factoriabilidad de Z se deducen, necesariamente, las igualdades 
r=2, p = pipa, Ô (pı) = ô (Pa) =p. Si p, =m + in, entonces, 
p=585(p) = m + n? = (m + in) (m — in) > pa = m — in. Y 
bien, si el número primo p € È permite una descomposición no trivial en 
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Z lil, entonces 
p = (m + in) (m — in) = m?’ + m, (2) 

donde m + in, m — in, son elementos primos en Z lil. 

En particular, 2 = (1 + i) (1 — i) no es elemento primo en 
Z lil. Observemos, más adelante, que 2 =0 ó 1 (mod 4) para cual- 
quier ¿ € Z. Por eso, para un número primo impar p, que no es primo 
en Z li], el criterio (2) lleva a Ja conclusión: 

p= m? + n? =0, 1 ó 2 (mod 4) =p =4k + 1. 

Cuando p = 4k + 4, hagamos t = (2k)!. Como, evidentemente, 
t = (4332 (2k)! = (4) (2)... (—2k) = (p — 1) X 
X (p ~ 2) ... (p — 2k) =((p + 1)/2) .. . (p — 2) (p — 1) x 
X (mod p), entonces 

t? = (2k)! ((p + 1)/2) . . . (p — 2) (p — 1) =(p — 1)! (mod p), 
o, teniendo en cuenta el teorema de Wilson (véase el final del $ 1, 
cap. 6), ¿ -+ 1 =0 (mod p). Si ahora p es un elemento primo en 
Z [i], entonces, de la igualdad (t + i) ((—¿=*-+41=Ip,1€Z, 
según el teorema 4, $ 3, cap. 5, se deduco la divisibilidad por p de uno 
de Jos elementos t + i, t . Pero, t + i = p(m + in) = +1 = 
= pn, n ẸZ, lo que es claramente imposible. Hemos demostrado la 
afirmación siguiente. 

El número primo p € Z queda como primo en Z lil, si, y sólo si, 


Cualquier número primo p = 4k + 1 es expresable en la forma 
p=m + n?, donde m, n€7. Y 

De aquí, con relativa facil 
numérico general. 

TEOREMA 1. El número t € Z es expresable en forma de suma de 
cuadrados de dos números m, n EL si, y sólo si, en la descomposición 
canónica de t en sus factores primos, cada divisor primo p = 4k — 4 
figura con exponente par. 

En efecto, como agregado a los hechos que conocemos, es sufi- 
ciente mostrar, que st el m.c.d. (m, n) = 1 y p | (m* + n?), entonces, 
p =úk +1. Esto es suficientemente claro: m.c.d. (m, n) = 1, 
mé +n? =0 (mod p) => mn 0, (mod p) => m?“ =1 (mod p), 
nè = — m? (mod p) => (mon? = m-n? = — m? = — 
—1 (mod p). De este modo, existe un número entero s € Z tal, que stes 

== — 1 (mod p), s* =1 (mod p). Por lo tanto, el grupo multipli- 
cativo Z$ de orden p — 1 se divide por 4 y p = 4k + 1. A 

De acuerdo con la observación 3), que p = 4k — 1 sea primo en 
Z [il es equivalente a que sea máximo el ideal p Z li), lo que, a su 
vez, se expresa mediante la propiedad del anillo cociente Z {il/pZ [il 
de ser un campo de p° elementos (véase, en relación con esto, el ejer- 
cicio 14, $ 4, cap. 4, y los teoremas sobre el isomorfismo para 
los anillos en el punto 2). Esto no es sorprendente, si se toma en 


|, se extrae el teorema teórico- 
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consideración, que cuando p = 4k — 4, el polinomio X? + 1, exa- 
minado sobre Zp, es irreducible. 

viamos (ampliaciones polinómicas de anillos factoriales). Alhora 
se mostrará, que los anillos de los polinomios ¿ [X,. ..., Xal y 
P IXa -. +, Xpl (P es un campo) son factoriales para cualquier n. 
Esta importante afirmación, surge inmediatamente del teorema 
siguiente. 

weorema 2 Si el anillo K es factorial, también lo será el anillo 
de los polinomios K |X}. 

vimosrrauton La demostración se basa en Jas propiedades de los 
anillos de los polinomios, adjuntas al lema de Gauss (véase $ 
eap. 5). Precisamente, nos son necesarias las dos propiedades si- 
guientes. 

a) Los polinomios primitivos Í, g € K |X], asociados en Q (K) IXI 
(Q (K), que es el campo de relaciones del anillo factorial K), son 
asociados en KIXI (un ejercicio fácil). 

b) Æl polinomio f € K |X\ de grado positivo, irreducible sobre K, 
también es irreducible sobre Q (K) (la demostración en e] $ 3, cap. 5 
para K — 7, sirvo para el caso gencral). 

Pasando inmediatamente a la demostración del Leorema, escriba- 
mos el polinomio f € K [XI de grado positivo, en la forma f = 
=- d ($) fo, dondo d (f) es el contenido de f, y fẹ es el polinomio pri 
mitivo. Por inducción con respecto al grado de los polinomios pr 


mitivos, obtenemos la descomposición de fy on el producto f 
fa 0, fa ale los polinomios primitivos Ja, . s fa irrodncibles 
sobre K. Sea fa = gi . gi otra descomposición semejante más, 


Entonces, de acuerdo con b), fi y g) son irreducibles sobre Ọ (K), 
y. por enanto el anillo Q (K) [X] es factorial (corolario del teorema 4, 
$ 3, cap. 5), s — Ł, y, para un ordenamiento debido del polinomio fı 
asociado con g: en Q(K) IX), y, por consiguionte (según a)), en 
K [XI]. En lo que respecto al polinomio f con contenido d (f) irredu- 
cible en K, entonces, tomando también la descomposición de d (f) = 

Pi Pa en factores primos p; € K, logaremos a la descomposi- 
ción de j. La unicidad de tal descomposición (en su concepción 
habitual) se deduce de la recientemente establecida unicidad de la 
descomposi fa y de la factorizabilidad de K, que respondo a la 
unicidad de la descomposición d (f) = py ... Pr- 

Tienen lugar las inclusiones rigurosas 


{ anillas } ys [eins a Gey © ppal ) a 


euclideos les principales factoriales 


La primera inclusión nos es conocida (véase la observación (1)). 
Existen ejemplos (que no ponemos), que indican su rigurosidad. Para 
demostrar la segunda inclusión, examinemos en el anillo de ideales 
principales K, la sucesión creciente de ideales (d)= (d)= +... 
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i) es am ideal en K. 


Por consiguiente, D — (d), dE D. Por defini 
ciorto m, de donde, (dm) = (dm 11) 
paso final de'la cadena creciente de ideales conlleva la ruptura de 
la cadena de divisores no invertiblos dy, de, da, .. con d; | dia Ys 
por lo tanto, la existencia de la doscomposición en K en elementos 
indescomponibles, La unicidad de Ja descomposición eu A es conse- 
cuencia de las cansas (a, b) =ak -+ bK — AK = (d) > 
=d = m.c.d. (a, b) = az + by. Los razonamientos posLoriores 
repiten la demostración del teorema 3 (ii), $ 3. cap. 5. 

Los ideales (2, X) en + IX] y (X, Y) en RIX, Y] nu son princ 
pales (véase el ejemplo en el punto 3, $ 2, cap. 5). Al mismo Liempo, 
de acuerdo con el teorema 2, los anillos Z [X| y RIX, Y] son facto- 
riales, Con esto, la veracidad de la cadena (2) queda establecida, 

Los anillos de ideales principales, son interesantes desde un punto 
do vista puramente algebraico, por cuanto ellos so caracterizan por 
las propiedades de tales objetos naturales, como los núcleos « 
morfismos. Por otra parte, Jos anillos euclídeos son más 
para la investigación, en virtud de que on ellos se encuentra el 
algoritmo de división con resto. 

Estructuras teórico-anulares. Ya disponemos de im arsenal 
considerable de tipos de anillos y de medios que permiten construir 
nuevos anillos, a partir de un eúmnlo dado de ellos. Sirven de ejem- 
plos, las estructuras del anillo de las matrices Mn (K), dol oainpa de 
relaciones Q (K) y del anillo de los polinomios K {X,. ..., Xpl, 
donde K es un anillo conmutativo (entero, cuando Q (X)). Ès útil 
considerar también, aunque sea brevemente, los ¡múlogos teórico- 
anulares de los hechos comunes sobre los homomorfismos, que fue- 
ron establecidos para los grupos en el cap. 7. Las demostraciones, 
por regla, no se diferencian en nada del caso de los grupos, y se 
dejan al lector en calidad d 

Al teorema fundamental sobre los homomorfis 
Mos (teorema 2, $ 4, cap. 4), lo complementaremo: 
sobre el isomorfismo. 

TEOREMA 3, Sean, K un anillo; L un subanillo: J un ideal en K. 
Entonces, L + J=te+ylzx€L, y ES) es un subanillo en K, 
contenedor de J en calidad de ideal, L f| J es un ideal en L. La apli- 
cación 


Se comprueba inmediatamente, que D 


m, d Eda) para 


nos para Jos ani- 
con dos Leoremas 


rtez LAJ, zElL, 
realiza el isomorfismo de los anillos: 
(L+ NI = LiL NT. 


DEMOSTRACION. Las dos primeras afirmaciones son totalmente evi- 
dentes. En lo que respecta a la última, es necesario examinar la limi- 
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tación no = 7 |z del epimorfismo natural x: K — K/L. Su imagen 
Im xy se compone de las clases adjuntas z +J, z EL, o sea, 
Im o = (L + J) J. El núcleo Ker zo del epimorfismo nọ: L— 
> (L4 DIS está integrado por los elementos z € L, para los cuales 
x+ J =J. En consecuencia, Ker no = L f) J- Según el teorema 
fundamental sobre los homomorfismos, la correspondencia 7o: z -+ 
+L NJ -—>mu(1) =x+J establece el isomorfismo LIL NJ = 
æ (L + J)/J. Queda por observar, que y = Tr. B 

Hemos efectuado este razonamiento, copiado de la demostración 
del teorema 2, $ 3, cap. 7, a fin de subrayar el paralelismo total con 


la teoría de grupos. 
TEOREMA 4. Sean, K un anillo; J, D subanillos del mismo, además, 


J es un ideal en K y JS L. Entonces, L = LIJ es un subanillo en 
KIJ y a*: LL es una aplicación biyectiva del conjunto Q (K, J) 
de los subanillos en K, contenedores de J, en el conjunto Q (K) de 
todos los subanillos del anillo Ẹ. Si L € Q (K, J), entonces, L es un 
ideal en K si, y sólo si, L es un ideal en K, además 


KIL œ KÍL = (KIILI). 


DEMOSTRACION. Este es un ejercicio sencillo (véase la demostración 
del teorema 3, $ 3, cap. 7). 

coroLanio. Sea K un anillo conmutativo con unidad 1. El ideal J 
es máximo en K si, y sólo si, el anillo cociente K/J es un campo. 

En el conjunto de ideales del anillo K están definidas las opera- 
ciones siguientes 

suma: J, + Ja = (81 + z: | zx € Jah 

intersección: J, NJ: = {z |z EJi, TEJ}, 

producto: JJa = (9 ZEsyZaa lp 1 EJ) EUNE 


También se puede hablar sobre la suma, intersección y producto 
de cualquier número finito de ideales, siendo legítima la afirmación 
siguiente. 

PROPOSICIÓN. St en el anillo K con unidad, tienen lugar las igual- 
dades 


I+h=K, k=1 1 
para los ideales J, Jı, ..., Jn, entonces, también son correctas las 
igualdades 
IFA Maie NR K =I HI dr Js 
pemostracion. Como Jida... Jac JNJN.. NTn en 


consecuencia, es suficiente establecer la igualdad J +37... Jn = 
= K. Para n = 1, ella es exacta por condición. Para n = 2, te- 
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nemos 
1 = 1? = (z1 + y) (2: + Ya) =2 + Ya 
donde 2,, z£ € J, yı EJ. Por lo tanto, 1 EJ + JJe y K=J + 
+ JJa. Luego es evidente la inducción con respecto al núme- 
ro n. 
Sean, Kı», . - «, Kn, una familia finita de anillos, K = K, X . 
-X E el producto cartesiano de los conjuntos. Introduzcamos 
en K la estructura de anillo, definiendo la operación de suma y mul- 
tiplicación por componentes: à 
(Zas o +01 En) H (Uas 0 + + Ya) = (a + Yis > + os Zn F Yn); 
(ar + + 1 Zn) > (Wir + > ++ Yn) = (DY + + ++ Enn). 
Llegamos a la suma directa exterior K = K,Q ... Q Kn de los 
anillos Kı. Cada uno de los componentes de K; es una imagen para 
el epimorfismo sy: K — Kn m: Gy e Tp) y KIK 
Si, luego, Ji = {(0, . ony 2.» MON 1z E Ri), entonces, Jy œ 
= Kı, J, es un ideal en K, y K = s tie 
Sea ahora K un anillo con Tibi Jas -= Ja, además, K = 
EP LAN MAD =01<Sk<n. En este caso, 
zh 


K =J,® ... 0 Jn es la suma directa interna de sus ideales Jp. 
Al igual que en la teoría de los grupos, la diferencia entre las sumas 
directas internas y externas de los anillos es puramente teórica-de con- 
junto y no tiene sentido reflejarla en las designaciones. 

3. Aplicaciones teórico-numéricas, La pore universal de 


las sumas directas, consiste en que, si S =X,0 . OK, y K es 
un anillo cualquiera con los homomorfismos dados qu: K —> Kp existirá 
un único homomorfismo q = (Pı, .. -s Qn): K->S, con núcleo 
Ker ọ = f Ker qu, que hace conmutativos los diagramas triangulares 
sS 
ES 
K A Ki 
parai = 1, ..., n. Apliquemos esta afirmación evidente al anillo 


K con 1 y con ideales J}, . . -, Ja, y a la suma directa 
S = KiJ ... Kin 
Haciendo gı: K — K/Jı = K;, obtendremos el homomorfismo 
Q: z (z + Jy o-a ZH Ja) (4) 
del anillo K en S con núcleo Ker @ = J, N.. N Jn 


TEOREMA 5 (teorema chino sobre los restos). Si en las condiciones 
indicad más arriba, K es un anillo con unidad y J; + J; = K para 


e FUGULA PE LOS CAMPOS. ANILLOS Y MODLLOS par. y 
lgi #js n, entonces, la aplicación (véase (4)) es un epimor- 
fismo. 


DEMOSTE soroa, Necesitamos convencernos de que para cuales- 
quiera elementos Zy ..., In EK dados, existirá un z € K, para 
el cual a+ Ji- tJe 0 sea, a — 1 ES ¿Rd 
Para n = L esto os evidonte, y para n — 2 tomamos Jos elementos 
a Edy a EL, para los que a, — az == 1, y hacemos x = 2,07 | 
E zyn. Entonces, 


F= zo a | ram) — i (a + aa) = (2 — 2) a E Si 
xo Inay A) la + aa) S (i — 2) G E Jo 


Luego, razonamos por inducción con respecto a n. Sen que ya halia- 
ios el elemento y, para ol cual y — z: € Ji i= 1, 2, aa nmi, 
Como, por condición, Ji -+ Ja = K, 12 ¿<n— l, entonces, de 
acuerdo con la proposición del punto 2, J, MN... Maa + Ia = K. 
Aplicando el caso analizado n = 2 a los ideales Ji NM... N Ju- 
Ja y a los clomentos y, 2, € K, hallaremos 7 € K, con »—y €J N 
Noe Ndut -Ea E Sne Poro, + -y EJ Nooo NSn > 0 
-yE JH 1& in- 1. Tomando en cuenta la elecció 
obtenemos 


AS 


D +y EJ 1<i<n— 


Por lo tanto, el elemento x satisface todas las condiciones requeri- 
dis. 

En el teorema 5 así como en todos los razonamientos que lo pre- 
codon, el anillo K no se suponía coumutativo. Sea, luego, K un 
anillo íntegro, y dj, . + an, Sus n de elementos primos entre sí de 
dos en dos, o sca, aX | ajK — K para i j (on el anillo factorial 
K. osta definición concuerda con la de indivisibilidad, obtenida de 
la descomposición de a; en sus factores primos). Escribiendo la inetu- 
sión e ~.r; E aK en forma de comparación con respecto al módulo 
del ideal principal a¿A, como de costumbre, utilizamos la notación 
xæ t; (mod a). 

cororario 1 Sean, K, un anillo integro, y dy, +. :. au, Sus ele- 
mentos primos entre sí de dos en dos. Entonces, para cualesquiera. 
Ebro e tn ER, eststirá un elemento x € K tal. que x = z, (mod a), 
i -A.u | 

GoroLatto 2 Sea n un número natural, con la descomposición canó- 
nin n pro ptr Z, = Ent, el onillo de la clase de restos 
resperto al módulo n, y E (Z,) el grupo multiplicativo de sus elementos 
invertibles, Entonces: 

O Zn SZ m E- Zym, (suma directa de anillos): 


(Ln SU (Zn) X A (Z pa) (producto directo de gru- 
pos). 
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DEMOSTRACION. (i) Sustituyendo en (4) n por r. haciendo K = 2, 
Ji — pL yS = Zym 0... 9 Zp, Megaremos al homomorfismo 
q: u — S, con núcleo Kor œ = NJi = a7. Que q sea epimorlo se 
deduce del teorema 5, por enanto el m.e-d. (pa pd — 1, para i sA j. 

(ii) Como en la suma directa arbitraria K = A, @ ... 0 K, los 
«omponentes K; se anulan entre sí: KK; — 0, i # j, entonces, inmo- 
diatamonte de la definición de elementos inverlibles se deriva que 
U (K) = U (Kù X X C(K,). Queda por aplicar esto a la 
descomposición (1). 

onsinvación. De la afirmación (ii) se aprecia inmediatamente 


A 

que p(m= [| 9 (0%), y. como q(9%) =p""(y—1), se obtiene 
ta 

de nuevo la fórmula para los valores de la función de Euler (véase 

el ejemplo 1, punto 4, $ 1). Et orden de un elemento de un grupo 

finito, es divisor del orden del grupo, por eso 


asm a= 1 (mod n) 


para cualquier número entero a, primo entre sí con n (generalización 
del pequeño teorema de Format, conocido bajo el nombre de teorema 
do Eulor). 

A fin de comprender definitivamente la estructura del grupo 
U iZ). on virtud del corolario 2, nos es suficiente aclarar el caso 
a= p”. 

TTOREMA 6. Sea m un número entero positivo. 

(i) Si p es un número primo impar, entonces, U (Zpm) es un grupo 
cíclico, 

(ii) Los grupos U (Z,) y U (Z,) son cíclicos de orden 1 y 2. respecti- 
vamente, al mismo tiempo que U (Zym), m > 3, es el producto directo 
de un grupo cíclico de orden 2"=* por un grupo cíclico de orden 2. 

VEMOSTRACION. (i) Por definición, ol número entero £, primo 

entro sí con n, tiene el orden r con respecto al módulo n, si | (tk 
| nZ) |= r, o sea, F= 1 (mod n), 4 (mod v) para k < r. 
Cuando r = q (n) se habla sobre la raíz primitiva (o prototipo) t 
respecto al módulo n. Habitualmente £ se toma de un sistema de res- 
los 0, 4, ..., R—- 1 respecto al módulo », expuesto, poro noso- 
tros no fijamos ningún sistema de restos. 

De acuerdo con el teorema 5, $ 4, el grupo Z$- L (Z,) os ci- 
clica, o sea, existe la raíz primitiva ap respecto al módulo p. Como 
aj”-1= ay (mod p), entonces, también el número entero a = aprcl 
será raíz primitiva respecto al módulo p. Por otra parte, «== 

APTO agim 1 (mod p”). En consecuencia, la elase ad- 
junta 2 =a + p" Z engendra en U (Zpm) un subgrupo cíclico de 
orden 5 — 4. 
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Luego, 
» 
aro (Pm (Pe 
iss 


izo 
Como pœ2, entonces, (1-+ p)? = 1 -+ p? (mod p). Presuponiendo 
por inducción, que (1-+ p)? =1 + p**! (mod pi*2), hallamos 


" P 
EE 


i=0 


=1 (1+ sp) p 924 E (94) (14 sp)? pon... 

de donde, (1 + p)! = 1 + p’? (mod pi. En particular, (1 + 
+ p)»™-* = 4 (mod p”), pero, (1 + p)P"*=1 + p™-1 = 1 (mod p”) 
y, por lo tanto, la clase adjunta D= 1 + p + p”Z con representante 
b= 1 + p, engendra en U (Zpm) un grupo cíclico de orden p™-1 
De acuerdo con la proposición del punto 3, $ 2, cap 4, los elemen- 
tos a, b primos entre sí de órdenes p — 4, p”"-!, engendran el grupo 
cíclico (ab) de orden p"-* (p — 1) = ọ (p") = | U (Zpm) |. 

(ii) Con los grupos U (Z,) y U (Z;) está todo claro. Cuando m > 2, 
partiendo de la comparación trivial 5 == 1 4- 2° (mod 2*), por induc- 
ción con respecto a j, se comprueba fácilmente, que 

5% m1 4 294 (mod 2#). 
En particular, 
SM ms 1 -+ 22 gé 1 (mod 2”), 5%- = 1 (mod 27), 
así que 5 tiene orden 2™-? respecto al módulo 2” y la claso adjunta 
5 + 272 engendra en U(Zam) un subgrupo cíclico de índice 2. 
Observemos, que —1 + 2Z (5 +2"%), por cuanto 5 == 
= —1 (mod 2”)=> $ = —1 (mod 4) => 1 = —1 (mod 4), es una 
contradicción. Como | (—1 + 2”Z ) | = 2, entonces, 
U (IPT) = 6422) x (1 4 272) 
es un 2-grupo abeliano del tipo (2™-?, 2) (véase el $ 5, cap. 7). P] 

COROLARIO. Ll grupo U (Zn) es cíclico (o, lo que es equivalente, existe 
la raíz primitiva respecto al módulo n si, y sólo si, el número entero 
n > 1 tiene la forma 2, 4, p™ o 2p”, donde p es un número primo im- 
par. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar, que el elemento no nulo p del anillo factorial X resulta 
primo si, y sólo si, K/pK es wn anillo íntegro. 

2. Demostrar, que si el anillo íntegro K no es un campo, entonces, K {X} 
no es anillo de los ideales principales. 
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2k41 
a. 


3. Mostrar, que los elementos z+y Y —3 conx, EF, o t= 


y= aa , k, LEE. componen ol anillo íntegro K. Comprobar, que él es 


euclídeo' con función $=N (norma en (VW —3). Mostrar, que el suba- 
millo Z (V =3]=K no es siquiera facrorial. 


pa 4. Hallar todos los elementos primos del anillo de los números enteros de 
auss, 


5. Perfeccionar el corolario del teorema 5 en el caso del anillo factorial X, 

para lo cual, junto con los elementos primos entro sí de dos on dos 24, ..., tp, 

introducir los elementos 3¿=[] aj- Hallar los b; € K, para los cuales b; = 
me 

== 1 (mod aj), b, = O (mod 2), 4 < iS n. Soan zy.. s Zp € K. Introducir 

el elemento z= Y) bız; y comprobar, que z = z; (mod a;), 1<1<n (una 


comodidad, apreciable en aquellos casos, cuando se trata de un número grande 
de colecciones zı, . + «+ zn). 


6. Aplicar el ejercicio anterior a los módulos a, = 5, a, = 9 y a Jos pares 
dan, 29) = (2,5), (3,2), (3,5). ¿Qué se puede decir sobre el orden x respecto 
al'módulo. 457 


7. Sea p un número primo impar. Si la comparación z? = a (mud p) tione 
solución, entonces, el número entero a se llama resto cuadrático respecto al módu- 


lo p, en caso contrario, no resto cuadrático. El símbolo de Legendre ( +) so define 
por la relación 
0, si a0 (mod p), 
($)= 1, si a0 (mod p), es resto cuadrático, 
—1, si aš0 (mod p), es no rosto cuadrático. 


a jaji 
Mostrar, pue (Z )=1 e e+ozc2o (E) =c qmod p. 


Luego, (2) = (2) (2) y el número do restos cuadráticos en el sistema 


reducido 4, 2, . . ., p — Í, coincide con el número do no restos, Comprobar, 
para los pequeños números primos impares p y q, cl cumplimiento de la ley 
cuadrática de reciprocidad 


2 
8. Demostrar (en términos del ejercicio anterior), que ($) 
© sea, 2 resulta cuadrado respecto al módlou p exactamente entonces, cuando 
P = ¿E mod 8). (Indicación. Haciendo hincapié en el ejercicio 9, $4, examinar 
la raíz primitiva æ do potoncia 8 de 1 en el cierre algebraico Q, del campo Fp. 
Como at = —i, entonces, a? + a-t = 0; además, a3 = —d., ai=—ad, 
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de an. i 


P= +1 (m 


a- endo B- æ- a, tendremos: 


d 8) = pe = ar H aP = a t 


atja pt S 1. Análogamento, B:s 


rahimi Mpe ar a —Á m 
syi po 27 (2) 1.) 
Y (complemente. del punto 5, § 2, cap. 3). Sea [O fo tag 


un polinomio nu nulo con coeficienti 
indopendientes ajy E A, 1 & i j S a, con 
X (ry) Demostrar, que si 7 (XY) 

EM, (K), cutimees. + (X1 — (det Nym 
negativo. Bu particidar, ¿(XI dei X 


eu algún campo, de n? variables 
iderado como función do la matriz 
11X) 107) para todos los X, Y€ 
donde m. es algún número entero no 
p si j (diag (rd + «+ O) = 7. (Tndiea- 


clón, Biwa A y pU- S apal, ty 2 0, ontonoos 
a 


jine Ñ, art =i a (Y eat) 
ñi a 


dondo v, p, som variables independientes, La igualdad de Jos cooficiontos de y" 
muestra. que mpr" 4 (0 am y, pur do tanto, f (e) 4%, Si ahora, en el enso 
general se hace g (1) ~ / (27). entonces, g (ru) = g (0) g (1). De aquí y de 
lo legitimidad de la afirmación cuando n = 1 se deduce, que g (2) = z’. Cino 
Nox = (det X)-E. ont 


LANDA (X) = [ (del X) E) = g (det X) = (det X)s. 


Poro, 4 (X). F(N) y det X, nios de rep 4 < 1,1 n, además, dot X 
os irreducible (véase el e 3, cap. 5). Sogún el teorema 2 sobro la 
Sactorizabilidad del anilla de los polinomios de enalquier número de variables 
H(X) = e (det X)m a constante, además, / (XY) = / (X) / V) ê= e 
y como e i, TE) 

10. Mostrar qua el (7) de todos lus números racionales a/b con «b» 
no divisible por un mo dado p (véase el ejercicio 6, $ 4, cap. 5). 
contiene el idoal máximo único 


J = (a'b E Qur (Z) | p divido a ad 


Todo anillo que posea un ideal n o. se denomina anillo local. (Pudi 
ención. Es evidente, que J es ideal propio en Qa (Z). Si c/d gJ, entonces e € pZ, 
y en consecuencia, d e Cy (Z). Esto significa, que cualquier ideal 4 
do de Y mediante el agregado de por lo menos un elemento c/d, contie 
por lo visto, coincide con Qar (2). 

r que en cualquier anillo local X con ideal má: 
mentos que no perten n m son reversibles 

12 El ideal R dol anillo K con unidad 
Kill vs de integridad. Todo ideat máximo 
a K on el anillo A, es beonjnto 
tiene 0). El anillo Oar (X) en estas con 
del símbolo 47-146. sencillamente 
local y que su ideal máximo mp ye de primos del tipo de a'h. donde 
ngk yhe Ky R. Mostrar también, que my N K = R. 

La oper: alel paso de X al anillo local Kp se llama localización del anillo 
K con respecto al ideal primo R. 


Mostrar, que es siempre 
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$ 3. MODULOS 


El concepto de módulo sirve de portador de uu principio fundu- 
mental, elaborado en el álgebra hace medio siglo. Este principio 
consiste en que, vbjelo de estudio de cualquier sistema algebraico 
debe sor no sólo las propiedades internas de este sistema, sino tani- 
bién todas sus representaciones (en el sentido más amplio de esta 
palabra). 

1. Informaci Comencemos con la 
definición clásica, Sean, K, ciativo con unidad, y I 
un grapo abeliano escrito aditivamente, Sea, Juego, dada la aplica- 
ción (e, 1) > er de K X Yen VF, que cumple las condiciones: 


(Mb x(u- = zu — ab, 


MI) (z4 v= w ye, 
M3) (ry) o =x q. 
(M4) liva 6 


para todos los 7, y € K, u, v E V. Entonces V so llama K-módulo por 
la izquierda (0 módulo por la izquierda sobre el anillo K). Análoga- 
mente se define el K-módulo por la derecha. En adelante, hablaremos 
sencillamente sobre el A-módulo, aunque ev algunas situaciones am- 
bas variedades de módulos aparocen jontas. 

El axioma (M4) (condición de la unitariedad del módulo), evi- 
dentemente, es superfluo, si el anillo Æ no tiene unidad. Resulta 
más esencial ol hecho de que son posibles modificaciones del axioma 
(M3), adaptadas a algunos anillos no asocialivos. Un ejemplo de 
módulo sobre un anillo no asociativo se da al final del parágrafo 
siguiente, Por el momento, partiremos de la definición dada más 
arriba, 

Sea V un K-módnlo. El subgrupo (EY se Hama submódulo 
en V, si zu € U para todos los z € K, u € U. 

Sean, luego, U y V dos K-módulos arbitrarios. Se llama homomor- 
{ismo del K-módulo (o, sencillamente, K-homomorfismor de U on V. 
la aplicación o: (1, tal, que 


o lu, + ua) = 0 (u) + 0 dua), 
o (xu) — so (u) 


para todos los ti, y, u € U, 2 € K. Se comprueba fácilmente, que 
Kor ø = {u € V | o (u) = Oy es K módulo en C, y la imagen Im o 
es K-módulo on 

Con todo submódulo E <= Y sobre K, se asocia el módulo cociente 
VE = fv + U |v E F} (grupo cociente de un grupo abeliano adi- 
tivo) con la operación X, definida según la re 


z2(e= 0 
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El tvorema fundamental sobre los homomorfismos y los dos teore- 
mas sobre los isomorfismos, que demostramos para los grupos ($ 3, 
«ap. 7), y luogo para los anillos, se trasiadan literalmente, con pe- 
quoños cambios en las demostraciones, a los módulos, 

Luego dol $ 2, cap. 7, donde se examinaron los axiomas del tipo 
(M3), (N14), y luego del fundamental cap. $ sobre las representaciones 
de grupos (axiomas (M1), (M3), (M4), los ejemplos de K-módulos 
que exponulremos, es poco probable que provoquen la sensación 
de novedad. No obstante, vale la pena considerarlos y compararlos 
entre sí. 

1) Todo grupo abelíano A es Z-módulo, Precisamente, la apli- 
cación (n, a)—> na do Z x A en A, satisface todos los axiomas 
(MA) — (Má). Mirar los grupos abelianos como módulos sobro Z 
rosulta muy útil. 

2) Todo grupo aboliano A es módulo sobre su anillo de endomor- 
fismos End A. Por definición, End A so compone de todas las aplica- 
elonos 54 que cumplen la condición y (a + a”) = q (a) + 
-r q (a). Las operaciones de suma y multiplicación, se introducen en 
End A de un modo natural: (y +4) (a) = 6 (a) + y (a), (en) (a) = 
= o p (u)), 1 (2) = z, 0 (2) =0. La aplicación (9, a) — q (a) de 
rus A x Aen A dota, ovidentemente, a A de la estructura de End A- 
módulo, 

3) El espacio vectorial V sobre el campo P es, sin duda, P-módu- 
lo. Si además nos es dado el operador lineal 4: V — V, entonces, 
le otorgamos a V una estructura de módulo V y sobre el anillo de 
los polinomios P iX], haciendo, 

FIX) v= f (A) v = aw H mA o o H AAO 


para cualquier v € V y cualquier polinomio f € P [X]. Los axiomas 
(M4) — (M4) se cumplen, por cuanto, juntamente con 4 el opera- 
dor f (4%) también será lineal, y 
(DA) = HA) HE (A), 
UD(A)=1(4) 2 (A) 

(propiedad universa) de los anillos de los polinomios; véase $ 2, 
cap. 5). Los subespacios A-invaríantes servirán de submódulos en 
Fig A diferentes operadores lineales de un mismo espacio V les 
corresponden, hablando en general, distintos (no isomorfos) P [X]- 
módulos. 

4) Un ideal por la izquierda, arbitrario, J del anillo K, está 
provisto de la estructura natural de K-módulo con operación (T, y) == 
— zy, 2 € K, y €J, inducida por la multiplicación en K. Cuando 
J = K, el anillo K se considera como el módulo X sobre sí mis- 
mo. Esta concepción de K lleva a resultados fructíferos, 

5) Volviendo al ejemplo anterior, construimos el módulo cociente 
KiJ = {y —J|y €K}. De acuerdo con la definición general, 
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(2, y + J) zy + J, es la operación K on K/J. Observemos, que 
el epimorfismo canónico n: K —= K/J, siendo homomorfismo de 
K-módulos, cumple la relación 7 (zy) = zy +J = z (y + J) = 
= za (y). Si J es un ideal por ambos lados, entonces, X/J es un 
anillo y n resulta ser homomorfismo de los anillos: n (zy) = 7 (2) X 
xX n (y) 

La burnas NV: de cualquier familia de submódulos V; = V 


sobre K, es submódulo en V. En particular, la intersección de todos 
los submódulos, contenedores del conjunto dado 7' cœ V, leva al 
submódulo (T), engendrado por el conjunto T y compuesto de todos 
los elementos posibles del tipo ıt +... zala, donde z€ K, 
tı € T. Observamos, a propósito, que los elementos no nulos h, >.. 
- - +, ta € V so llaman linealmente dependientes sobre K, si zıt, 4 . 
+. + Zain = 0, donde no todos los z; = 0. El submódulo, en- 
gendrado por la familia {V,, . . ., Vm} de submódulos V;, se llama 
suma de los mismos y se designa del modo habitual: N V; = V, +.. . 


iaje ws 

El módulo V sobre X, engendrado por un elemento único v, se 
llama cíclico. El tiene la forma Y = Kv = {zv |z € K}, donde 
v E V, y es análogo del grupo cíclico. En particular, el módulo cíclico 
«XK = K-1 (véase el ejemplo 4) os análogo del grupo (Z, +). 

Si V = Kv, +... + Kvn, es la suma de un número finito de 
módulos cíclicos, entonces, el módulo V se llama engendrado finito, 
o K-módulo de tipo finito. 

Se comprueba fácilmente, que la aplicación z=» z v es homomor- 
fismo de los módulos x —>Xv. Su núcloo Ann (v) = Ann (0) = 
= ire K |zv = 0} es un ideal por la izquierda en K llamado 
anulador (o torsión) del elemento v. De este modo, Xv = X/Ann (v). 
El elemento v € V, con Ann (v) + 0, se Hama periódico. El módulo, 
todos los elementos del cual son periódicos, también se llama perió- 
dico. Si el módulo V no contiene ningún elemento periódico no nulo, 
entonces, se dice que V es módulo sin torsión. 

Se denomina anulador (o torsión) del K-módulo V, ol conjunto 


Ann (V)=(a€XK | «E=0)= fi Ain (v). 


Se dice que un módulo es ezacto, si Ann (V) = 0. 
A ostos mismos conceptos podemos llegar por otro camino. Sea 
V (x) el: conjunto de los elementos v € V anulados por el elemento 
z € K. Si K es un anillo íntegro, entonces, V (2) + V (y) = V (zy), 
y tiene sentido el concepto de submódulo de torsión Tor (V) = 
= 2y (=). En el caso de la igualdad Tor (V) = V, se dice que V 
xE. 
es módulo de torsión. Si Tor (V) = 0, entonces, nuevamente llegamos 
al concepto de módulo sin torsión. 
26-0392 
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Ejemplos característicos de módulos periódicos: a) todo grupo 
abeliano finito (módulo periódico de tipo finito sobre Z; torsión 
mí, o, simplemente, índice del grupo m); b) el módulo V.4 sobre 
P[X], asociado con el operador lineal 4 (véase el ejemplo 3; la 
torsión, es el ideal principal, engendrado por el polinomio mínimo 
del operador 4). 

ProposIcioN 1. Ann (V) siempre es un ideal por ambos lados del 
anillo K. Haciendo (z + Ann (V)) v = av, le proporcionamos a V 
la estructura de (K/Ann (V))-módulo exacto. 

Demostracion. Hagamos A = Ann (V). Es claro, que A es un 
subgrupo aditivo en X. Luego (zar')v = za (2%) = (za) Y = 
= z (av) = 2-0 = Ô para cualesquiera z, z' € K.a€ A, vEV, do 
donde se deduce, que KAK S A, o sea, A es un 100 po ambos la- 
dos en K. Si ahora, z + A =x' + A, entonces, x — 7" € A, de don- 
de, (z — 2')v = 0, ó xv = z'v. Por lo tanto, (1 + A) v = (a + 4)v 
o sea, la operación del anillo cociente X/A en V está definida correc- 
tamente. Es fácil comprobar, que respecto a esta operación, V es 
K/A-módulo. Finalmente, 

(+A = 0 => z + A € Ama (V) = aV = 0 = 2 E A. 
En consecuencia, sólo el elemento nulo en X/A anula V. Y] 

De la proposición 1 se deduce, que el anillo cociente K/Ann (V) 
es isomorfo a) subanillo del anillo End (V) (véase el ejemplo 2). 

Si V, W, son dos X-módulos, entonces, el conjunto Homg (V, 
de todos los homomorfismos /-lineales o: V — W, resulta ser 
grupo abeliano respecto a la operación de suma corriente de los ho- 
momorfismos: 

(0 + 7) (20) = o (20) + 7 (20) = zo (0) + 27 (v) = 
= z (0 (v) + t (0) = 2 ((0 +) (0). 
Para los módulos V, W, sobre el anillo conmutativo Ķ, el conjunto 
Hom (V, W) resulta ser K-módulo, si, como 20, xEK, o£ 
€ Homy (V, W) se entiende la aplicación v z (a (v)): 
(20) (yo) = 2-0 (yv) = x (yo (v)) = (zy) (0 (0) = 
= (yz) (o (v)) = y (zo (0) = y ((z0) (0). 

Cuando W = V, el conjunto End y (V) = Homx (V, V) es un 
anillo; sirve de multiplicación la composición natural de K-ho- 
momorfismos pep (p o4) (20) = 9 (y (20) = 0 (ap (0) = zp X 
X (p (0)) = z (9 e y) (0)). Hay que tener en cuenta, que al consi- 
derar V como grupo abeliano aditivo, escribimos Endz (V) y, hablan- 
do en general, End (V) es subanillo propio en Endz (V). En caso 
de espacio vectorial V sobre el campo K, habitualmente se escribe 
£ (V) = Endg (V), Mamándolo anillo (o álgebra) de operadores 
lineales. 
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El anillo Endg (V) de K-ondomorfismos del módulo V también 
es llamado centralizador del anillo K en V. Su papel es especialmente 
destacado en el caso de módulos irreducibles (o primos). El módulo V 
sobre el anillo K se denomina irreducible, si: a) V 240; b) 0, V, 
son los únicos submódulos en V, y e) KV 0 (esta condición se cum- 
ple automáticamente, si K contiene la unidad). Es claro, que el 
K-módulo V 4 0 es irreducible si, y sólo si, V = Kv es módulo cíclico 
para cualquier v + 0 de V. 

proposicion 2 (Jema de Schur). Si V, W, son dos K-módulos 
irreducibles, y o es K-homomorfismo no nulo de V en W, entonces, 
o es isomorfismo. Luego, End (V) es un anillo con división (cuerpo) 
para cualquier K-módulo V irreducible. 

DEMOSTRACION, Véase el $ 4 del cap. 8, donde este mismo lema 
de Schur (teorema 1) está demostrado para los G-espacios irredu- 
cibles. 

2. Módulos libres. Llamamos K-módulo V (interno), la suma 
directa de sus submódulos V,, s Vn siV=V, +... + V, y 
v, ng =o, para ¿=4,. 

fhi 


n. En otras palabras, V= 


= V1 @ . . . 0 Vn (notación de la suma directa de submódulos), 
si cualquier elemento v E V se escribe de un modo único en forma de 
combinación lineal v = v, +... + Va, vi € Vi. La suma directa 
exterior de K-módulos vı, . . ., v, se determina evidentemente (como 
en el caso de anillos) con la operación z (vi, . . ., Va) == (2%, .. 
++», ZUn) del elemento z E X en la fila (v, ..., El: 

Sean, luego, V, un K módnlo, y {v}, . . ., Va}, un subconjunto 
finito en V. Se dice, que (W,, ..., Va} engendra V libremente, si 
V = Kv +... + Kvn, y cada aplicación p del conjunto {v;, .... 

+ «y Va} en algún K-módulo W, se continúa hasta el X-homomorfis- 
mo q: V = W, de modo tal, que 7 (v) =9 (0), 1<i<n. 

El módulo V sobre X, libremente engendrado por cierto subcon- 
junto for > > 09), se lama módulo libre, y (0, --, va), os su 
base (libre) sobre K. 


PROPOSICION 3. Son equivalentes las afirmaciones: 
(i) el conjunto (vi, . . ., Va} engendra V libremente; 
0 el conjunto Wis -- -s Un) es linealmente independiente 

y G a, Vp) = V; 

dis) cada elemento v € V se escribe unfvocamente en la forma v = 
= Dawn t € K; 

(iv) V = Rv, O... O Kv, es una suma directa, y Ann (vi) = Oy 

(v) Væ gK O... 0 xK es la suma directa de n ejemplares 
xK (de este modo, el K-módulo libre de rango n en relación a la base 
{vrs . - -» Un) es isomorfo al módulo K? de las filas (2,. ..., z,) de 
longitud n con componentes z; € K). 

DEMOSTRACION. Esta es cercana a los razonamientos expuestos en. 
260 
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el capítulo 2 para los espacios lineales sobre un campo, pero hay que 
tener cierto cuidado, ya sea en relación con la no conmutatividad 
del | K, o bien con la existencia de elementos no invertibles 
en K, 

Se tienen ejemplos suficientemente complejos de anillos no con- 
mutativos con XK” œ K” para m e n, pero los anillos conmutativos 
en este sentido se comportan bien. 

PROPOSICION 4. El rango de un módulo finito engendrado sobre el 
anillo fntegro K, está determinado univocamente. 

DEMOSTRACION. Sean, {Vis . . -, Un), {tıs - - -» Um) dos bases del 
módulo libre V sobre K. Entonces 


a a 
3 
v=) Gigh “ued DriPre 


En virtud de la conmutatividad de X, para las matrices A = (41) y 
B = (bai) de dimensiones m X n y n X m respectivamente, se ob- 
tienen las relaciones 

AB = Em BA = Ep. 


Incluyendo K en el campo de relaciones Q (K), obtendremos, median- 
te el teorema 4, § 4, cap. 2, (cierto para cualquier campo y no sólo 
para R), que min m m) > m, min (n, m) > n, de donde, m = n, 
Agreguemos, que el caso m < œ, n = œ es imposible, por cuanto 
en las expresiones de u; sólo hay un número finito de elementos 
básicos Va, que engendran libremente todo el módulo V. $ 
OBSERVACION. En caso de un anillo conmutativo arbitrario K 
«con unidad, se obtendrá el mismo efecto si se elige en K cierto id 
máximo J y se pasa al campo K//. Obviamos los detalles, 
Obsorvemos quo, a diferencia de la situación en los espacios vectoriales, 
el conjunto eugendrador del K-módulo libre, tomado arbitrariamente, no 
contieno necesariamente la base del módulo Por ejemplo, dos números primos 
distintos p, q, slempre engendran zZ, por cuanto up + vq = 1 para algunos 


u, v € Z. Poro, (p, q) mo es la base, puesto que p:q—q-p=0, y Zm 
Zq son submódulos propios en zz 


El papel de los módulos libres está programado en la definición 
de los mismos. 
TEOREMA 1. Cada K-módulo de tipo finito, es imagen homomorfa de 
un K-módulo libre de tipo finito. 
a 


DEMOSTRACION. Sea U = Y Kun un K-módulo engendrado por 


n elementos Uy, . . ., Ua- Tomemos un K-módulo libre V con base 
po + + => Da). Su existencia está garantizada por la proposición 3 (v). 
a aplicación q: v; > u; es continuada, en correspondencia con la 


definición do módulo libro, hasta el X-homomorfismo Y: VU. 
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La imagen Im y contiene el conjunto engredrador de módulo U y, 
por lo tanto, todo el módulo V. $ 


No siempre el submódulo de un módulo libro es también libre, incluso st 
es un sumando directo del módulo. He aquí un ejemplo sencillo. Sean X = 
= Ze U = K(2+ 62), V = K (3 + 62). Entonces, K= U Q V es suma 
directa do los K-módulos U, V, ninguno de los cuales es libre: | K | = 6, al 
mismo tiempo que | U| ='3, | V| = 2, 


TEOREMA 2. Sea V = Kv, @ ... O Kv, un módulo libre de rango 
n sobre el anillo K de los ideales principales. Entonces, cada uno de 
sus submódulos U resulta de rango libre m < n. 

DEMOSTRACION. Sea al principio n = 1, o sea, V œ X. Cualquier 
submódulo UC V es isomorfo al ideal en X, y, en consecuencia, 
U e (u) = Ku. Si u = 0, entonces, U =0 (el submódulo nulo 
puede considerarse módulo libre de rango nulo). Si u + 0, entonces, 
au 7 0 para todo 0 a € K, por cuanto K es un anillo íntegro. 
Por lo tanto, U es un módulo libre (cíclico) de rango 4. Cuando n > 1, 
razonamos por inducción. Consideremos en Y el submódulo libre 
V' = Kvo, ®... 0 Kv, de rango n—41. El módulo cociente 
V = VIV” es libre, con generador cíclico Y, = v, + V’. El contiene 
el submódulo U = (U + V'Y/V”. Si Ọ =0, entonces, UC V’ y, 
por lo tanto, la afirmación del teorema es cierta por presupuesto de 
la inducción. Pero, si U 40, el razonamiento expuesto más arriba 
para el caso n = 1, muestra, que Ú posee el generador cíclico ü, = 
=u + V’, donde u, € U. Si además U f V’ = 0, entonces, u € 
EUSi=u+VEU=>G=0í, a €K u au €V > 
=> u = ayu, > U = Ku,, es un módulo libre de rango 1. 

Sea, finalmente, U f) V'=*0. Por inducción, el submódulo 
U fV’ del módulo libre V’ de rango n — 1, posee la base libre 
{ugs » - -5 Um), donde 0 <m — 1 <n — 1. Repitiendo casi lite- 
ralmente los razonamientos efectuados más arriba, nos convencemos, 
de que (U,, Us, .. ., Um) es K-base libre para U. Efectivamente, 
ug U> ū=u+V' EUs ü= añ, a,€ K= u— au € 
EU NV’ => ù — ayu, = agug +... + amum => u = qu, + 
F asua +... F amum, m< n. De acuerdo con la proposición 3 
(ii), es necesario convencernos de la independencia lineal de los 


generadores un -.-; um. Pero, D zg =0>20,=— Y ni0 
3 


en F. En consecuencia, z, =0, por cuanto u, es base en Y, y, como 
(ug «+. Um) es base libre en Uf V’, entonces, z} u+... 
reo. Imlim=0>%=...=2Im=0. 

GOROLARIO. Cada submódulo de un módulo de tipo finito sobre el 
anillo de los ideales principales, es módulo de tipo finito. 
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DEMOSTRACION. Se deduce de los teoremas 1, 2 y del segundo teo- 
rema sobre el isomorfismo (teorema sobro la correspondencia entre 
los submódulos). I 


No es tan difícil obtener la descripción completa de los módulos de tipo 
finito sobre el anillo K de los ideales principales. Sin embargo, los principales 
factores que habitualmente estimulan tal descripción (módulos periódicos 
sobre Z y sobre P [X]; véanse los ejemplos 1 y 3), han caldo (véanse, $ 3, cap. 7 
y el Complemento), y la demostración de la única concepción modular de distintos 
géneros de problomas, puedo hallarse en el listado de literatura complementaria. 


3. Elementos enteros de un anillo. Sea K un anillo íntegro. El 
elemento £ € K se llama entero (entero sobre Z), si t es raíz del poli- 
nomio unitario X® + aX" +... +a, €Z[X). En el caso 
cuando X os una ampliación algebraica finita del campo Q, o K es 
un campo, engendrado por todos los números algebraicos complejos, 
so habla sobre números algebraicos enteros, roferiendo a ellos, natu- 
ralmente, todos los elementos de Z. El ejercicio 9, $ 4, cap. 6, 
muestra, que el número racional 1 es algebraico entero si, y sólo si, 
t €Z. Si, luogo, ayu" + aut +... +a, =0, a, EZ, entonces, 
(ayu)" 4 aya, (agur +... + aña, = Ù, y esto significa, que cual- 
guier número algebraico, multiplicado por el elemento adecuado a, € Z, 
se transforma en número algebraico entero. 

Recurriondo al caso general, observemos, pue K es cómodo inter- 
pretarlo como 'ódulo, Cualesquiera elementos ty, lg, ..., fn € K 
engendran on K el submódulo Xt, + Kt; +... -+ Ktn de tipo 
finito. Si, en particular, tes un elemento entero, y 1? + aji +. 
sretan =0, a EZ, entonces, el subanillo Z [£]= K resulta 
Z-módulo do tipo finito, por cuanto Z [t =Z1+Zt+... 
E + Zt”-1. Recíprocamente, sea Z (£ un Z-módulo de tipo 
finito con goneradores vi, ..., v, € K. Entonces, las relaciones 


Wan Ha HH <<, 


con matriz A — (a;;) € Ma (Z) levan a la conclusión, que el sistema 
lineal homogéneo 


(t — an) Z1 — Oiga — . . - — Qin = 0, 
— aniti — Ogg — . . + (t — ann) £a = 0, 


examinado sobre el campo de relaciones Q (K), tiene solución no 
mula (zı, ..., Zn) = (Vi, - - -+ Un) (no todos Jos v; = 0, por cuanto 
1 EZ [tl). Esto significa, que el determinante del sistema es igual 
a cero (véase ol cap. 3) y 1 es raíz del polinomio unitario f (T) = 
= det (TE — A). Hemos demostrado, que el elemento t € K es entero 
si, y sólo si, el subanillo Z [t] © K es Z-módulo de tipo finito. 

TEOREMA 3. Los elementos enteros del anillo K, forman en K un 
subanillo. 
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DEMOSTRACION. Sean u, vEK, elementos enteros. Entonces, 
Ziu,v]=, A Zulvi es Z-módulo de tipo finito. Como Z es un 
Sn, ¡Gm 
anillo de ideales principales, el corolario del teorema 2 (o una com- 
probación inmediata) muestra, que los submódulos Z fu — vl, 
% [uv] también son Z-módulos de tipo finito. De acuerdo con el 
criterio expuesto más arriba, los elementos u — v, ww, deben ser 
enteros. 

psempto. La raíz e de cualquier potencia de 1 es, evidentemente, 
un número algebraico ontero. Según el teorema 3. las combinaciones 
lineales de números enteros de las raíces de 1 también serán números 
algobraicos enteros. En particular (véase la demostración do la 
proposición del $ 4, cap. 8), los valores o (g), g EG, del carácter 
Yo de cualquier representación lineal ®© sobre © del grupo finilo G, son 
números algebraicos enteros. 

4. Sucesiones unimodulares de polinomios. Sea K = PIX.. 
+, Xal un anillo de polinomios de n variables sobre el campo P. 
La sucesión [fn <- fai de r polinomios f, € K se denomina unimo- 
dular, si Kfi + Kfs +.. - + Kf, = K, es decir, 

ufi + Usf +- H Uh A () 


para ciertos uy E€ K, 4 <i <r. Sea, luego, V un módulo de tipo 
finito sobre K. En relación con ciertas cuestiones delicadas de la 
eometría algebraica, el matemático francés J. P. Serre (año 1955) 
formuló la hipótesis: 

(V o K= K) V [l Kt, 
a la que se le otorgó la siguiente forma elegante: «toda relación (1) 
puede ser escrita en forma de igualdad 


h h 
Un uzg (2) 
Ur Ur 


para los u;¿ € K adecuados». 

Esta afirmación, pese a su aparente sencillez, fue demostrada 
recién en el año 1976, en forma independiente por A. A. Suslin (URSS) 
y D. Quillen (EE.UU.), aunque el caso particular » = 1 se le adju- 
dica a Ch. Hermite (1848). El caso general es más justo. 

TEOREMA 4. Sean, Gy, Gs, » - «> Gp (r >2) los elementos distintos 
de cero del anillo K de los ideales principales, y d = m.c.d. (ay, +, 

a). Entonces, existe la matriz A € M, (K) cuya primera fila 
es (ar, da, - - + 4s) y su det A = d. 

DEMOSTRACION. Nos basamos en los resultados, formulados al final 

del p. 1 del $ 2. Para r = 2, escribiendo d en forma d = ut, + 
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+... +u, conu; € K, inmediatamente hallamos la matriz 
requorida: 
aje] 
Sus Uy 
Utilizando ahora la inducción con respecto a r, representamos a d' = 
= m.c.d. (03, ..., ar) (on la forma d' = det A”, donde A’ € 
€ M,-ı (K) es una matriz con primera fila (0y,. .., 47.1). Como 


d=m.c.d. (d', u,), entonces, d' =ud' — va, Introducimos la 
matriz 


De primera fila de la matriz A € M, (K) sirve (ay, as, ..., 07). 
epa el det A por los elementos de la última columna, 
allamos 


det A = u det A’ + (—4)"*la, det A” = ud' + a, ( -1)"*1 dot A”, (3) 


donde A” es la matriz que se obtiene de A eliminado en ésta la pri- 
mera fila y la última columna. 

Por otra parte, si se multiplica la primera fila de la matriz A” 
por —v, y se coloca el producto en el último lugar en A”, conservan- 
do el orden de las restantes filas (lo que se logra mediante permuta- 
ciones sucesivas), entonces se obtiene la matriz A””, que aparece en 
el caso en que multiplicamos la última fila de A” por d'. Esto significa 
que, 

d' det A” = det A” = (A) v det A” = (4) vd”. 
Reemplazamos con esta expresión en la relación obtenida de (3) 
al multiplicar ambos miembros de ella por d': 

d det A = u (d')? + a, (A) d det A” = 

u (da, (499 (4) d'v = d' (ud' + va,), 

y, simplificando d', llegamos a la representación requerida 
d=ud + va, =detA. Py 

Para n > 1 la idea fundamental consiste en el estudio de la acción 
del grupo GL (r, P [X,, . . ., X-1)) en el conjunto de las sucesiones 
unimodulares y en los razonamientos que utilizan la inducción se- 
gún n. La demostración puede encontrarse en el artículo original 
(Cyexmu A. A., IpoekTHBHHE MOAY1IM HA] KONDOM MEOTO1ICHOB CBO- 
omms, MAH CCCP, 229, N5 (1976), 1063-1066) (Suslin A. A., 
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Módulos proyectivos libres sobre el anillo de los polinomios) o por la 
intervención en el seminario de N. Bourbaki (Ferrand D., Sém. 
N. Bourbaki, 28 ème année, 1975/76, Juin 1976). La exposición 
es muy sencilla. Acerca de las dificultades para lograr esta demos- 
tración, se puede juzgar por una intervención anterior en el semina- 
rio de N. Bourbaki (Bass H., N. Bourbaki, 26 ème année, 1973/74, 
Juin, 1974). En la literatura indicada se encuentran planteos de 
problemas no resueltos. Todo este círculo de cuestiones es muy inte- 
resante para las discusiones en los seminarios especializados. 
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1. Definición y ejemplos de álgebras. Hasta ahora no dimos gran 
importancia al hecho de que casi todos los anillos que conocemos 
tienen a un mismo tiempo estructura de espacio vectorial sobre un 
campo. 

DEFINICION. Se llama álgebra (o álgebra lineal) sobre el campo P, 
al par constituido por el anillo (A, -+, +) y el espacio vectorial A 
sobre P (el conjunto básico A del anillo y el espacio vectorial, es lo 
mismo; también son idénticas las operaciones de suma + y el ele- 
mento nulo 0). Además, 


A (zy) = (àz) y == (y) 


para todo À € P, x, y € A. El álgebra se llama asociativa, si es aso- 
ciativo el anillo (A, +, +). La dimensión del espacio vectorial A 
sobre P, también se llama dimensión del álgebra A. 

A las álgebras se trasladan, con puntualizaciones insignifican- 
tes, los principales conceptos de la teoría de anillos, Así, se consi- 
dera subálgebra del álgebra A, cualquier subanillo B= A, que sea 
a un mismo tiempo ubespacio del espacio vectorial A. Si T es un 
subconjunto en A, entonces, la subálgobra P [7] engendrada por él, 
es la intersección de todas las subálgebras en A, contenedoras de 7. 
Análogamente se definen los ideales y las úlgebras cocientes respecto 
a ellos. De homomorfismos de álgebras sirven los homomorfismos de 
anillos que, a un mismo tiempo, son aplicaciones P-lineales. 

El centro Z (A) del álgebra asociativa A se define como el conjunto 
de todos los elementos a € A, permutados con cada elemento de A: 
a EZ (A) <> az = za, Yz € A. Evidentemente, (a — a') z = az — 
— a'z = za — za' = z (a — a'), (aa') z = a (a'z) = a (za') = 
= (az) a' = z (aa'), (ìa) z = X (az) = À (za) = z (ìa), para todos 
los a, a' EZ (A), A € P. Por eso, el centro Z (4) es subálgebra en A. 
La igualdad Z (4) = A tiene lugar si, y sólo si, A es un álgebra con- 
mutativa. 

Si A es un álgebra asociativa con unidad 1, entonces, inmediata- 
mente se comprueba, que A+1 € Z (A), además, la correspondencia 
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Ar» h-t, VA € P, determina la aplicación monomorfa de P en A. 
En este sentido, se puede entender como álgebra A, el anillo A junto 
con ol subcampo separado, contenido en el centro Z (4). 

Pongamos algunos ejemplos de álgebras. 

1) La ampliación F> P de grado finito [F : Pl del campo P 
es, evidentomente, un álgebra asociativa y conmutativa (con uni- 
dad) de dimensión finita dimp F = [F : PI. Hemos utilizado ya 
este hecho en el $ 1. 

2) El anillo de los polinomios K = P [X,, ..., Xn} con coefi- 
cientes en el campo P tiene la estructura natural de un álgebra aso- 
ciativa, mutativa, infinitadimonsional, sobre el campo P. Obser- 


vemos, que 
K=K,®K,®K:®... 


es la suma directa de subespacios vectoriales finitodimensionales Km 
de polinomios homogéneos de grado m (K, = P), siendo K¡K¡= 
© Ki4p Las úlgobros de tipo semejante, se llaman graduadas. 

3) El álgobra conmutativa Xe (G) con unidad %,, engondrada 
sobre C por todos los caracteres del grupo finito G, tiene la dimen- 
sión r, igual al número de clases do los elementos conjugados en G 
(teorema 2, $ 7, cap. 8). 

4) El anillo M, (P) de las matrices cuadradas de orden n con 
coeficientes en el campo P, es un álgebra de dimensión n* sobre P, 
Los elementos básicos {E |i, j =1, 2,..., n} del álgebra 
Mn (P) se multiplican de acuerdo con la rogla EmEy = ônEsy. 
De acuerdo con el leorema 3, $ 3, cap. 2, el centro Z (M, (P)) = 
= E) =P. 

El álgebra asociativa A con unidad, se denomina simple central 
sobre el campo P, si Z (4) =P y en A no hay ideales por ambos la- 
dos, distintos de Ù y A. 

PROPOSICIÓN 1. M, (P) es un álgebra central simple. 

Sea J un ideal en M, (P) diferente del nulo, y sea 


0%a=D aj Ei ES. 


Si an 30, entonces, Est = akl Es ‘a -E1 ES para cualesquiera 
To Jia n y, por lo tanto, J = Ma 

Una afirmación análoga es legítima para el álgebra matricial 
completa M,, (D) sobre el cuerpo arbitrario D. El extraordinariamen- 
te importante teorema de Vedderbarn (en un contexto más amplio, 
teorema de Vedderbarn—Artin) enuncia que, recíprocamente, todo 
álgebra simple, asociativa y finitadimensional sobre el campo P, es 
isomorja a M, (D), donde el número natural n está determinado unfvoca- 
mente, y el cuerpo D (que es un álgebra de dimensión finita sobre P) con 
exactitud hasla el isomorfismo. 

El álgebra matricial M, (P) posee también la propiedad univer- 
sal siguiente. 
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PROPOSICION 2. Todo álgebra asociativa n-dimensional A, sobre el 
campo P, es isomorfa a cierta subálgebra en My (P), donde k < n + 1. 

DEMOSTRACION. Consideraremos que Á es un álgebra con 1 y la 
incluimos en M, (P). Con este fin, a cada elemento a € A le pone- 
mos en correspondencia el operador lineal La: => az en el espac 
vectorial A. La linealidad de La es consecuencia de la bilinealidad 
de la operación de multiplicación en A. Como, evidentemento, 
Lra =MLa Loro = La + Lo Lay = Laly (lasociatividadi) y 
Lı = €, entonces, la aplicación ip: a —> La es un homomorfismo. 
Su inyectividad se asegura debido a la existencia del elemento unidad: 
ax0>£,¿1=a1l=a, La 40. 

Soa ahora A un álgobra sin unidad. Incluyamos en la considera- 
ción el espacio vectorial A = P ® A y definemos sobre el mismo la 
multiplicación, haciendo (À, a) (4, a) = (4, aa' + ha! +0). 
Se comprueba fácilmente, que con esta ley de multiplic 
sulta álgebra sobre P con elemento unitario (1, 0). 


Como dimp À = dimp Ñ + 1 — n + 4, entonces, el rozamiento 


anterior permite incluir A, y, conjuntamente, A on My41 (P)- 

No es difícil observar una similitud total en las demostraciones de 
la proposición 2 y del teorema de Cayley para los grupos finitos. En 
ambos casos se utiliza una representación regular. En forma más ge- 
neral, se entiende como representación del álgebra A sobre P, cualquier 
homomorfismo A —>»% (V) = Ends (V), donde P>P es cierta 
ampliación dol campo P. En otras palabras, el espacio vectorial 
V sobre F es abastecido de una estructura de 4-módulo por la izquier- 
da, en el sentido de las definiciones del $ 3, además, 


n Á ro- 


(ajo = z- (y), YREP, s EA, VEV. 


Eligiendo en V alguna base, llegaremos, como en el caso de los gru- 
pos, a la reprosentación matricial A —= M, (F), donde r = dim» (V). 

2. Algebras con división (cuerpos). Como muestra el teorema de 
Vedderbarn, formulado más arriba, el estudio de las álgebras con 
división es una parte constitutiva importante de la teoría estructural 
general de las álgebras asociativas. El lema de Schur (proposición 3, 
$ 3) también confirma esta consideración. Antes de exponer algunos 
resultados sobre las álgebras con división, nos detenemos en una 
afirmación auxiliar. 

PROPOSICION 3. En el álgebra asociativa A (con elemento unidad 1) 
de dimensión n sobre el campo P, cada elemento a€ A es raíz del poli- 
nomio fa€P ÍX] de grado< n. El elemento «EA os invertible con 
exactitud, cuando fa (0) + (0). Si en A no hay divisores de cero, en- 
tonces, A es un álgebra con divi Si el campo P es algebralcamente 
cerrado, entonces, n = 1, A =P, 
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DEMOSTRACION. En virtud de que A es finitadimensional, los 
elementos 1, a, a?, ... no pueden ser todos linealmente indepen- 
dientes sobre P. Por lo tanto, existe un polinomio unitario fa (X) = 
=X"+aXmi+...+0am=0 del menor grado m< n, con 
coeficientes a; € P, tal, que fa (a) =0. Si æm +0, entonces, la 
relación fa (a) = O, reescrita en la forma [ — am (a7=* + 0107-24 
+... + Gm-)] a = 1, muestra, que a es un elemento invertible. 
Recíprocamente, supongamos, que a € A no es divisor de cero, pero 
Om = 0. Entonces, 

(e A A AA E H 
Cm 
lo que contradice la minimalidad de fẹ (X). En consecuencia, am 7£ 
E 0. En particular, todos los elementos en A, que no son divisores 
de cero, son invertibles. 

Si el campo P es algebraicamente cerrado, entonces, fa (X) = 
= (X — 6). . . (X — cm), c1€ P, de donde, (a — ci) b = 0, b= 
= (a — c,) . . (a — Cm) 7 0. La ausencia de divisores de cero en 
A deja una sola posibilidad: m = 1 y a —c, = 0, a = c,€P. Como 
esto es cierto para cualquier elemento a€ A, entonces, A = P. 

Vemos, que las propiedades de las álgebras con división depen- 
den fundamentalmente del campo básico P. Naturalmente, en todo 
tiempo las álgebras con división sobre el campo de los números reales 
R despertaron un interés especial. La existencia del campo © = 
= R + i R daba motivo para la búsqueda de otros « sistemas hiper- 
complejos ». Estas búsquedas culminaron triunfalmente en el año 
ll cuando Hamilton formuló su famosa álgebra de cuaterniones 
reales. 


ErembLo tálgebrajide los cuaterniones H). Formalmente, — ¡7 
H=RA IRE RRR, 
don “e å, j, kjyson magnitudes que se multiplican de acuerdo, con fa regla 
Mol [= i, ij=k=—ji, jk=i=-—kjik ki = ¡<= | ik. 
El elemento z = æo + ayi + aj -+ @sk E H se llama cuaternión. Se compruoba, 


inmediatamente, que H es un Álgebra asociativa con centro Z (H) = R. Pero, 
es más conveniente examinar primero el modelo del álgebra H-comjunto € 


| 


El ejercicio elemental de las operaciones con matrices muestra que ® (H) es 
un anillo con división. Un ejercicio análogo se analizó en el i 4, cap. 5 cuando 
80 introdujo el campo €. Sólo es necesario recorda: qee la multiplicación O (H) 
ho es conmutatiya. Do acuerdo con las reglas de cálculo de la matriz inversa 


-+| ER 
Boal? 


a b 
o wef g ahate c} Em) 


a bl 


a 
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donde 


ab 


¿=det =03+bb (+60 cuando a Æ Ù ó b Æ 0). 


-5 a 


A propósito, de aquí se deduce, que el grupo multiplicativo D (H)* = DN (O) 
contiene un subgrupo, isomorío a SU (2) (véase $ 1, cap. 7). 


Haciondo 
10 t o 014 _ pea 
E H E OA ES RR E 


observamos, que 


q = goi $20 0190 = da = aa 2% = MA 
= —9ud 9391 = la = —01990 

So comprendo, que la aplicación D : H > O (H), definida por la relación 

4 go, ir> qu $ re das k 1> ga, es una representación bidimensional sobre C 
del álgebra de los cuatorniones H. Con esto, al cuatornión z lo corresponde la 
matriz 


, 


W= 


b 
s al e aa s 


donde a = z + im, b = a, + lay, i =y Las unidades cuaterniones 
i, j, k, engendran en H* el grupo, conocido por nosotros de los cuaterniones 
Qa, do ordon 8, yla limitación ® | q, nos brinda su representación bidimensional 
irreducible (véase el final del $ 3, cap. 7 

Para cada cuatornión z = o + Gi -+ aj + gak está definido ol cuator- 
móa conjugado 2* = o — aë — mj — ask (análogo dol número complejo 
conjugado). 

La Sois de conjugación tionolas evidentes propiodades siguientes: 


ey + yo A ds T 


zos un "cuatorniónzepuramente imaginario». El producto zz* = N (z) so 
e a romaiciñtón z. Con ayuda de la correspondencia (D se haco inme- 
diatamente claro, que E = y*z* y N (zy) = N (*)N (y), además, N (2) = 
= det 0 (2) = a] + ath aj + abe 


El lugar ocupado por los cuaterniones, se revela bien por el teo- 
rema siguiente de Frobenius. Sobre el campo R existen solamente tres 
álgebras asociativas finitadimensionales con división: R, C y H. Para 
la demostración (en la que no nos detendremos) es esencial, que el 
polinomio mínimo fs (X) de cualquier elemento) s+ t€ R del álgebra 
con división D sobre R debe ser cuadrático (véase la proposición 3 
y el teorema 1, $ 4, cap. 6). 

Hace relativamente poco, en base a razonamientos tupológicos 
profundos, fue demostrado, que sobre R todo álgebra finitadimensio- 
nal con división (no necesariamente asociativa) tiene una dimensión 1, 
2, 4 u 8. Todas las posibilidades se realizan. 

Hace más de 70 años, un buen resultado sobre cuerpos finitos fuo 
obtenido por Vedderbarn, el mismo tiene un significado fundamental 
para la geomotría. Este teorema, directamente relacionado con el 
contenido del $ 1, lo demostraremos ahora. 
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TEORBMA 1 (Vedderbarn). Cada anillo finito asociativo con div 
es conmutativo, 

DEMOSTRACION, Sea D un anillo finito con división, Z su centro. 
Evidentemente, Z es un campo y D un espacio vectorial de dimensio- 
nes finitas sobre Z: 


= Ze, 4 Ze, 4}... Zen 


De acuerdo con los resultados del $ 1, Z =F, para cierto g = p", 
así que |D | = q". Sea, luego, z € DNZ. Los elementos permutados 
con x forman el conjunto C (z) = (y € D | yz = zy}, cerrado con 
respecto a las operaciones de suma y multiplicación. Con otras pala- 
bras, C (x) es una subálgebra con división en D, contenedora de 
Si q“ es el número de elementos en € (2), entonces, d = d (z) es divi- 
sor de n, d < n, por cuanto, interpretando D como espacio vectorial 
por la izquierda 


D=C()A+...+C af 


sobre C (2), tenemos q" = |C (2) F = g*". Observemos ahora, que 
Z* es el contro del grupo multiplicativo D*, y que (q" —1)/(qf — 1) = 
= (D* : C (2)*) es el número de elementos conjugados con x en D*. 
Por eso, la fórmula (2), $ 2, cap. 7, toma la forma 


P= 1 =(01)4 Y 2 
A 


an 
dar (+) 
donde d recorre cierto conjunto de divisores de n, menores que n. 
Las propiedades del polinomio circular ®,„ (X), establecidas en el 
$ 1, muestran (véase el ejercicio 6, $ 1), que el número entero O, (q) 
divido tanto g” — 1, como también (9” — 1)/(gf — 4), para d |n, 
d< n. En este caso, según (+), On (g) | (q — 1), y esto implica la 
igualdad n = 1 (véase el ejercicio 7, $ 1) y por lo tanto, la conmu- 
tatividad D =Z. 

3. Algebras grupales y módulos sobre ellas. En relación con la 
representación regular del grupo finito G en el $ 1, del cap. 8 se in- 
trodujo un espacio vectorial (e, |g €G)x sobre el campo K, Transfor- 
mamos ahora al mismo en K-álgebra, haciendo ege, = egn y exten- 
diendo esta regla respecto a la linealidad, a los « vectores » arbitra- 
rios jages, dy € K. Para simplificar, habitualmente se reemplaza la 
escritura de e, por g y se examina el conjunto X [G] de todas las sumas 
formales posibles Yja,g, a € K. Por definición, Dasg = Ef¿£, > 
<> dy = Pg VEG. Las operaciones sobre las sumas formales 


Dase + 2 Be=2 (Ce +P) Es 
2 (D agg) = 2 dagg, 
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(Qu) (X Bah) = 2) cafrgh = Evu 


donde y. = Y) apg u 
z 
dan en K [G] una estructura de álgebra asociativa. Es aceptado deno- 
minar K {G} álgebra grupal del grupo finito G sobre el campo K. Los 
elementos básicos del espacio K [G] sirven de sumas formales 1-g, 
g €G, identificables con los elementos g €G; dimy K IG] = [G |. 
Así pues, el grupo G se considera incluido en el álgebra K [G]. El 
elemento unidad e€ G es unidad en K [G]. En el caso cuando K 
es anillo asociativo conmutativo con unidad, se obtiene el anillo 
grupal K 1G] del grupo G sobre K. 
Además, una estructura análoga es aplicabłe al grupo arbitrario 
G, no necesariamente finito, si se conviene en considerar solamente 
la suma Zægg con un número finito de coeficientes distintos de cero. 
Es también cómodo, interpretar a A = Zag como una función en 
el grupo G (con valores A (g) = œg en K), igual a cero en casi todos 
los lugares (o sea, con nn número finito de valores diferentes de cero), 
Con esto, a las fórmulas (1) les responden las operaciones de suma 
corrientes 


(1) 


(4, +42) (g) = A, (8) +4, (8) 
y el paquete de funciones 
Ay=Ay+ Ag As (u) =} Ay (8) Aa (87'u). 


La teoría de los anillos grupales, es una extensa parte del álgebra, 
que tiene problemática propia, pero, para nosotros, K [G] es sólo 
una ilustración de conceptos generales, introducidos en los últimos 


dos capítulos. 

TEOREMA 2. Existe correspondencia biunívoca entre los K IG- 
módulos, que son subespacios vectoriales de dimensiones finitas sobre el 
campo K, y las representaciones lineales del grupo G. 

DEMOSTRACION. Sea ((, V) una representación del grupo G. Con- 
tinuamos O respecto a la linealidad en los elementos de K [G), de- 


finiendo 7 
Õ (F aeg) =2 040 (8), 


(Z asg)ov=E a(g) v, WEV. 


La operación o introduce en V la estructura K {G] — módulo en la 
acepción corriente de esta palabra. Observemos, que 


(X agg) (10)=2 2,0 (8) (0) = D a (8) v = 
=D a0 (g) 0) =A (X 28) ev), 


y hacemos 
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a sea, la multiplicación por escalares en Y y en K [G] están coordi- 


nadas. El par (Ñ, V) es natural denominarlo representante lineal 
del álgebra K [G]. 

Recíprocamente, si V es un espacio voctorial sobre K, que resulta 
ser módulo sobre X [G] con la operación (Jagg, V) 1> (Dayg)ov, 
entoncos, haciendo 


Õ (X ag) v = (X asg) ov, 
definimos el homomorfismo D:K [G] —» Endy (V) (0 sea, la repre» 


sentación del álgebra K [G]), cuya limitación ® =Ú | o sobre G, 
nos brinda la representación del grupo G. 

En correspondencia con el teorema 1, el espacio de la representa- 
ción V del grupo G frecuentemente es llamado módulo de la represen- 
tación dol grupo G o, brevemente, G-módulo. Cambios terminológicos 
correspondientes, afectan a otros conceptos de la teoría de represen- 
taciones. 

Sean, luego, G un grupo finito, K = C, el campo de los números 
complejos. De acuerdo con los resultados del cap. 8, cada G-módulo 
irreducible sobro € (o sea, C [G] = módulo) con carácter %ı isomorto 
a cierto ideal por la izquierda J; del álgebra € [Gl (véase, en rola- 
ción con esto. el ejemplo 4, $ 3). Si dim g J: = nı, entonces, € [G] 
contiene la suma directa Ar = Ji, 1D... Ji, n de nı ideales 
por la izquierda, de C [Gl-isomorfos Jı = J1,1. Eligiendo un repre- 
sentante J; en cada clase de ideales isomoríos por la izquerda, 
podemos escribir la descomposición 

C [G] =4,04.0... DAr, (2) 
correspondiente a la descomposición de la representación regular del 
grupo G. Observemos, que cada uno de los componentes A; está 
determinado unívocamente. 

Si ahora J es el ideal mínimo por la izquierda del álgebra C [G] 
y t EC [G], entonces, Jt también es un ideal mínimo por la izquierda 
(posiblemente, nulo). Por lo tanto, la aplicación q: J —Jt, defi- 
nida porla relación v — vt (v€ J), o es nula, o bien C [G] — isomor- 
fismo, por cuanto zv€ J para cualquier zEC [G] y q (zv) = (zv) t = 
= z (vt) = xp (v). Por esta causa, J c A: => Jt Œ An WEEC [G], 
y, en consecuencia, As es un ideal por ambos lados en C [G]. La des- 
composición (2) es directa, así que 

i2j> AAA cA NA =0. 

Nos dispouemos a obtener una información más exacta sobre la 
descomposición (2), apoyándonos en la teoría de caracteres, desarro- 
llada en el cap. 8. Primeramente, hallemos el centro. Z (C [G]) del 
álgebra grupal C [G]. Por definición, à 

z EZ (C [G]) <> 2g = gz, Yg € G. 
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Si z= J) yah, entonces, 
REG 
Y vent =g (2 Yah) = (X vrh) g= X Vits 
15d a a A 
de donde, ygi = Vig- VIEG. Haciendo t= gh, obtendremos 


Yh = Yet. Ésto significa, que 
Z (C IGI) = (21, 2, - - -+ 27) ©, 


donde 
a=) 8 i=1,2,..., 1 (3) 
aeaf 
(81, Ea» - » -» Er, SON representantes de las clases de elementos conju- 
gados del grupo G). Se entiende, que Z;, Za, . . ., 2,, Son elementos 


linealmente independientes y, por lo tanto, dimg Z (C [G)) = r. 

A cada elemento a € A ¿Je ponemos en correspondiencia el opera- 
dor lineal Z®, que opera en el ideal mínimo por la izquierda J; = 
= Ji, según la regla LO (v) = av, v€ Jı. Como, evidentemente, 
L = ALO, LA, = LO + LP, LP = LOLP entonces, q; a 
> LÐ es homomorfismo del álgebra A; en el álgebra de los endomor- 
fismos Endc J; œ Mn, (C). Supongamos, que 0 a € Ker q, 0 sea, 
aJ; = 0. Todos los ideales por la izquierda J,.y son C IG} — iso- 
morfos, y, si qy: Jı —>J,, ; es un isomorfismo, entonces, 

a Jng = aqy (Ji) = aq, (eJ) = qy (a-eJ) = qy (0) = 0. 

En consecuencia, aA; = aJi +... +aJnni = 0, y en tal caso, 
también a C [G] = 0, por cuanto a€ A:=> aA; =0 para todo 
j = i. Sin embargo, ae=ú æ 0. La contradicción obtenida muestra, 
que Ker p = 0. Por lo tanto, «pes un monom orfismo, y, como 


dim A; = n} = dim M,, (C), entonces, A1 E Mn, (C). Tomando en 
cuenta la proposición 2, llegamos al teorema siguiente sobre la 
conformación del álgebra € ÍG]. 

TEOREMA 3. El álgebra grupal C [G] del grupo finito G sobre el 
campo de los números complejos © se descompone enuna suma directa 
(2) de ideales simples por ambos lados, isomorfos a las álgebras matriciales 
completas: 

C [G] ® Mn, (0)9 Ma, (©) @ .. -® Mar (0). 
En particular, el álgebra grupal de un grupo abeliano de orden n sobre 
C es isomorfa a la suma directa de r ejemplares del campo C. M 

COROLARIO. (teorema de Bernsaid). Sea Ø una representación ma- 
tricial irreducible de grado n sobre C, del grupo finito G. Entonces, en- 
tre las matrices Dg, g EG, se tienen n? linealmente independientes, o sea, 
(Ds IgE Gc = Ma ©. M 

La conformación del centro Z (C [G]) como una subálgebra con- 
mutativa en C [G] se determina totalmente con las constantes estruc- 
3/2 271—0892 
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turales, que son los números enteros n de las relaciones 


212= 2, Mita. (C) 
Teniendo en cuenta la expresión (3) para las z;, es fácil comprender, 
que nX es el número de pares (g,}), g € g%, REg$, para los cuales gh = 


= gr. 
Tomemos en Z (C) [G]) otra base 


e LR E aerer 2% (e 1<is<r. 5) 


Aquí, al igual que en el $5, cap. 8, %ı s fr son los caracteres de 
las representaciones irroducibles; my, . . ., m,, sus grados. El' paso 
contrario se realiza por laYfórmula 


a= 1 e, 
det 
Para convencerse de esto, es necesario utilizar la relación (4), $5, 
cap. 8. Esta relación muestra, que 


Ë 
IAS De Duone = 
tal ges i sEG 


=r 11 Cole) =e 


Luego, empleando la relación generalizada de ortogonalidad del 
ejercicio 1, $ 4,' cap. 8, hallamos 


ar UD 
Eco 


$, m 
= Ter A D u Mite byen 


De oste modo, los elomentos centrales ez, calculados por la fórmula 
(5), satisfacen las rolaciones 
e=e+e...+e (6) 
d=e, ee =0, itj 
y se llaman, por esta razón (y por tradición), idempotentes ortogona- 


les centrales del álgebra grupal C [G]. La relación e = e, +... 
. «+ e, es la condición para que este sistema resulte completo. 


s4 ALGEBRAS SOBRE UN CAMPO 449 


Haciendo B; = e: C [G], revelamos inmediatamente, que B; es un 
ideal por ambos lados en © [G] con elemento unidad ¢;, y que tiene 
lugar la descomposición en la suma directa 


C [G] = B,0B,0 ...0B.. (1) 
De (5) se deduce inmediatamente, que 


y (e) =n IET J, xe (8) x3 (8) = nbis 
z 


Por eso, B; contiene el ideal mínimo por la izquierda J T Ay, que 
responde al carácter xi. Como A; y By son ideales por ambos lados, 
entonces, A; c Bı. Comparando las descomposiciones (2) y (7), con- 
cluimos, que A; = B;. Y bien, ha quedado demostrada una variante 
más perfecta del teorema 3. 

TEOREMA 4. Los elementos e; 1< ¿< r, calculados según la fór- 
mula (5), generan un sistema completo de idempotentes ortogonales 
centrales del álgebra grupal © [Gl del grupo finito G. El componente 
primo eC Í1G) de la descomposición directa 


C 16] = «¡€ (Glge,C I6le .. ee,C [G], 


es isomorjo al álgebra matricial completa Mn, (C), y contiene todos los 
ideales mínimos por la izquierda, que responden al carácter y4. $] 
Toda la teoría de representaciones de grupos se puede desarrollar 
a partir del teorema de Vedderbarn-Artin (véaso el p. 1) y de la teo- 
ría estructural general de las álgebras grupales (su conclusión final 
para los grupos finitos se formuló en el teorema 3). Hemos ido en sen- 
tido opuesto, apoyándonos, en esencia, sólo en el lema de Schur. 
Por último, demostremos una afirmación útil sobre los grados de 


las representaciones. 
TEOREMA 5. El grado n de la representación irreducible (V, V) sobre 


C del grupo finito G, divide el orden |G | . 


DEMOSTRACION. Sea VD la representación correspondiente al álgebra 
grupal € IG]. _ Según el lema de Schur (proposición 3, § 3), el ope- 


rador lineal O (zı) es permutable con todos los ® (g), gEG, y, por 
eso, pertenece a Endero) (V), y debe ser múltiplo del operador uni- 


dad: D (zı) = w:8. Tenemos 
no =tr o8 = tr Õ (2;) = D tr O (8f) = | 8f | xo (£), 
de donde 


Lef Iro (E) 
E 


279 
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Empleando Õ en las relaciones (4), obtenemos, 
Sa 
00= Y) nop. 
a 


Por lo tanto, Z lw;l es submódulo del Z - módulo Z lo,,. . ., o] 
de tipo finito y, de acuerdo con los resultados del punto 3, $ 3, 1 


es un número algebraico entero, Según los mismos resultados 


IEL- LL o wojo = t Y xole) T00) = 


=i 5 18 1:10(8070(6)= 3 oxo E) 
i=l 


es un número algebraico entero. En consecuencia, LSL ez, Y 


4, Algebras no asociativas. Sea A un álgebra cualquiera (o sea, 
ho necesariamente asociativa) de dimensión arbitraria sobre el campo 
P. A cada tres elementos z, y, 2€ A les ponemos en correspondencia 
la expresión (x, y, z) = (zy) z — x (yz) denominada asociador de los 
mismos. En dependencia de las relaciones idénticas, que vinculan a 
los asociadoros o a otras expresionos, se obtienen distintos tipos 
(0, como también se dice, clases primitivas, diversidades) de álgebras. 
Sirven de ejemplos 

4) las álgebras asociativas: (a, y, 2) = 0; 

2) las álgebras elásticas: (2, y, 2) = 

3) las álgebras alternativas: (x, x, y) 

4) las álgebras de Jordan: (z, y, 2%) = 0; o. 

Por este camino axiomático es posible, evidentemente, andar 
ilimitadamento. Es notable, sin embargo, que muchas clases de 
álgebras no asociativas aparecieron de un modo natural en ramas 
lejanas del álgebra como ciencia. En calidad de ejemplos más ilus- 
trativos corresponde nombrar las álgebras de Jordan que llegaron 
a las matemáticas de la mecánica cuántica (de la física de Jordan), 
y las álgobras de Lie, utilizadas incialmente en forma exclusiva 
para la descripción (en determinadas condiciones) de la estructura 
local de los grupos topológicos (Sofus Lie, matemático del siglo 
XIX). Sobre las álgebras de Lie se hicieron menciones breves en las 
páginas del libro, por eso a ellas les destiínamos un lugar aparte. 

En el álgebra de Lie L sobre el campo P, el producto de los ele- 
mentos z, y € L se acostumbra anotarlo [zry]. Por definición de las 
álgebras de Lie, la operación bilinea) (z, y) [zy] satisface dos con- 
diciones: 

(i) lez] = 0 (lzy] = — lyzl es anticonmutatividad); 

Gi) teul z) + (uzl al + Uzzi yl = O, (identidad de Jacobi). 
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EJEMPLO 1. Sea A un álgebra asociativa sobre el campo P. En el campo 
vectorial A damos una estructura de álgebra de Lie L (A), haciendo [ry]= 
= zy — yz. Es claro, que [zr] = 0. Luego, 


ls = (zy — y2) 2 — 2 (2y — yz) = 292 — yzi — azy +r, 
jll =] q ) z — 2 (yz — zy) = yat — Iys — 242 + 229, 
izz] y) = (x — z2) y — y (3x — 12) = zzy — 22) — yor + yzz, 


como resultado de una suma sencilla obtenemos la identidud do Jacobi, 

Sea, en particular, A = Endp (V) = £ (V), el álgabra de todos 
los operadores lineales del espacio vectorial finitodimensional V 
sobre P. Cualquier homomorfismo q: L— L (3 (V))) se llama repre- 
sentación del álgebra de Lie L. El espacio de representaciones V 
también se denomina L-módulo (o módulo sobre el álgebra de Lie L). 
Formalmente, el L-módulo se da mediante tres axiomas: 

(14) z (au + Bo) = aru + fan, 
(L2) (ax + By) v= azv + yo; 
(L3) fayl v = z (yv) — y (20). 

EJEMPLO 2. So larna diferenciación del álgebra arbitraria K (no necesaria 
mente asociativa) sobre el campo P, la diferenciación 2 del anillo X (véase 
la definición en el p. 3, $1, cap. permntáble con la operación de una cons- 
tante de P: D (la) = AE P, a€ K. El ejemplo 1 y ol ejercicio 8, 
$ 1, cap. 6 muestran, que la multiplicación [2,7,1=3,22 — 2,2, propor- 
ciona al conjunto Der (K), que es un espacio vectorial sobre P, estructura de 


álgebra de Lío. Si, en particular, K = P [X] es un álgebra do los polinomios, 
entonces, Der (K) está compuesto do las diforonciaciones Z, u € X que Operan 


de acuerdo con la regla: 2, ()=u -p= Por definición: 12,2) () = 

= Dy (Di) — Lo (Lab = Zu (O) Zo (al = u (OY — v (uy (+ 

+5 e A A; e «por consiguiente, TaS = Dupre 

y vemos, que el álgebra Der (X) es isomorfa al álgebra infinitadimonsional de 

Le ur 1 esa el pacio bese K Ja multiplicación (uv) = uv, — wv. Hacleno 

do Kuy = (Xi*)E, obtenemos Ía descomposición do K en la suma directa 
K= Kia 0 Kio t Ka O Kaa ren 


jue tiene la propiedad del álgebra graduada de Lie: | Kep) Ki 
Miño" con el destplo a dalyan Py E lbebra de Lio (A0 | D 


isimétricas con traza nula Kp Ka, Ka, cons- 
truidas en el ejercicio 3, $4, cap. 7, respecto al grupo SU (2), satisfacen las 


relaciones 
IKiKal = Kg, [KK] = Ki [KaK] = Ko 


ue repiten con exactitud la regla del producto vectorial de vectores en R3 
WR, = K,K, — K:Ks que son «conmutadores» de las matrices on Ma (C); 
véase el ejemplo 1). Por eso, el espacio real tridimensional (Ky, Ky Kg). 
está dotado de la estructura del álgebra de Lie. 


De la teoría general de representaciones de grupos compactos se 
deduce, que entre las representaciones irreducibles del grnpo SU (2) 
y sus álgebras de Lie su (2) = (K,, Ko, Ka)n se tiene corresponden- 
cia biunívoca. Esto se puede comprender intuitivamente, tomando en 
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cuenta Ja continuidad de la representación del grupo y examinando 
en la envoltura lineal de los operadores © (g;) (donde g; es un 
elemento dependiente de un modo diferenciable del + € R del grupo 


SU (2); go = e) ol operador lineal lím-0 (g;), ya contenido en el 
1-0 


álgebra su (2). A fin de confirmar el listado completo de las repre- 
sentaciones irreducibles del grupo SU (2), que fueron obtenidas en el 
$ 6, cap. 8, nos es necesario convencernos de que, para cualquier r 
natural se tiene, con exactitud hasta el isomorfismo, exactamente un 
su (2)-módulo irreducible de dimensión n sobre C. Con este fin, es 
cómodo pasar desde el principio del álgebra real de Lie su (2) a su 
«complejificación», que coincide con el álgebra de Lie 
L = sl (2) = su (2) 9r C 


de todas las 2 X 2-matrices complejas con traza nula. Los elementos 
básicos 
E A A 

del álgebra L se multiplican de acuerdo con la regla 

le_zexl = Co, leve.) = —2e..,,-lepe,) = 2€,. (8) 
Olvidando por un momento el origen de L, puede considerarse, que 
L == (e.i, ĉo, €,)€ os un álgebra tridimensional abstracta de Lie 
sobre € con tabla de multiplicación (8). Es fácil comprobar que £ 
es un álgebra prima de Lie. Por lo tanto, cualquier módulo irredu- 
cible suyo de dimensión >1, será exacto. 

Sea, inicialmente, V 0, un L-módulo arbitrario de dimensión 
finita sobre C, y sean, E_,, Eo, E,, operadores lineales en Y, propia- 
mente correspondientes a los elementos £.,, €o, €1. En la teoría de 
las representaciones de las álgebras de Lie, se ha establecido su pro- 
pia terminología, que observaremos. El subespacio propio V’ 
= {v€ V | Ey = dv) del operador E, en V con el valor propio 
A € Costá compuesto por vectores, sobre los cuales es aceptado decir, 
que tienen un peso 4. La dimensión dim V? se llama multiplicidad 
del peso). 

LEMA 1. Si vE V>, entonces, Ew € V^, Ew E VA? (E, es 
operador «aumentativo», y E_, «diminutivo»). 

DEMOSTRACION. En concordancia con el axioma (L3) tenemos 
E, (Ew) =[£,E] v-- E, (Ew) = 2Ew + E, (40) = (1 + 2) Ew, 
así que, por definición, Æw € V**?, Análogamente, Eo (Ew) = 
= (1-2 Ep. 

Del curso del álgebra lineal se sabe, que los vectores que respon- 
den a distintos valores propios, son linealmente independientes. 


Por eso, la suma W =X V* < Y es directa. Del lema 1, también se 
deduce, que W = =) V* es L-submódulo en V. Como W 40, enton- 
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ces, en caso de un L-módulo irreducible V, debe cumplirse la 
igualdad W =V. 

Llamemos al vector vo € V vector mayor de peso À, si va #0 y 
Ew = 0, Ewi = iwo. 

LEMA 2. Cualquier L-módulo V finitodimensional, tiene vector 
mayor. 

DEMOSTRACION. Tomemos un vector v arbitrario (= 0) de peso p 
y compongamos la sucesión de vectores v, Ew, Ejv, . . ., CON pesos p, 
u+ 2, p -+ 4, ... (véase el lema 1). Como dim Y < œ, entonces, 
Ep+iy = 0 para algún m. Tomando m el mínimo, podemos hacer 
vo =£vv, À = p + 2m. 

En calidad de ejemplo examinemos el espacio vectorial V, de 
dimensión n -+ 1 sobre C con base fijada Vo, Vi, . » ., Un. Los opera- 
dores E_,, Eo, Ey, los determinamos mediante las fórmulas 


E-ióm = (M + 1) Um+w 
Eso = (n — 2m) Pm, (9) 
Exóm = (n — m + 4) Umar 
haciendo v., = 0 = Va+ı, La comprobación directa muestra, que se 
han cumplido las relaciones 


E, (E-Wm) — E-E Vm) = Etm, 
Es (E-Wm) — Ens (Em) = — 2E-Wm, 
Ej (EWm) — Es (Est) = 2EWm, 
que están en correspondencia con la tabla de multiplicación (8) y 
con los axiomas del Z-módulo. Como Ew = (» -}- 1) v = 0, 


oUo = RYO, entonces, ve es el vector de peso n, y todo el espacio Vn 
se escribe en forma de la suma directa 


VM=Y0oVY"*0...90V” (10) 


de espacios unidimensionules de «pesos» V"-2% = (vm) (cada peso 
tiene la multiplicidad 1). Suponiendo la existencia del submódulo 
U +0 on Vp, tomamos cualquier vector propio u € U dol operador 
E. Do acuerdo con la descomposición (10), u = Aum para algún m. 
El empleo sucesivo del operador «aumentativo» Æ, (véase la fór- 
mula (9)) nos da las inclusiones 1, € U, . . ., Va € U, y mediante 
el operador «disminvtivo» Æ, obtenemos del vector mayor ve los 
restantes vectores. Por lo tanto, U = V, y Vn es un L-módulo irre- 
ducible. 

Observemos, que V, es un módulo trivial (unidimensional), y V, 
es el módulo correspondiento a la definición natural del álgebra L: 
en la base {vo, 0,) los operadores E_,, Eo, Ey, tienen como sus matrices 


lol lo io ol: 
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El teorema siguiente resuelve el problema que nos ocupa. 
TEOREMA 6. Todo L-módulo V irreducible de dimensión n+ 1 sobre 
€ es isomorjo a Va. 
DRMOSTRACION. Según el lema 2, nuestro módulo V posee cierto 


vector mayor v de peso 2. Hagamos vı =0 y va = FE) = 


=A Ea 6 (Eno) --) para m>0. Se afirma, que para cual- 


quier m>0 son legítimas las fórmulas 


E_¡0m = (M + 1) vmt 
Eom = (A — 2m) vms (10) 
E Wm = (A — m + 1) vmar 


Efectivamente, cuando m = 0, las fórmulas (10') se reducen a la 
determinación del vector mayor və y del vector v,, a continuación, 
operamos por inducción respecto a m: a) por la fórmula E.ivm = 
= (m + 1) Un+, se determina el vector Vm+1; b) la formula Equ = 
= (à — 2m) Vm se deduce del lema 1; c) si ya se sabe, que EjUm-1 = 
= (à — m -+ 2) 0-2. entonces después de simplificar por m ambas 
partes de la igualdad 


ME Wm = 


E Wm) = [EE] vm + E (Etm) = 
= Ena A — mA?) Em- = 


= (A— 2m4 2) + A— m+?) (mM—1)) vmi = 
=m 0 — m + 1) Ona 


se obtione la última de Jas fórmulas (10°). 

Si los vectores Va, Vi» - + -, Up, para algún r son diferentes de cero, 
entonces, teniendo distintos pesos, ellos deben ser linealmente inde- 
pendientes. Por otro lado, on virtud de la irreducibilidad de V, el 
submódulo, engendrado por el vector və, coincide con V, y, como 
dim Y = n + 1, entonces, V = (Vo, Dis > + «+ Vn) Y Yati = Vata = 
=... =Q. En particular, 


0 = Ewn = Å — n) wn =S 


(prestemos atención a la curiosa implicación dim V < o% => À € Z, 
+>0). 

Sustitnyendo el valor å = n en las fórmulas (10'), de hecho lle- 
gamos, tomando en cuenta las designaciones elegidas, a las fórmulas 
(0), mediante Jas que se determina el Z-módulo V,. En con- 
secuencia, V = V,- 
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EJERCICIOS 
1. ¿Cuántas resoluciones cn cl álgebra de los cuaternionos (4 tieno la ccna- 
ción 2% 4-1 =0? 
2. Algebra de cuaterniones generalizados sobre Q. Mostrar, quo con la tabla 
do multiplicación 


|i a a a 
TEN 
ala n a na 
es | e =e m —ma 
€ | es —ne, me —nm 


con n, mE Z, nm #0, en elespacio vectorial tetradimonsional H (n, m) = 
= (i, eu ĉa 3) sobre Q, se introduce la estructura del álgebra asociativa 
con unidad. Utilizar para este fin la representación 

n+a Vr z Vms Vam | 
2 Vie Vin 2-2 Va y 


amaba rezo m Axe 
El determinante det A, = z} — zin — zjm + zįnm = N (z) se Mama norma 
del elemento z. Comprobar, que cuando se cumple la condición z € H (n, m), 
z ra O => N (z) % 0, ol espacio è (n, m) es un álgebra con división (álgebra 
generalizada de los cuaterntones). Utilizando los conceptos y resultados del 
ejercicio 7, $ 2, mostrar, que para p = +3 (mod 8) primo, el álgebra H (2, p) 
sorá álgebra con división. 

3. Examinar F20 como espacio vectorial V de dimensión n sobre F,. Junto 
con la operación de suma, heredada do F20, introducir en V la operación de 
multiplicación (z, y) =e z o y= V Zy. Aquí, zm» Y z es automorlismo en F20, 
inverso de z > 2%, así que Y 7+y = V z+ Y y. Mostrar que (V, +, 0) 
es un álgebra conmutativa (no asociativa) sobre Fs, poscedora de las propieda- 
des: a) on V no hay divisores de cero ni unidad; b) la ecuación a o z = b con a ye 
»% 0 se resuelve univocamente; c) ol grupo de los automorfismos Aut (V) opera 
en VN (0) transitivamento. 

4. En cualquier álgebra so cumple la identidad 


tan) + (292 = (tz ya) — (t zy) + (h 2,42) 


Convencerse de esto mediante la comprobación y mostrar, que si el álgebra A 
con unidad 4 sobre el campo P para todos los asociadores tione lugar la inclusión 
(z, y, 2) € P-1, entonces, A es un álgebra asoci 
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Esta «isla» del álgebra lineal se trata brevemente aquí, sólo para 
subrayar su parecido con el $ 5, cap. 7, donde se da la clasificación 
de los grupos abelianos finitos. No consideramos necesario insistir, 
en el $ 3, cap. 9, en el papel asociativo que desempeñan en esta 
cuestión los módulos sobre anillos de ideales principales, por cuanto 
para distintas categorías de lectores, posiblemente, será más cómodo 
toner demostraciones directas de los hechos correspondientes sobre 
los grupos y acerca de los operadores lineales. 

4% Tratando de interpretar la operación del operador lineal dado 
A: VV, es natural proponerse como meta el hallar la base en V, 
«que concuerdo del mejor modo con «4. Con otras palabras, en la clase 
de matrices semejantes CAC, que responden al operador 4, se 
requiere hallar la matriz que tenga la forma más sencilla posible. 
Por razones compronsibles, esta tarea está esencialmente ligada con 
el campo básico P, sobre el cual está definido el espacio vectorial Y. 
En adelante, consideraremos que P = C es el campo de los números 
complejos o cualquier campo algobraicamente corrado. 

Sea n = dim V y hy, . + -s Àn, las raíces características del poli- 


nomio 
fa =fa (0) = do (EA) == thalia tae |] (A), 


a = tr A = {h H eee E An), 
an = (—1)" det A = (—1)» M o.o Apo 


Los números complejos A, son también valores propios del operador 
lineal 4: los subespacios 
YM = {vE V | Av = hw} 


diferentes do cero y sus vectores no nulos se llaman vectores propios 
del operador 4. El conjunto Spec (4) de todos los distintos valoros 
propios (raíces características) de dos en dos del operador s so 
Hama espectro del operador 4. Análogamente se dico sobre el espectro 
Spec (A) de la matriz A. 

Señalemos los hechos siguientes: 

(i) Los vectores propios, pertenecientes a distintos valores propios, 


son linealmente independientes. La suma, Y Vr es directa (ha= 
ESPecíA) 


blando en general, »V* no coincide con V). 
(i) La matriz del operador lineal 4 siempre puede ser reducida 
(en el sentido de semejanza) a la forma triangular. 
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La forma más fácil de convencerse de esto es razonando por in- 
ducción. Es necesario tomar un subespacio (e,) (4e, = Mei), A-in= 
variable unidimensional, pasar al espacio cociente Y = V/(e,)= 


= (p=v4_ (1) |v € V) de dimensión n — 1 y al operador co- 


ciente 4: Av = Atv, elegir en V la base 2z, . . ., €n, que lleva a Å 
la forma triangular, y regresar al espacio V: 
Ai w% 
da 
A=lo -E 


An 

(iii) (Teorema de Hamilton—Cayley). El operador lineal A y 
su matriz correspondiente A (en cualquier base) se anulan con su poli- 
nomio característico. 

Como esta afirmación no depende de la elección de la base, enton- 
ces, resulta cómodo usar la propiedad (ii). Examinemos la cadena de 
subespacios A-invariantes V = V, > VD... Va. >0, don- 
de Vr = (eren -s En-1-19 Enx). Como (4 — An-ré) Enor E Vitre 
entonces, (4 — An-18) Vr C Vrti y, por lo tanto, 


falh) Pæ (4—8) V= 


= (A — h€) ... (AAN) Vo (AMÉ) -..(A—%n-18) V, = 
E (A — M8) ... (4 —An8)V2 ... C (AME) V n= 0 
Poro j (4) V =0<> f 4(4)=0. Y 


(iv) El polinomio mínimo h 4 (t) = ha (t) del operador (polinomio 
unitario de grado minimo m< n, anulador de Æ y A) es divisor del 
polinomio característico f 4 (t), divisible por todos los multiplicadores 
lineales t — 2, A € Spec (A). 

La división con resto f4 (t) = g (t)-haæ (t) + r (t), deg r(t < 
< deg hg (t), y las propiedades f 4 (4)=0 = hay (4) muestran, que 
r (4) = 0, de donde r (t) = 0. Ś, luego, À esel valor propio del 
operador 4, entonces, Æv = w => 0 = hg (4) v = ha (Mo = 
=> ha A) = 0 => (t — 1) Iha (0). 


EJEMPLO. El oporador lineal 4: V > V se llama nilpotente, si 4™ = 0; 
m es el indice de nilpotencia, si 471220. Sea ¿moto $ 0. Entonces, los vectores 
v, Av, . +» AMS, son linealmente Independientes. En efecto, tada dependencia 
lineal no trivial tiene la forma 
O A ESA 
La aplicación del operador «£m=3-k a ambos miembros de esta igualdad nos 
Mevaría a la relación gm-1y lo que contradice la elección de v. 
Y bien. el índice de nilpot m del operador s no supera n = dim V. 
Sean, m= n y "~le 0. Introduzcamos las designaciones siguientes para 
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Jos vectoros básicos: asg e o A e q Enton- 
Ae; =), Ach = er, k> 1, y la matriz del operador en la base (8, ... 
en) sorá la célula de Jordan 5 di 5 


0 4 Os» 00 


Si, por ejemplo, V = (1, X, X?, ..., XM=2)g es ol espacio de los poli- 
nomios'de grado <n sobre ©, y a= es el operador de diferenciación, enton- 
cos, la7matriz'dozeste operador en la base (ej), e:=-}-X' sorá, precisamente, 


la célula Jn, 


Más generalmente, llamemos célula (superior) de Jordan de di- 
mensión m X m (o de orden m), correspondiente al valor propio de 
^, a la matriz 


Observemos, que Jm a— AE =J mo es la matriz nilpotente: 
J 520, IRo = 0. 

AEn particular, (t — A)” es el polinomio mínimo de la célula de 
Jordan Jm. y À, su único valor propio: Spec (Jm,1) = (0). 

Si u (t) es un polinomio arbitrario, entonces 


uM w’ (A/A! ur (A)/21 ... uD (A) (m— 1)! 


Un) o uA) w (Ni e 2 e 


0 0 0 Es w (A) 


así que es mucho más fácil operar con Ja), que con matrices arbi- 
trarias. 

TEOREMA FUNDAMENTAL. Cada matriz cuadrada A de orden n sobre 
el campo algebraico cerrado P (en particular, sobre C) es semejante a 
la suma directa de las células de Jordan. Precisamente, existe una matriz 
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no degenerada C, para la cual 

Jms 
Seas 0 
poa 


E E E E bs ti 
Jma, ds 


(forma normal de Jordan J (A) de la matriz A). Con ezactitud hasta la 
permutación de las células, la forma normal de Jordan de la matriz 
es única, 

Como los polinomios mínimos de las matrices semejantes coin- 
ciden, entonces, del teorema fundamental y de las observaciones, 
hechas con respecto a la célula de Jordan Jm,,, se deduce, que 

Ral) = (tM) aa o (1 hip)», 
donde {hn - - »ħ1,} = Spec (4) y my, es el orden máximo de la cé- 
lula de Jordan, que responde al valor proprio de Ay. 

El claro, que la condición necesaria y suficiente de diagonaliza” 
ción de la matriz A (o sea, la semejanza de su matriz diag (à; . - + 
-+ «1 Àn} es la ausencia en J (4) de células de orden mayor de 1. Por, 
eso, se obtiene el siguiente criterio útil. 

COROLARIO. La matriz cuadrada A sobre C se diagonaliza si, y sólo 
si, su polinomio mínimo ha (t) no tiene raíces múltiples. 

Este criterio es efectivo, por cuanto para el cálculo de ha (t) 
no es necesario reducir la matriz A a la forma normal de Jordan. 

La demostración del teorema fundamental se divide en tres partes, 
correspondientes a los puntos 2, 3, 4. 

2. El conjunto de vectores 


V (A) = (EV 1 (4 — 2E)'v = O para algún A) 


se llama subespacio radical, correspondiente al valor propio de À € 
€ Spec (4). 

De que V (À) es un subespacio, nos convence una comprobación 
fácil. Si, porejemplo, u EV (å), vE V (2), siendo además, (4 —28)'u = 
= 0, (A — ìÀ€)v = 0 y m = máx {s, t}, entonces, 

(4 — 18)” (au + Bu) = a (4 — A8 )"u + B(4 — 16)" v = 0, 
de donde au + BvEV (A) para cualesquiera œ, PEC. Como en 
Y (A) está contenido el vector propio, correspondiente a }, entonces, 
V (1) 40. Luego, V* V (À), pero, la igualdad puede no existir, 
como lo demuestra el ejemplo del operador nilpotente 4 de índice de 
nilpotencia n. En este caso, À= 0 es el único valor propio, 
dimy? = 1, pero V (0) = V. 

Como dim F (2) < n y la limitación 4 — 2€ en V (A) es un ope- 
rador nilpotente, entonces, 


V (1) = WEF | (4 — 18v = 0). 
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TEOREMA 1. Sea 4: Y — V, un operador lineal con polinomio carac- 
terístico 


a 
ta o=l (A) (Ai Ay para ij). 


Entonces, V == V (u @ - - - O V (àp) es la suma directa de los subes- 
pacios radicales V (hy), cada uno de los cuales es invariante respecto a 
A y tiene la dimensión dim V (h) = nı, El operador 4 — M8, 
hilpotente en V (hı), opera de un modo no degenerado en el subespacio 
Vi = V OE -o OV (JOY (+10 - . - OY Ap). 
Finalmente, h; es el único valor propio del operador 4 | V (M). 
DEMOSTRACION. Ninguno de los factores primos t — À, puede ser, 
a un mismo tiempo, divisor de todos los polinomios 


M0= (AND ¿2 p 


y, por eso, el m.c.d. (fı (£). . - ., fp (6) = 1. Existen, por lo tanto, 
polinomios g, (t), . -, gp (1) € Cltl, para los cuales 
Ínost=1. a 


Los subespacios 
Wi = fi (4) 8i (A) V = (fi (A) gi (4) v1v0€V) 1<i<p, 
son invariantes respecto a Æ: 
AW, = fi (A) EA) AV E fi (A) 8: (A) V =W. 
Además, 
(4, EU W =f q (A) 2: (A) V =0 
(por cuanto f y (4)==0; véase (iii), así que 
W,<V(4). (2) 
La reelación (1), reescrita en la forma 
2 
ta fi (A) 8i (A), 
nos da la descomposición 
D 
V=) W; 
SS] 
y además (en virtud de la inclusión (2)): 


» 
v= VA) 
á 
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Supongamos, que vEV (A) V;, donde, al igual que en la for- 
mulación del teorema V,=2V0). Entonces, (4 —2/8)"v=0, 


Se 
y, Como v =2 vyy (A — A€)" v,=0, entonces, ¡0 (4—8y"| v. 


i 

Pero, del hecho de que son primos entre sí los polinomios 

(CNA c= [e—a se deduce la existencia de a(t), b(t), 
ma 


para los cuales, 


AA+ o(9c(0=1. 
Obtenemos 


v=2(4)(4 —d)"v+b(4) (1, 4-u01 v=0, 


o sea, los espacios V (A) y V; no se intersecan. En consecuencia, tene- 
mos la descomposición 


V=VY(4)0...0Y Ap) 6) 
en una suma directa de subespacios 4-invariantos, 
De la inclusión (2) y de Ja descomposición (3) se deduce inme- 


diatamente, que W; = V (;). De este modo, para V (0.:) se ha obte- 
nido la expresión efectiva 


VO) = fi (4) gi (4) Y, 


donde fi (t), g: (t), son polinomios de la identidad (1). En parti- 
cular, 


(4 — hV (u) = 0. 


Algún divisor del polinomio (t — 4)" sorá polinomio mínimo para 
A en Y (4;). De esto se deduce, en primer lugar, que 4; os el único 
valor propio del operador 4 lvo.p- Luego, en la base que es la 
unión de las basos de los espacios V (2), el operador 4 tiene la matriz 


4 0 
A= s - 
0 4», 
donde A; es una matriz de orden ni = dim V (à) con el valor propio 
único A; y el polinomio característico fa, (f) = ((— A) ni, nis 


<n. Como fa (t) =Í fa, (O, entonces, n == ni ++... + np y 
n= ne 
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Nos queda por demostrar que la limitación (4 — 1,8) lv, es no 
dogenerada. Pero esto es comprensible: en caso contrario, {Ker (4 — 
— A1€)) N V, 40 y sv — àw = 0 para algún 0 + v € V;. Sin em- 
bargo, cn V; el polinomio característico para 4 resulta ser f; (t) = 
= [| (£ — 2)", y ài no puede ser valor propio, 

he 

3. La cuestión sobre la elección de la matriz más sencilla, demos- 
teada en el teorema 1, para el operador Jineal 4: V > V, se llevó al 
caso cuando 4 tiene un valor propio único À y (4 — 12€)" =0, 
mx dim V, Haciendo = A — ÌE, obtenemos el operador nil- 
potente de índice de nilpotencia m con matriz nilpotente B. 

TEOREMA 2. La forma normal de Jordan J (B) de la matriz nilpo- 
tente B, existe (el campo básico P, es arbitrario). 

DEMOSTRACION. Noses necesario demostrar, que el espacio vecto- 
rial V, er el cual opera el operador nilpotente 4 con la matriz B, 
se descompone en la suma directa de los llamados subespacios cíclicos 
PIB] vi = (0,805, . . a Bv), con Biv; = O. Deseamos efec- 
tuar la inducción respecto a la dimensión del espacio. Suponga- 
mos, que la afirmación del teorema ha sido demostrada para todos 
los pares (Y”, $”), donde dim V’ < dim V y Ẹ’ es un operador nil- 
potente en V’. 

Sean, 8” = 0, £"-lu + 0. Introduzcamos el subespacio cíclico 
U =(u, Bu, . . ., 2"-lu) y el espacio cociente V = V/U, en el que 
obligamos a actuar al operador cociente E: Zo = Hi. Aquí v = 
=v + U es una clase adjunta con representante v, Como $" = 
= mv'= (), entonces, Ẹ es un operador nilpotente de índice de 
nilpotencia m< m. Con otras palabras, PY E U, SFV = U. 

Como dim Y < dim Y, entonces, por presupuesto de la induc- 
ción, 


V=0,0...00,.. U, =P u. 


Para V obtenemos la descomposición 


V=0,0...0U,100U, (4) 
donde 
Uy (Up, Bun.. 


PUTA, Pu, EU, m<m<m. 


Los subespacios U; no son Z-invariantes, por cuanto, hablando 
en general, $”! u; Æ 0. 

Para mayor comodidad, para ¿ fijando hagamos w = 1, 1 = My, 
W = U; = (w, Bu, ..., Bi-"w). Por condición, 
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B'w= agp utan Bu aa Hama Bu, a0 


(si todos los a, = 0, no tenemos nada que hacer). Aplicando el ope- 
rador 2U-X a Ja última relación, obtenemos gm- w = 
= a BM lu 0. Como $" = 0, entonces, esto es posible sólo 


cuando IK k< m — 1. Haciendo 
v=w— B UAB Um — O PU, 
descubrimos, que 2'%y = tw- u' +0, pero 
Po= PAP U— e — ampu =0. 

El espacio cíclico (v, Lv, . . ., P'-"v) con P'v = 0 engendra, jum- 
to con U, el subespacio UH) 

Estosrazonamientos son legítimos para cualquier i, 1< i£ s — 4, 
por eso, en la descomposición $ podemos sustituir cada subespacio 


Ui por Vi = Wi Bvr 0 vi), Lv, = 0. Haciendo también 
V =u, m =m, V, =U, oidos la descomposición 


V=V,0...90V, 


que posee todas las propiedades necesarias. 

4. Pasando a la demostración de la unicidad, indiquemos al 
mismo tiempo la regla práctica para la reducción de la matriz arbi- 
traria A de orden n a la forma normal de Jordan. 

Para esto es necesario saber hallar el número N (m, A) de células 
de Jordan Jm, de orden m, que responden al valor propio A de la 
matriz A. Comparemos, de un modo habitual, a la matriz 4, el ope- 
rador A, que actúa en el espacio vectorial n-dimensional V, y des- 
compongamos V en la suma directa 


V=YNeY, (5) 
donde 


V0)= S vn (A — A8) vn 0 (AED, ve Dyo 


Calcularemos el rango r; = rank (4 — 28)! de la matriz (A — 1E)‘, 
o, lo que es igual, la dimensión del espacio (4 — 26)'V. Esta di- 
mensión, por supuesto, no depende de la elección de la base en V. 
Cada uno de los espacios en la descomposición (5) es invariante com 
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respecto a (4 — 18)', por eso 
dim(4—18)'V = J) dim(4—14€)C14]0,-+ dim (4 —18) V’. 
«Consideramos, para mayor precisión, My S MS ».. <m, Si 
my< i, entonces, (4 — ŻE)! C[4lv,=0. Para m,> t, tenomos 
(A—18) 014] 0,=(A —28E) dy (AE) vn 0 .. 
(AMEN v), 
así que dim (+4 — AEJC [4] v; = mj — t. En V’ el operador 4 — 


— Ag no está degenerado (teorema 1), por eso, dim (4 — 18)! V' = 
= dim V’. Obtenemos 


n= 2 (m-9+ dimy’, 
rijo 
«de donde, 


r=rm= D (m—i)— Y (m—t—1)= 
rigot msi 
=X (m-0- Y (m-d+ Y 1= 
mat mt mot 
= 5 14+ D 1=N (641, YAN (642, A+... 
mp mjin 
Por lo tanto, fm — fm — (Fm —Tm+1) = {N (m, M) + 


+N m+ DA Nmt DAN (mt 2, +... 
+...) =N (m, 2), y obtenemos la fórmula definitiva 


N (m, 1) = rm- — fm F Tmin (6) 
m>4, ri =rank (A — 1E), ry=n. 


Observemos, que r: es una variante de la matriz A (o sea, un núme- 
ro, definido por la clase de semejanza de la matriz A). Esto significa 
que la fórmula (6) también establece la unicidad de la forma de Jor- 
dan J (4). 

Hasta abora, sobre la matriz C, que cumple la semejanza 


J (4) = C-+4C, 


no se ha dicho nada. Pero como ahora A y J (A) son matrices que 
«conocemos, entonces, C = (c;;) puede ser hallada del sistema homogé- 
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neo de ecuaciones lineales 
CJ (4) — AC =0 


de orden n°. Sea Cı, ..., Cr, su sistema fundamental de soluciones. 
Hablando en general, no todas las C; son matrices no degeneradas, 
pero, como la forma normal de Jordan J (4) existe, entonces, det 
(UC, +.. - -+ £1C,) +0 con coeficientes indeterminados ty, . . ~, lo, 
y se pueden elegir æ, . . ., 2, €C, para los cuales det (C1 +++. 
e... + @,C,) 0. Entonces, C = 01€, +... +0,€, es la matriz 
buscada. Por supuesto, C está lejos de ser univocamente determinada, 
incluso con la normación det C = 4. 
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